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Resumen

En la literatura es posible encontrar diversas dadoes didacticas de la érbita en el problema dplé¢.
También, aunque en menor medida, es posible emcodéducciones geométricas de la hodoégrafa. Sin
embargo, y a pesar de su importancia pedagogdgelducciones analiticas de esta curva no son abtesd
Mas aun la existencia de ese elemento no siempmeeasionada en los libros de texto. En este trabajo
presentamos una deduccion analitica sencilla tedagrafa, directamente a partir de las leyes detdie

del movimiento. Damos una expresion general paia fegura para las tres posibles trayectorias, satast
(elipse y circunferencia) y no acotadas (parabdigérbola). También damos expresiones explicitaa pl
radio y la posicién del centro en términos de lsametros dindmicos del movimiento.

Palabras clave:Hodografa. Problema de Kepler, Fuerza central, kieaalLeyes de Newton
Abstract

Various didactic derivations of the hodograph foepker problem can be found in the literature. Also,
geometrical deductions of the hodograph are comntéowever, despite its educational importance,
analytical derivations of this curve are not aburid&loreover the existence of that element is whygs
mentioned in textbooks. We present here a simplytcal derivation of the hodograph, directly from
Newton's laws of motion. We give a general expoesgor this figure for the three possible trajeisr
bounded (ellipse and circle) and unbounded (pasaaptl hyperbola).,We also give explicit expressions
the radius and the center position in terms oflyreamic parameters of the motigihimes New Roman 9]

K#ywords: Hodograph, Kepler problem, Central force, Mecharﬁtesgvtd‘n’s laws.

|. INTRODUCCION

A través de un estudio detallado de los datos selbm@vimiento planetario reunidos por Tycho Brahe,
en 1619 Johannes Kepler completdé la publicacionladetres leyes que gobiernan el movimiento
planetario:

1. Los planetas se mueven en 6rbitas elipticad gc&mpa uno de los focos.
2. El radio vector que une el planeta con el Saikbareas iguales en tiempos iguales.
3. El cuadrado del periodo del planeta es propeatial cubo de la distancia media al Sol.

Kepler encontré estas leyes empiricamente y n@agaldl era la razén detras de ello. La explicacion
fue dada cuarenta afios mas tarde por Isaac NeSatemos que la trayectoria en el espacio realyrara
planeta u otro cuerpo masivo atraido por el Soldpuser una elipse, una hipérbola o una parabola
dependiendo de las condiciones iniciales; tamb&mre hecho conocido que la curva descripta en el
espacio de las velocidades por el vector velocatadna circunferencia. Inversamente, también sabemo
que esta forma particular de la hoddgrafa so6lorssemta para una fuerza central cuya intensidad es
inversamente proporcional al cuadrado de la digiaal@entro de fuerzas.

Esta curva fue deducida por primera vez por Hamiltb846) y mas tarde utilizada por Maxwell
(1876) en conexién con la dinamica de las orbieagsten muchas deducciones geométricas de la
hoddgrafa, la mas conocida de las cuales efake perdidade Feynman (Goodstein, 1996, Beckman
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2006). Kepler intenté por mucho tiempo explicar ¢tdoservaciones de Tycho Brahe suponiendo que la
Orbita de Marte era circular. Con gran desilusiébid aceptar que no era asi. Suele decirse qudacon
hoddgrafa, Hamilton reconcilié a Kepler, post morteon su bisqueda de la belleza en la circunferenc
esta no estaba en la érbita sino en esa nueva curva

A pesar de su interés pedagdgico, las deduccionabitieas de la hoddgrafa son escasas y no
facilmente localizables. El objetivo de este trabe§ presentar una deduccion analitica sencilladaas
directamente en las leyes de Newton.

Cuando un planeta o satélite describe @ntta circular, el médulo de la velocidad es constante y por
ello la variacion del vector velocidad se reducana rotacion uniforme alrededor del origen, en el
espacio de velocidades. Es claro que la curvaigéesqor el extremo del vector velocidad es en esse
una circunferencia, centrada en el origen del eéspde velocidades y cuyo radio est4 dado por la
velocidad circular constante. Para un planeta @sertbe una 6rbita eliptica, la velocidad de rdtadel
vector velocidad no es uniforme como tampoco laadibn y magnitud de su variacién en el tiempo. Sin
embargo, estas variaciones se producen de una anaaleque el extremo del vector genera una
circunferencia en el espacio de velocidades; elrcede la misma no se ubica en el origen de
coordenadas en dicho espacio.

En el sistema del centro de masa del Sol de Magain planeta de masa la fuerza de interaccion
F™ entre ambos es

i GM
Fint = — S p (1)

donde G = 6.67300 x 10~ 'm3kg~1s72 es laconstante de gravitacione Newton yp el radio
vector desde el Sol al planeta.

Utilizando las ecuaciones de Newton y las coordasalt| centro de masa se arriba a la ecuacion de
movimiento de una particula de masa reducida

mM
n=— 2)
moviéndose bajo la influencia de una fuerza deceitba gravitatoria que apunta hacia el origen del
sistema de coordenadas. Asi, el problema origieallas cuerpos se reduce al problema de un cuerpo
equivalente de magabajo la influencia de una fuerza central.

Como la Unica fuerza que actia es independientdiatapo y conservativa, la energiaes una
constante de movimiento. El vector impulso angiilaespecto al origen es también una constante de
movimiento debido a que la fuerza esta dirigidaichat origen, y por tanto el momento respecto a ese
punto es nulo. No trataremos en este trabajo ¢ar@rcantidad conservada en este problema, elndeto
Lenz.

Para deducir la conservacion del impulso angulasideramos su definicion

L=pXp ©)

dondep es el radio vector ya definidopy el impulso —o cantidad de movimienlimeal. Usamos
coordenadas polarép, 6, z) con vectores unitarios asociad@s (@ ,2) que satisfacen la regla usual de
la mano derecha para los productos vectorialeisascl

El impulso lineal de la masa reducida es

p=ut (@)

dt
La variacion temporal del impulso angular esta daata

dL _ d(pxp) _ dp

@— int
" o L XPtpX=vXp+pXF (5)

El primer término del tercer miembro es siempreomiesv//p, el segundo término también es nulo
pues para una fuerza central se cumipf& //p . Por tanto vemos que para una fuerza central

) (6)

dc

En consecuencia
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L = up? % V4 es constante 7 (

La conservacion de la direccion demplica que la 6rbita de la masa reducida se raeten un
plano normal a la direccion de dicho vector. Lasesmacion del moéduld sera utilizada mas adelante.

ll. CARACTERISTICAS DEL MOVIMIENTO

Como la fuerza es conservativa, existe una funertargia potencidl (p):

mM )40

G
U(P)=—T=—? (8)

donde y = G(M +m); si se satisface quéf >>m, resultay =~ GM, que es elparametro
gravitacional estandadel Sol. La energia total constante es la suma drergia cinética mas la energia
potencial

1,2 _TH
E=smws =2 9)

Podemos utilizar la conservacién del impulso anguéaa reescribir la energia en la forma

k() L 1
E_Z(dt) +2up2 p (10)

Esta forma es similar a la energia para el movitaien una dimension espacial de un cuerpo de masa

. L dap 2 . . .
U con energia cmeUcé —;) » €n presencia del potencial efectivo

2
V(p) = 2;7—% (12)

El primer término es el llamadpotencial centrifugoy el segundo representa la interaccion
gravitatoria. El potencial efectivo se represemttaefigura 1.

Figura 1. Potencial efectivo para el problema de Kepler.urigdades en los ejes son arbitrarias.

El minimo del potencial efectivo corresponde altpyry donde

av(p)
dp

lpo =0 (12)

2
y esta dado pop, = VL? . La energia potencial efectiva en este punto vale

1
Vo=—5zv1’ (13)
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En la figura 1, la linea horizontal éh= 5 corresponde a un movimiento no acotado; la linea e
E = —8 a un movimiento acotado, restringido a la regiotreelos dos valores de dondeE =V (p).
Como para una 6rbita cerrada la energia total gative, en lo que sigue usarenis= —|E| donde|E|
es el valor absoluto de la energia.
Los valores maximo y minimo de corresponden al afelio y perihelio (puntos de rreiopara el
movimiento unidimensional) y estan dados por

yu ’ 2L2|E|
pA/P:ﬁ<1i 1_W> (14)

lIl. ORBITA PLANETARIA Y HODOGRAFA

Para determinar la 6rbita del planeta (Derbes, 20@kis, 2011; MIT, 2014; Timoschenko y Young,
1951) y la hodégrafa partimos de la segunda leyjelgton para la masa reducida

ua = Fint (15)
que implica
np=-1 (16)

Multiplicando vectorialmente ambos miembros de estsacion a la izquierda por el vector posicion
p Yy utilizando la identidagh x p = 0 obtenemos

ppxp=0 (17)

de aqui recuperam% =0.
Reemplazando el valor d¢/p? de la Ec. (7) en la ecuaciéon de movimiento, E8),(@btenemos:

p=—5=—"170p (18)
Por otra parte notamos la identidad
6p =6cosfX+6sinfy = %(Sinef— cosfy) = %(’ﬁ X Z) = —%5 (29)
que implica
6p = -2 (20)

dt
que es una propiedad de las coordenadas polammpReando en la ecuacién anterior obtenemos

h_ YD 5 Tl
p=-Li(px2)=110 (21)

L dt
Esta ecuacion puede ser integrada una vez panaeobte
p-vo=-"px2)="10 (22)

donde v, es una constante de integracién vectorial. Muttpldo escalarmente esta ecuacion
miembro a miembro por si misma obtenemos

(p—vo) (p—vy) =R? (23)

donde
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R=% (24)
Introducimos coordenadas polares para las veloeglgder figura 2)p = (v, ¢>, vo=W,a)y
desarrollando la Ec. (23) obtenemos
v? + v2 — 2vv, cos(¢p — a) = R? (25)
Esta es la ecuacién, en coordenadas polazes),(de una circunferencia de radiocentrada en el
punto de coordenadas polareg, ¢) dondea es el angulo del vectar, con el ejey. Esta circunferencia
es la hodografa, lugar geométrico de los extrensbseattor velocidad a medida que el planeta se muev
alrededor de su 6rbita (Apostulatos, 2003; ButilzdQo).
A. Orbita

Para obtener la orbita en el espacio real debentegrar la ecuacion (22) una vez mas. Para ello la
reescribimos en la forma

P =128+, (26)
Multiplicando vectorialmente ambos miembros a tuierda por el vectqrp obtenemos
up X p =15 up x 8 + up x v, (27)
Es posible demostrar las siguientes propiedades

TABLA I. Elimpulso angular apunta en direccidn

L= up X p = Lz
upx8= | uppx0= 1p2
UP XV = | upvoP X Py = | ppvysin(@ —a) 2

Vemos que todos los términos de la Ec. (27) somoves dirigidos en la direcciéh Después de
algunas transformaciones obtenemos de la Ec. §28pbldad

L

p= 1+ecos@ (28)
L - L2
Esta es la ecuacion de una cénica doh@em es ellatus rectum(cuerda por el foco paralela a la

. . L .. ., L, . . . .
directriz) ye = 2= es la excentricidad. Esta ecuacion correspond@aadnica con su eje principal a lo
uy

largo del ejec. Segun cual sea el valor eléa curva es una elipse, una parabola o una hif@érbo
Para una dada masadel planeta Y del Sol, la energia totél y el impulso angulak. determinan las
caracteristicas de la 6rbita. La siguiente taldame las propiedades de los tres tipos de Orbita

TABLA Il. Excentricidad y correspondiente 6rbita

Excentricidad Curva Orbita
e>1 Hipérbola abierta
e=1 Parabola abierta
e<l Elipse cerrada
=0 Circunferencia cerrada

Analizaremos ahora en detalle cada caso.

B. Orbita eliptica

Consideramos en primer lugar el casec 1 de una elipse; resulta conveniente hacer la sostit
L = a(1 — %) dondea es el semieje mayor (distancia desde el cents adrtices) para obtener
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p= a(l—sz)

" 1+ecos@

(29)

Para determinar la forma de la curva es comin asdugar de la excentricidad el semieje mendr
(segmento perpendicular @ por el centro); con estos parametros definimoslitdancia focalc =
va? — b? (distancia desde el centfoa cualquiera de los focos); la excentricidad eidada entonces
pore = =y la directriz pord = =.

Una 6rbita eliptica se muestra en la figura 2.

Fi P |

FIGURA 2. Orbita eliptica. Se muestran los foddy F’, los semiejes mayor y menary b, y la distancial a la
directriz.

Notamos las siguientes relaciones geométricas

2
e Latus rectunt = # = &d donded es la distancia desde el foco a la directriz.

> =

« Perihelio y afelio estan dados por

ed

pr=all—e)=11 (30)
pa=a(l+e) =1g—_d€ (31)

« Semieje mayor a es
= % - ;iz (32)

Para relacionar los parametros geométricos dayadtoria con la dinamica del planeta recordamos la
expresién para la energia total Ec. (14). Vimos lggevalores maximo y minimo d¢e para una dada
Orbita estan dados en la Ec. (15). Ademas teneasaglaciones

_ Patpp _ VB

a=="= 20E] (33)
_ PA—PP _ Yi _ 2|E|L?

€= 2  20E| y2u3 (34)

(39)

c 2|E|L2
E=—-—= 1— |2|3
a Yeu

Podemos utilizar la conservacién del impulso angpéaa evaluar la velocidad en el perihelio y en
afelio y obtenemos

L
uppsa  mHa(l¥e)

UP/A = (36)
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IV. PROPIEDADES DE LA HODOGRAFA

Si bien en los tres casos de movimiento kepler@nposible encontrar el radio de la hodégrafa méelia
la relacionR = yu/L y determinando el pardmetro gravitaciopa partir de la dinamica, para la elipse y
la parébola, resulta més simple usar un métodatdirenponiendo la condicién de que la circunfer@nc
Ec. (23) pase por dos puntos caracteristicos qdemaes identificar. En cambio, para el caso de las
orbitas hiperbdlicas resulta mas simple aplicqrieher método.

A. Orbita eliptica
Vimos que la hodografa en coordenadas polaresdestd por la Ec. (25). Podemos elegie= 0 y

determinaryv, imponiendo que la Ec. (25) se satisfaga para ehel® y para el afelio, es decir para
v = vp y parav = v,. Asi obtenemos las dos ecuaciones

v3 + v¢ — 2vpv, = R? (37)

vz + v¢ + 2v,v, = R? (38)
de donde sigue

R = (vp —v,) (39)

vy =5 (Wp +v4) (40)

La figura 3 muestra una 6rbita eliptica y la cqpmaliente hodografa.

FIGURA 3. Orbita eliptica (der.) y correspondiente hodog(ada.).

A medida que el planeta se mueve desde el periaelidelio (mitad superior de la érbita) por los
puntos 1, 2, 3, 4 en el espacio (Figura 3, des.vkxtores velocidad en el espacio de las veloeslad
mueven a través del sector superior izquierdo deot#vgrafa (Figura 3, izq.). Cuando el planeta se
mueve del afelio al perihelio (parte inferior dedkbita) en el espacio real, los vectores en eh@spde
velocidad recorren la mitad derecha de la hoddgrafa

Mostraremos ahora la relacién entre las velocidades perihelio, en el afelio y en los covértiqges
se puede obtener de manera simple a partir dedégnafa. Comenzamos notando el teorema que dice:
todo triangulo inscripto en la circunferencia, qtiene un didmetro como uno de sus lados, es un
triangulo rectanguloEste es el caso del triangWl@C indicado en la figura 4.
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FIGURA 4. Hoddgrafa de la elipse mostrando los puntos meadios en el texto.
Por el teorema de Pitagoras tenemos
(va +vp)? = (AC)? + (PC)? (41)

Por otra parte si consideramos los triangulos neet®sAOC y OPC y llamamosy, a la velocidad en
el covértice, tenemos las siguientes igualdades

vé + vZ = (AC)? (42)
vZ +v3 = (PC)? (43)

Sumando miembro a miembro estas dos ecuacionesemplazando en la ecuacién anterior
obtenemos, después de algunas simplificaciones

Ve = NVVaVp (44)
es decir, la velocidad en el covértice es la mgdmétrica de las velocidades en el perihelio y el

afelio.
B. Trayectoria parabdlica

Las trayectorias parabélicas corresponden a unmierto no-periédico con energia mecanica total nula
(E =0), intermedio entre las 6rbitas elipticas periédicerradask(< 0) y las trayectorias hiperbdlicas
abiertas £ > 0). Estas trayectorias pueden corresponder a untaajoe ingresa al sistema solar con una
velocidad tal que en el perihelio alcanza la veladi de escape y por tanto no regresa. En efecto, si

2
ponemosE = 0 en la Ec. (14) y usamos el hecho que en el p&ni%%lz 0, tenemosz:? = Z—” y por
P P

2 . .
tantov, = /p—y que es el conocido valor de la velocidad de escape
P

Desde el punto de vista geométrico, la parabolaexieentricidade = 1, ocupa una posicion
intermedia entre la elipse cen< 1 y la hipérbola cor > 1. Podemos obtener la trayectoria parabdlica
directamente a partir de la 6rbita eliptica tomando1,

P=21css (45)

Vemos que la parabola queda determinada sélppajue es un factor de escala: esto significa que, a
menos de traslaciones y rotaciortesias las parabolas son semejantes entre si
Suponemos que el movimiento tiene lugar en seitidiborario, a lo largo de una parabola simétrica q
se abre horizontalmente a lo largo delxejeegativo, con vértice en el punto de coordenadessianas
(pp,0), foco en(0,0) y directriz emx = 2pp.

Dado que la trayectoria parabdlica puede verse celnitmite parakE — 0 de una Orbita eliptica,
podemos obtener la distancia de maximo acercam&rdtuando el limit&€ — 0 del perihelio de una
oOrbita eliptica, es decir:
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: = limyy 21— [142E) 222
limg_opp = —limg_o 2E <1 1+ 72u3> e (46)

Un célculo analogo para el afep, diverge, indicando que ese punto se ha movidofiaitm Esta
forma dep, también surge de la condiciV (p) = 0 (Ver figura 1), es decir la solucion de la ecua

L? 1 12
e
2up p 2yu

V(p) = (47)
Para determinar el radio ycentro de la hodégrafa imponemos que la ecua@®nsg satisfaga para

v = 0 —correspondiente a los puntos del infiritp parav = vp, el perihelio. Asi se obtienR = %”

vy = —"7”. La circunferencia es tangente al v, en el origen del espacio de velocidades. Dado qus

perihelio el cometa tiene la maxima velocidad, ua tuego tiende a cero a medida que se aleja bb
infinito, los vectores velocidad barren todo eénmr del circulo de diametivp.

FIGURA 5. Trayectoria parabdlica (der.) y correspondientedigoafa (izq)
C. Trayectoria hiperbdlica.

Esta es también una trayectoria abierta, que earashia corresponde al movimiento de un come
objeto extra solar con energia mecanica tE > 0; una aplicacidn clasica en fisica atdmica es
dispersion de Rutherford. Suponemos que el movimidiene lugar en la rama izquierda de
hipérbola "abierta de izquierda a derecha ", daddgpecuacio

_ a(e?-1)
1+&cosf

(48)

Como en el caso de la elipse, la forma de la higgérbe define por dos parametros. En la forma |
esos son el semieje mayer(distancia del centro al uno de los vértices) yxaentricidade. Pueden
considerarse también semieje maa y el semieje mendr (segmento perpendicular a desde cada vé

a las asintotas). Con ellos se define la distafwial ¢ = va? + b? (distancia desde el centiC
cualquiera de los focos) y la excentricice = §

La pendiente de las asintottan8 = ig detemina la direccion de la velocidad entraw,,; y

salientev,,;, que tienen el mismo modulv,,; = Vgq = V-
El impulso angular del cometa respecto al centriudezas, el foco, es una constante de movimit
Por ello tenemos

L = puv,D = pvppp (49)
dondev, y pp son la velocidad y el radio vector en el perih

pp=c—a=ale—1) (50)
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Necesitamos la distancif de la asintota entrante de pendiened, al foco (—c,0), cantidad
conocida en fisica atdmica como parametro de imp&iede mostrarse que esta distancia Rateb.
La velocidad en el perihelio resulta entonces

vp = ivm = &2 Voo (51)

pp e-1

. e e . 2 Zpit 1 P . .
A distancia infinita del Sol la energia es sélcéticn, E = E;wozo pues la energia gravitatoria es nula;

. . L. 2E . . ,
por tanto la velocidad asintética valg = /7. Para ello recurrimos a la conservacion de enexgia

igualamos la energia total en el perihelio con baea el infinito, de donde obtenemos
y =22 W - v2) (52)
Reemplazando agpp = (¢ — 1)a y vp obtenido de la conservacion del impulso angulzeres

b &+1

Up = ;voc = ;voc (53)
de donde sigue
2 2
YR _wpp(vp Vs =1( _Pp )z; -
R= L 2 (L L) 2 \VP ~ 7, U g_lvm e+1 7P (54)

Para dibujar la hodografa notamos que la rapidezleperihelio es la mas grande y que las
velocidades entrante y salier(t,,,;, ;) tienen los menores médulos y se encuentran soaétgnte
ubicadas a ambos lados®lg limitando un haz que contiene todas la demasidades: por lo tanto son
tangentes a la hoddgrafa y normales al radio. Ereese ubica ef0, —v,) y los vectoregv,, v.,: , R)
forman un triangulo rectangulo. Luego se satisfacelacién

vy =+/V2 + R? =%1v00 (55)
[e2-1

Una vez dibujadas las velocidades entrante y galigra velocidad en el perihelio, la hodégrafa
gueda univocamente determinada como la circunferésegente a las velocidades asintéticas y que pas
por el extremo del vector velocidad en el perihdlefigura 6 muestra la situacion.

—

3.2 P

FIGURA 6. Trayectoria hiperbdlica (der.) y hodégrafa (izq.).

Es notable que en este caso el origen de las awatde en el espacio de velocidades quede fuera de
la hodografa.
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