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En este trabajo se presentan lineamientos generales para tratar algunos problemas de simetria
inherentes a los campos, electrostatico y magnetostatico. Se plantea que, conociendo la simetria
de ciertas distribuciones de cargas y corrientes, es posible inferir la simetria de los campos aso-
ciados a dichas distribuciones, a través de un tratamiento matematico de las geometrias mas
sencillas. El objetivo que se persigue consiste en contribuir a la formacidn docente mediante la
incorporacion de una herramienta que facilite la presentacion de la aplicacion de las leyes de
Gauss y Ampere para el calculo de campos estaticos. La estrategia propuesta permite el aborda-
je del nuevo conocimiento con simplicidad y coherencia, premisa fundamental para contribuir a
un aprendizaje significativo.

Palabras claves: simetrias, distribuciones de carga, campo magnetostatico, campo electrostatico,
saber docente.

In this paper we present general guidelines to address some problems inherent symmetry elec-
trostatic and magnetostatic fields. It argues that knowing the symmetry of certain distributions of
charges and currents, it is possible to infer the symmetry of the fields associated with these dis-
tributions, through a mathematical treatment of simple geometries. The objective pursued is to
contribute to teacher training by adding a tool to facilitate the filing of the application of Gauss
and Ampere laws for the calculation of static fields. The proposed strategy allows the boarding
of new knowledge with simplicity and consistency, a fundamental premise to contribute to mea-
ningful learning.

Keywords: symmetries, charge distributions, magnetostatic fields, electrostatic field, namely
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Introduccién

Cuando el docente planifica su clase,
combina recursos tendientes a facilitar el
abordaje del nuevo conocimiento. La sim-
plicidad y coherencia son premisas basicas
en su estrategia, la que nunca estara exenta
de condicionamientos (Moreira, 2005).
¢ Qué tener en cuenta al momento de plani-
ficar? Veamos algunos aspectos importan-
tes:

- Recordar que la fisica se desarrolla sobre
un lenguaje matematico. Por tanto, el ni-
vel de manejo matematico del estudiante
constituye una limitacién en sus posibi-
lidades de comprension de la fisica.

- Disponer de un curriculo epistemolégi-
camente sustentado que responda a un
modelo constructivista, para facilitar el
anclaje de los nuevos conocimientos.

- Conocer las dificultades que afronta el
estudiante en el abordaje del tema para
facilitar la conceptualizacion.

- Reconocer que el conocimiento del do-
cente es un factor primordial, que le
permite recorrer los diversos enfoques
posibles del tema, escogiendo el que
considere didacticamente mas adecuado.

La investigaciéon educativa, sin lugar a

dudas, es la herramienta que se utiliza para
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indagar en cada uno de estos facto-

res como asi también para encon-
trar nuevos materiales que permitan dise-
fiar estrategias innovadoras al momento de
la planificacion de la tarea docente. Tam-
bién, en una perspectiva mas amplia, estas
investigaciones deben orientarse para me-
jorar, utilizando estas mismas innovacio-
nes, la capacitacion docente (Ceberio,
2008), (Garcia Carmona, 2009)

Esta tarea de investigacidn, presenta
multiples complicaciones ya que en ellas
interactian muchas variables que no per-
miten un estudio preciso y exacto. En el
entramado educativo entran en juego los
sentimientos, las intenciones, las creen-
cias, etc. Son magnitudes que no son ni
conmensurables ni directamente observa-
bles mediante una experimentacién repeti-
ble y sistemética. La conducta es una parte
esencial del proceso educativo.

Sintesis de lo actuado por el grupo

Nuestro grupo investiga, entre otros te-
mas, sobre la ensefianza del electromagne-
tismo en los primeros afios de las carreras
de Ingenieria.

La metodologia de investigacion utili-
zada se esquematiza de acuerdo con lineas
de trabajo que conllevan nucleos solapados
de estudio debido a la interseccién multi-
ple de la triada alumno — docente — mate-
rial. Toda la labor investigativa se ha rea-
lizado dentro del marco de referencia ini-
cial del aula para luego trasladarla a mar-
cos mas generales que contribuyan a mejo-
rar el proceso de ensefianza - aprendizaje.

En este contexto resulta oportuno desta-
car que no se define una metodologia de
acuerdo a presupuestos tedricos-
epistemoldgicos concretos, ya que se in-
tenta encontrarlos o basarse en algunos
existentes como podrian ser las metodo-
logias inductivas-deductivas y la dialécti-
ca.

Se han utilizado disefios metodoldgicos

por abordaje multiple donde se han combi-
nado los cualitativos y los cuantitativos
dependiendo de la linea de investigacion
que el docente investigador desarrollara.

Las lineas de investigacion fueron va-
riadas, abarcando casi todo el espectro de
factores planteados en la introduccion. Los
resultados de dichas investigaciones fue-
ron transferidos al aula, produciendo mo-
dificaciones paulatinas en el dictado de la
materia. Mediciones posteriores nos per-
mitieron verificar que estas innovaciones
contribuyeron a que un buen porcentaje de
alumnos alcanzaran un aprendizaje mas
significativo y adquirieran competencias
ligadas a la experimentacidon que antes no
poseian.

Destacamos entre las modificaciones
propuestas la reorganizacién de la curricu-
la alrededor de nucleos tematicos, sobre la
base de identificar conceptos troncales, a
partir de los cuales se desarrollan los otros
contenidos programéticos. Por ejemplo,
uno de los nucleos es el concepto de cam-
po vectorial, tratando los eléctricos y
magnéticos estaticos en forma consecutiva,
marcando en cada caso las similitudes y
diferencias entre ellos, conduciendo a los
estudiantes a la incorporacion de la exis-
tencia del campo electromagnético a través
del acoplamiento de los mismos en las
ecuaciones de Maxwell. Uno de los temas
troncales seleccionado son los conceptos
de flujo y circulacion.

Otra innovacion muy importante fue la
incorporacion de las NTICs a la ensefian-
za, muy especialmente a través del disefio
de clases tedrico — practico — experimenta-
les donde se plantea la ensefianza con
fuerte basamento experimental, incorpo-
rando laboratorios con toma de datos y
analisis de los mismos con PC, simulacio-
nes y laboratorios virtuales en caso de ser
necesario. En esta area, algunos de nues-
tros trabajos se presentan en las referen-
cias (Baade, 2000a y b), (Prodanoff,
2009), (Zerbino, 2006 y 2008).
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Propuesta

Continuando con la linea de investiga-
cién expuesta, enfocamos este trabajo co-
mo una contribucion al saber docente. En
esta primera parte, presentamos una discu-
sion integral acerca de la forma en que las
simetrias de las distribuciones de carga y
de corriente hacen posible la utilizacion de
las leyes de Gauss y Amper en la determi-
nacion de los respectivos campos. Después
de tratar aspectos generales, centramos la
atencion en los sistemas simples mas fre-
cuentemente abordados en cursos bésicos.
En una segunda parte, avanzaremos sobre
sistemas mas complejos, como el caso de
los toroides.

En realidad, conocer a priori la simetria
de "los campos” es indispensable para la
eleccion de las superficies gaussianas y de
las curvas amperianas que permitan el
calculo. Sin embargo, los textos universi-
tarios no prestan demasiada atencidn a
estas cuestiones, suponiendo que son intui-
tivamente accesibles. Es quizas el momen-
to de preguntarnos, ;con qué recursos con-
tamos para determinar la configuracion de
los campos a partir de la simetria de la
distribucién de fuentes (cargas o corrien-
tes)? ¢Tal vez una estrategia basada en
observaciones experimentales? ;O acaso
trabajar desde las propiedades geométricas
del modelo? (O bien propiedades integra-
les o diferenciales que describen la fisica
de los respectivos campos?

Con respecto a estos interrogantes, po-
demos decir que la simetria de los campos
puede deducirse de muchas formas. Noso-
tros trataremos brevemente algunas de
ellas, pero centraremos nuestra atencion en
las que operan sobre el modelo, y son pre-
dominantemente geométricas. Sin embar-
go, algunas veces recurriremos a propie-
dades fisicas que complementan o facilitan
el analisis.

Antes de abordar la propuesta mencio-
nada, daremos un repaso de las leyes fisi-
cas que describen el campo electromagné-

tico, como asi también los conceptos ge-
ométricos de rotacidn, traslacion y simetr-
ia, (Rey pastor, 1963), (Matemaética,
2006), (Balderrama, 2012).

Recordando algo de teoria
Las leyes del campo electromagnético

El nacleo de la teoria electromagnética
lo constituyen las ecuaciones de Maxwell.
Sean:

E(F,t) y B(F,1)
el campo eléctrico y el campo magnético

respectivamente (admitiendo que ambos
dependen de la posicion y el tiempo). En-

tonces las formas diferenciales de las
ecuaciones de Maxwell en el vacio son:
VE-L GxE-_B
& ot
S
. . OE -
VB=0VxB =€O,uog+,u0\]

siendo p(r,t) la densidad volumétrica de

carga y definiendo J(F,t) como la densi-

dad superficial de corriente atn cuando las
cargas se muevan en todo el volumen del
conductor. Ambas magnitudes, ademas,
son dependientes de la posicién y del
tiempo. En adelante nos referiremos a las
cargas y corrientes como “fuentes”, enten-
diendo que son de tipo escalar o vectorial
respectivamente™.

Considerando el caso particular en que
tanto los campos como las fuentes son
independientes del tiempo (situacion esta-
tica), las ecuaciones de Maxwell toman las
formas desacopladas siguientes:

(2
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Obsérvese que en estas ecuacio-
nes no se pone en evidencia la in-
terdependencia entre los campos. Luego,
se puede trabajar con los campos, electro-
estatico y magnetostatico, en forma inde-
pendiente. Las mencionadas ecuaciones
nos dicen que el campo electrostatico es
conservativo (irrotacional), mientras que
el campo magnetostéatico no posee fuentes
escalares (solenoidal).

Dado que nuestro trabajo estd orientado
a la ensefianza basica, y teniendo en cuen-
ta las limitaciones matematicas del estu-
diante, consideramos conveniente reem-
plazar las formas diferenciales de las
ecuaciones de Maxwell por sus formas
integrales equivalentes. Nosotros sugeri-
mos que estas ecuaciones sean construidas
siguiendo la linea tradicional. Esto es, a
partir de las evidencias experimentales,
que contribuyen a la comprensién de la
matematica y a la claridad conceptual.

Sea S una superficie cerrada arbitraria
(con dS normales exteriores) y V el vo-
lumen limitado por ella. Por otra parte, sea
C una curva cerrada arbitraria (orientada

segun dr) y S la superficie limitada por

ella (con dScumpliendo la regla de la

mano derecha respecto de dr), (Figura 1).
dis

ds,

s| A LZ’

s

Figura 1. Orientacion de superficies
y curvas cerradas

Entonces tenemos:

f{Eds :é J[[ pav

ﬁsé.d§ =0(3a)

@é.df =0

§Bdl = 11, ff J.dS (30)

Estas formas integrales contienen la
misma informacion que las correspondien-
tes ecuaciones diferenciales. Sin embargo
son operativamente diferentes. Ellas invo-
lucran campos y fuentes extendidos en
regiones macroscopicas del espacio, mien-
tras que las formas diferenciales relacionan
campos y fuentes en un punto, 0 mas preci-
samente en un entorno local del punto.

Para determinadas simetrias la Ley de
Gauss (en el caso electrostatico) y la Ley
de Ampere (en el caso magnetostatico) nos
permiten la determinacién de los respecti-
vos campos. Estas leyes por si solas no son
suficientes; siempre se debe tener un co-
nocimiento previo de las caracteristicas
geométricas de los campos, para luego
elegir (si existen) la superficie gaussiana o
la curva amperiana que respete la simetria
del problema.

Rotaciones, traslaciones y simetrias.

Consideremos una figura plana S y un
punto P del plano contenido en la figura
(Figura 2). Para definir el proceso de rota-
cién, imaginemos que cada punto de la
figura se transporta sobre un arco de cir-
cunferencia centrado en P, de modo que
todos los arcos subtiendan el mismo angu-
lo o visto desde P. La figura S' que surge
del conjunto de todos los puntos transpor-
tados se dice que es la imagen de S a
través de una rotacion de angulo o alrede-
dor de P (Figura 3).

Por su parte, las traslaciones requieren
la introduccion de un vector A contenido
en el plano de la figura. Supongamos aho-
ra que cada punto de la figura se transporta
una medida equivalente a A, tanto en
magnitud como en direccién y sentido.

La figura S” formada por todos los puntos
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Figura 2

transportados se dice que es la traslacion

de S através de A (Figura 4).

En el terreno matematico, se dice que
las rotaciones y las traslaciones son apli-
caciones que, para este caso bidimensio-
nal, transforman figuras en figuras.

Algunas veces, la figura S' transformada
por una rotacion de S alrededor de P, coin-
cide exactamente con S. Por ejemplo, si S
es un cuadrado y P es su centro, cuando se
hace una rotacién de &ngulo o = n/2 alre-
dedor de P, se obtiene un nuevo cuadrado
S' que coincide exactamente con S. Siem-
pre que ocurre esto, decimos que por P
pasa un eje de simetria. En el ejemplo
propuesto, decimos que el eje es discreto,
debido a que existe un numero finito de
angulos para los cuales coinciden las figu-
ras S' y S. También existe el caso conti-
nuo; por ejemplo si S es una circunferen-
cia y el punto P es su centro, decimos que
por P pasa un eje continuo. Esto es, cual-
quiera sea el angulo a, S' coincide con S.

La extension al caso tridimensional es
inmediata. Los objetos son cuerpos en el
espacio y las rotaciones ocurren alrededor
de ejes que son rectas en el espacio. Como
en el caso bidimensional, aqui también
existen ejes de simetria discretos y conti-
nuos.

También existe la simetria traslacional.
Como ejemplo consideremos directamente
un caso tridimensional. Imaginemos una
hélice infinitamente larga (piense en el

Figura 3: Rotacion

L ome
/XA

Figura 4: Traslacién

“‘“-—.—.—""

filete de un tornillo, y luego suponga que
el mismo es infinitamente largo). Una tras-
lacidn paralela al eje de la hélice tal que la
longitud de la traslacién coincida con el
paso de la hélice, reproduce el mismo ob-
jeto. En este caso, decimos que la trasla-
cion es discreta porque los vectores invo-
lucrados forman un conjunto discreto.
También existe el caso continuo; por
ejemplo un cilindro infinitamente largo
con vectores de traslacién paralelos al eje.

Rotaciones y traslaciones de
distribuciones y campos.

Consideremos dos cuerpos rigidos idén-
ticos, y supongamos que poseen idénticas
distribuciones de carga firmemente soste-

®
® —©
Sistema 1
@
Sistema 2

Figura 5: Considerar que las cargas de
cada dipolo estan rigidamente sostenidas
por una varilla no conductora.
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nidas. Es decir que una distribucion

de carga y su estructura resistente
es una réplica exacta de la otra. Suponga-
mos ahora que un unico observador iner-
cial ve ambos cuerpos en reposo, de modo
que la posicion del segundo cuerpo (siste-
ma 2) puede pensarse como una rototrasla-
cion de la posicion del primero (sistema
1). Para fijar ideas, consideremos el caso
simple en que las distribuciones son dipo-
los eléctricos (Figura 5).

Supongamos ahora que queremos de-
terminar el campo electrostatico producido
por cada una de las distribuciones. Proce-
demos en forma idéntica en ambos casos;
comenzamos por situar el origen de coor-
denadas en el centro del dipolo; luego
orientamos el eje x a lo largo de la recta
que une las particulas, con el sentido posi-
tivo hacia la particula positiva. En estas
condiciones, el célculo es completamente
analogo en ambos casos. Si se quiere justi-
ficar, corresponderia decir que se debe a la
homogeneidad e isotropia del espacio.
Tales conceptos estdn intuitivamente
arraigados en el estudiante, aunque desco-
nozca tal terminologia. En prueba de esto
Gltimo observemos un ejemplo elocuente:
cuando el profesor dibuja un dipolo en el
pizarrén incluyendo la estructura de sus
lineas de campo, el estudiante lo copia en
su carpeta. En este proceso intuitivo podr-
ia argumentarse que la estructura dibujada
en el pizarron (plano vertical) esta rotada y
trasladada respecto de la carpeta (plano
horizontal). Pero tal detalle suele pasar
inadvertido, tanto para el profesor como
para el estudiante. Lo que ambos entienden
es que la estructura de lineas de campo
esta rigidamente anclada en la distribucion
de cargas (0 en la estructura resistente que
la sostiene).

Pero volvamos al analisis de nuestros
dipolos. Observemos que las lineas de
campo del dipolo 2 podrian obtenerse ro-
tando y trasladando las lineas del dipolo 1,
con la misma transformacion que vincula
las posiciones de los cuerpos (Figura 6).

Sistema 1 Sistema 2

Figura 6: Vista de las lineas de campo
electrostatico del sistema rotado y
trasladado.

En tal sentido, la rototraslacion del
campo del primer dipolo hasta alcanzar la
posicion y orientacidn del segundo, puede
reemplazar el célculo del campo del se-
gundo. En sintesis, lo que resulta relevante
en sentido practico es que el campo elec-
trostatico calculado para uno de los cuer-
pos, vale también para el otro. Una forma
de pensar intuitivamente en este proceso
consiste en suponer que el campo esta
"atado" a la distribucién y en consecuencia
"rota y se traslada" con ella®. En adelante,
y con vistas a interiorizarnos en el analisis
de simetrias, utilizaremos los conceptos de
"rotacion” y "traslacion"” en el sentido aqui
expuesto.

Simetria de distribuciones y campos

Supongamos ahora que cierta distribu-
cion de cargas posee un eje de simetria.
Entonces existird un angulo a tal que la
distribucion rotada coincidira con la origi-
nal. Aqui nos preguntamos, ¢Qué ocurrira
con el campo asociado a la distribucion?
Vemos que:

-al girar la distribucion, el campo gira
rigidamente con ella.

- como las dos posiciones de la distribu-
cién (original y rotada) coinciden, sus
campos también coinciden.

Entonces el campo tiene la misma si-
metria que la distribucién. En otras pala-
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bras, si cierta recta es un eje de simetria de
la distribucién, también es eje de simetria
del campo que ella produce.

Esta propiedad permite extraer conclu-
siones acerca del campo sin necesidad de
calcularlo, a partir de la simetria de la
distribucion de fuentes que le da origen.
Por ejemplo, si suponemos que una distri-
bucion de carga posee simetria esférica, se
puede probar que el campo electrostatico
que produce tendrd s6lo componente ra-
dial. Esta condicion de simetria puede ser
deducida de varias maneras, algunas com-
binan recursos geométricos y leyes fisicas,
y otras son netamente geométricas.

Examinemos tres formas posibles con-
siderando en todos los casos un punto P
genérico, donde tratamos de probar que la
componente no radial del campo elec-
trostatico es nula. Definimos un eje u que
pasa por el centro de simetria y el punto P.
Entonces probaremos en todos los casos
que la componente de E perpendicular a u
es nula.

Tres caminos para el andlisis de las si-
metrias

a) Utilizando la Ley de Coulomb y el
principio de superposicion

Consideremos dos elementos de carga
situados simétricamente a cada lado del
eje u (ver Figura 7a).

Las contribuciones en el punto P seran.

dE y dE  que, en virtud de la Ley de

Coulomb, tienen el mismo modulo

La construccién geométrica muestra que
las componentes perpendiculares al eje u
se cancelan. Siguiendo esta ldgica, todos
los elementos de la distribucion de carga
pueden organizarse en pares simétricos,
con lo que cabe concluir que no habra
componente perpendicular a u en el punto
P. Como P fue elegido arbitrariamente el
resultado puede extenderse a todos los
puntos del espacio.

b) Mediante el caracter conservativo
del campo electrostatico

Como el campo electrostatico es con-
servativo, cumple que su circulacién sobre
cualquier curva cerrada C es nula. Esto es:

§§CE.dT =0 (4)

Supongamos que existe cierta compo-
nente de E perpendicular al eje u en el
punto P (ver Figura 7b). Trazamos una
circunferencia que pase por P, cuyo centro
coincide con el centro de simetria y es
tangente a la componente mencionada. La
rotacion de la distribucion esférica alrede-
dor del eje de la circunferencia debe dejar
invariante el campo electrostatico, por lo
que la componente debe ser tangente a la
circunferencia en todos sus puntos.
Entonces, la integral del primer miembro
de la ecuacion (4) con los elementos de

longitud dI elegidos como indica la figu-
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di
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di
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Figura 7. Tres formas posibles de probar que la componente no
radial del campo electrostatico es nula

ra 7b, resultard estrictamente positiva en
clara contradiccidn con el segundo miem-
bro. Entonces la componente propuesta
no puede existir.

¢) Mediante consideraciones geométricas

Consideremos una rotacion alrededor del
eje u (ver Figura 7c) Si la componente
indicada existe, estd obligada a girar con
la distribucion. Pero un observador situa-
do en P no puede notar cambios en el
campo electrostatico por rotacién de la
distribucidn. Entonces tal componente no
puede existir.

Tratamiento matematico de las
geometrias mas sencillas

En este trabajo mostramos cdmo pueden
obtenerse las propiedades de simetria de
los campos, a partir de la simetria de la
distribucién de fuentes. La metodologia
que proponemos a tal fin, como hemos
visto, no es Unica, por lo que sdlo debe ser
considerada como alternativa. La misma
estd basada, en principio, en operaciones
de simetria estrictamente geométricas, que
se apoyan en un observador fisico como
recurso intuitivo.

Desde el punto de vista matematico, la
simetria surge cuando las soluciones de un

conjunto de ecuaciones permanecen inalte-
radas, a pesar de que alguna de las carac-
teristicas del sistema fisico que esas ecua-
ciones describen se haya alterado.

Por ejemplo, volviendo a la distribucion
de carga esféricamente simétrica, nos pre-
guntamos ¢si la distribucion gira cierto
angulo alrededor de un eje que pasa por su
centro, se modificard el campo electrosta-
tico que detecta un observador fijo? Ante
la evidente respuesta negativa, podemos
concluir que dicho campo no puede de-
pender de una coordenada angular que
describe el giro propuesto.

Estos razonamientos son muy Utiles,
méas alld de su aplicacion en las leyes de
Gauss y Ampere. Los mismos permiten la
reduccion de complejidad en muchisimos
casos, aln cuando se utilicen las leyes de
Coulomb o Biot — Savart. Ademés consti-
tuyen herramientas muy potentes en areas
mas avanzadas de la Fisica. (Valdés, 2011)

Antes de comenzar con el desarrollo
matematico de las ideas centrales, introdu-
cimos las notaciones que utilizaremos en
el mismo. Denotaremos por p(r") a la

densidad volumétrica de carga, y por
J(F) a la densidad de corriente. E(F) y

B(F) seran los campos electrostatico y de

induccién magnética respectivamente. El
vector T~ representa la posicion donde
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reside la fuente (punto fuente),

mientras que el vector r indica la
posicién donde se evalla el campo (punto
campo).

El resumen de contenidos siguiente,
responde a los casos méas frecuentemente
tratados en la bibliografia basica. En todos
los casos mostramos la simetria de la dis-
tribucién de fuentes y las propiedades del
campo que producen. Analizaremos las
siguientes situaciones:

a) Distribuciones de carga con simetria
esférica.
En la seccion “Simetria esférica en dis-

.__Za)_

Figura 8: a) Coordenadas esféricas. b) Coordenadas cilindricas

Gauss con superficies esféricas para la
determinacion del campo electrostatico.

b) Distribuciones de carga con simetria
cilindrica (aproximacién de sistemas infi-
nitamente largos).

Usando coordenadas cilindricas p, ¢, Z ,
figura 8 b, tenemos que si:

p(F)=p(r.¢.7) = p(p)
= E(F) = (r,4,2) =E ,(0) 5 (6)

c) Distribuciones de carga con simetria
plana (aproximacion sistemas infinitamen-
te extendidos en planos perpendiculares al
eje z).

tribuciones de carga” probaremos que es-
tas distribuciones presentan campos cen-
trales. Utilizando coordenadas esféricas r,
0y ¢, Figura 8 a, probaremos que si:

p(F)=p(r'.d.,4) = p(r)
= E(F) = (1.6,9) =E,(N)f (5)
donde se ha especificado en cada caso la
notacion compacta.

Veremos ademas que este resultado es
compatible con lineas de campo radiales,
que favorecen la utilizacion de la Ley de

sy
k
] 7 7
:’1/£ _*a.-a-*é} &
-~ i
P

(b)

En coordenadas cartesianas x, y, z te-
nemos:

p(f)=p(X,Y,2) = p(Z)
— E(F) = E(x,y,2) =E,(2)K (7)

d) Distribuciones de corriente con simetria
cilindrica (aproximacién sistemas infini-
tamente largos).

En coordenadas cilindricas p, ¢, z tene-
mos:

JF)=3(p#.7)=3,(p )k
= B(r)=B(p.4,2) =B, (0)d  (8)
y:
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J(F)=3(p' ¢, 7) =34 (p)D

= B(r) = B(p.4,2) = B,(p)k (9)

Con el fin de trabajar con la méxima
sencillez, en cada caso introduciremos un
prototipo elemental de cada distribucidn.
Por prototipo entendemos el objeto mas
sencillo posible que posee las propiedades
de simetria requeridas. Luego, cualquier
distribucién que pueda descomponerse
como una coleccién (discreta o continua)
de estos elementos, tendrd la misma si-
metria que cada uno de ellos®. Entonces, la
construccion de un "modelo" con cierta
simetria consiste en la unidn de objetos
elementales, y el campo total producido
serd la suma vectorial de todas las contri-
buciones. Dicho campo resultante tendra
las mismas propiedades de simetria que el
prototipo.

Esta consecuencia del principio de su-
perposicién suele ser muy atil al momento
de evaluar la simetria del campo producido
por una distribucion, en vistas a la utiliza-
cién de leyes tales como la de Gauss o
Ampere. Tal propiedad puede sintetizarse
como sigue: el campo producido por una
distribucién de fuentes posee la misma
simetria que el prototipo elemental corres-
pondiente a dicha distribucion.

Simetria esférica en distribuciones
de carga.

El prototipo mas simple de una distribu-
cion de carga con simetria esférica es un
casquete de radio r' y espesor desprecia-
ble, que aloja una carga Q uniformemente
distribuida. Ahora cabe hacerse la siguien-
te pregunta, ;Qué podemos inferir acerca
de la geometria del campo electrostatico a
partir de la simetria esférica? Para contes-
tarnos esta pregunta procedemos de la
siguiente manera. En primer lugar elegi-
mos un sistema de coordenadas esféricas,

PAOLA - BAADE - PRODANOFF

cuyo origen coincide con el centro del
casquete. Luego elegimos un punto arbi-
trario del espacio, que puede ser tanto
interior como exterior al casquete. Sin
pérdida de generalidad, podemos imaginar
el punto en el plano del papel (Figura 9).
En dicho punto, la forma méas general que
podria requerir la descripcién del campo
es:

E, =E, (1,0,¢)
E, = Ea(r’e,@ (10)
E¢ = E¢(r,t9,¢)

donde r, 8y ¢ representan las coordenadas
esféricas habituales, y E;, Eg y E, son las
componentes esféricas del hipotético cam-
po electrostatico. Ahora estamos en condi-
ciones de aplicar criterios de simetria.

Cada paso sera identificado con un
namero para reconocerlo luego en un es-
que-

Figura 9. Prototipo de fuentes
escalares con simetria esférica
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ma general.

En todos los pasos imaginamos un de-
tector situado en el punto de observacion
sensible a cualquier variacion del campo
electrostatico.

1) si el casquete gira un angulo arbitrario
alrededor del eje z, el detector no observa
cambios. Entonces las componentes del
campo no pueden depender de la coorde-
nada ¢.

2) si el casquete gira un angulo arbitrario
alrededor del eje x, el detector no observa

E, =E(r,0,¢) E, =E.(r,0)
E, —E,(1,0,4)| —» | E, = E,(r,0)
E, =E,(r.6,) E, =E,(r.0)
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cambios. Entonces las componentes del
campo no pueden depender de la coorde-
nada 0.

3) si el casquete gira un angulo arbitrario
alrededor del eje u, el detector no observa
cambios. Pero si existiera una componente
perpendicular al eje u, ella deberia girar
alrededor del eje u, y dicho cambio seria
registrado por el detector. Entonces no
pueden existir las componentes Ey y E¢.

En el esquema 1 se muestra la secuencia
de conclusiones.

E =E() E, =E(r)
Paso 2 Paso 3
—— |E,=E,(r) |—>» | E, =0

E, =E,(r) E,=0

Esquema 1. Secuencia en el proceso de andlisis de simetria esférica
de distribuciones de carga

Entonces concluimos que el campo
electrostatico producido por el casquete
es un campo central, es decir que sélo
tiene componente radial y la misma sélo
depende de la coordenada radial:

E(F) =E,(r)f (11)

Es conveniente enfatizar aqui, que, aun-
que hayamos elegido el punto de observa-
cion fuera del casquete, el analisis es vali-
do en todas partes, incluyendo naturalmen-
te la regidn interior. Esto es asi en virtud
de no haber utilizado en los razonamien-
tos, argumentos dependientes de la locali-
zacion del punto de observacion.

Ahora estamos en condiciones de apli-
car la Ley de Gauss

ﬁ E.dS = ﬁ(lz)
S 80

donde S es una superficie cerrada, dS
representa los vectores normales exterio-
res asociados a cada elemento de superfi-
cie, y Qs es la carga neta alojada en la

region interior a la superficie S. La super-
ficie S que permite la resolucion es una
esfera de radio r concéntrica con el cas-
quete, entonces tenemos que:

dS =dS 7 (13)

con lo que el primer miembro de la ecua-
cion (12) puede tratarse como sigue:

ﬁs E.dS = ﬁs E, (r)f.dSf =
= Er(r)f.fﬁsds = 47r°E, (r) (14)

El segundo miembro de la ecuacion (12)
debe evaluarse segun corresponda para
puntos interiores o exteriores. Asi con-
cluimos que:

47 IE (1) =0 si rer'
(15)
4r rzEr(r):9 si r>r'
)
Entonces:
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0 si r<r
E(r) = L si r>r
bre,r’
(16)

El andlisis se completa observando el
resultado (11)

0 si r<r

E(r) = _Q 5 si r>rt?)

47rgor2

Cualquier objeto cuya distribucién de
carga pueda considerarse como una colec-
cion de casquetes esféricos concéntricos
uniformemente cargados, puede ser tratado
en virtud del principio de superposicion.

El célculo de campos, aplicando Gauss
para distintas simetrias, sigue un desarro-
llo similar al tratado aqui. En el texto s6lo
se resalta, en cada caso, la correcta elec-
cion de las superficies de integracion.

Simetria cilindrica en distribuciones
de carga.

El objeto genérico elemental para esta
simetria es un casquete cilindrico de radio
p', longitud infinita y espesor despreciable,
sobre el cual se distribuye uniformemente
una carga eléctrica cuya densidad superfi-
cial es o. Para analizar la simetria del
campo situamos el origen de coordenadas
en el eje del casquete.

z

r

L

|
|
|
F

|
|
|
|
|
I
Xe i
|
|
|
|
|
|

Figura 10. Prototipo de fuentes
escalares con simetria cilindrica

Elegimos coordenadas cilindricas p, ¢ y Z,
tal que el eje z coincida con el eje del cas-
quete.

Sin pérdida de generalidad, elegimos un
punto P situado en el plano del papel (Fi-
gura 10).

En dicho punto, las formas mas genera-
les posibles para las componentes del
campo electrostatico seran:

E,=E,(p.¢,2)
E¢ = E¢ (p.¢,2) (18)
E,=E,(p.¢.2)

Para encontrar la simetria del campo
realizamos las siguientes consideraciones
geométricas:

1)si el casquete se traslada una distancia
arbitraria a lo largo del eje z, el detector
no observa cambios. Entonces las compo-
nentes del campo no pueden depender de
la coordenada z.

2)si el casquete gira un angulo arbitrario
alrededor del eje z, el detector no observa
cambios. Entonces las componentes del
campo no pueden depender de la coorde-
nada ¢.

3)si el casquete gira un angulo 7w alrededor
del eje y, el detector no observa cambios.
Pero si existiera una componente perpen-
dicular al eje y, ella deberia girar alrede-
dor del eje y, y dicho cambio seria regis-
trado por el detector. Entonces no pueden
existir las componentes E, y E,.
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La secuencia puede resumirse
como se muestra en el esquema 2.
Entonces concluimos que el campo elec-
trostatico es de la forma:

E(F)=E,(p)  (19)

La superficie S que permite la resolu-
cidén, aplicando Gauss, es un cilindro de
radio p coaxial con el casquete y con bases
planas perpendiculares al eje.

Simetria plana en distribuciones
de carga.

El objeto elemental en esta simetria lo
constituye una lamina infinitamente exten-
dida de espesor despreciable, sobre la que
reside carga eléctrica de densidad superfi-

E,=E, (0.¢,2) Daco 1 E,=E (0,9)
E¢ = E¢(p,¢, )| —» E¢ = E¢(p,¢)
E,=E,(p0,¢,2) E, =E,(0,9)
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cial uniforme o. Para tratar la simetria del
campo, situamos el origen de coordenadas
en un punto exterior a la lamina eligiendo
coordenadas cartesianas X, y, z de modo
que el eje x sea perpendicular a la lamina
(Figura 11).

Elegimos un punto P arbitrario que, sin
pérdida de generalidad, lo situamos en el
plano del papel.

Entonces las componentes del campo en
sus formas més generales seran:

E,=E,(X,y,2)
E, =E,(XY,2)(20)
E, =E,(x,Y,2)
Paso 2 Paso 3
— | E,=E,(p)| —>»| E; =0
E, =E,(p) E, =0

Esquema 2. Secuencia en el proceso de andlisis de simetria cilindrica
de distribuciones de carga

y
L
z
X
£, E

Figura 11. Prototipo de fuentes
escalares con simetria plana

Para determinar la simetria del campo
realizamos las siguientes consideraciones
geométricas:

1) si la lamina se traslada una distancia
arbitraria a lo largo del eje z, el detector
no observa cambios. Entonces las compo-
nentes del campo no pueden depender de
la coordenada z.

2) si la lamina se traslada una distancia
arbitraria a lo largo del eje y, el detector
no observa cambios. Entonces las compo-
nentes del campo no pueden depender de
la coordenada y.

3) si la lamina gira un angulo arbitrario
alrededor del eje x, el detector no observa
cambios. Pero si existiera una componente
perpendicular al eje x, ella deberia girar
alrededor del eje x, y dicho cambio seria
registrado por el detector. Entonces no
pueden existir las componentes Ey y E,. La
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secuencia se resume en el esquema
3.

Entonces concluimos que el campo elec-
trostatico es de la forma:

E,=E(X,Y,2) E, =E.(xY)
Paso 1

E,=E,(xy.2)| — | E,=E, (x,y)

EZ = EZ (X’ y’ Z) EZ = EZ (X’ y)

E(F)=E, (x)i(21)

La superficie S que permite la resolu-
cion, aplicando Gauss, es un cilindro con
el eje paralelo al eje x y bases paralelas al
plano.

Simetria cilindrica en distribuciones
de corrientes axiales.

El objeto elemental para este caso tiene
la misma geometria que el correspondiente
al caso de distribuciones de carga con si-
metria cilindrica (casquete cilindrico de
radio p'). Supongamos que sobre él circula
una corriente estacionaria y uniformemen-
te distribuida de densidad superficial K en
direccion paralela al eje del casquete defi-
nida como una corriente por una unidad de
longitud perpendicular a la direccion de
circulacién. Para analizar la simetria del
campo situamos el origen en un punto del
eje del casquete y proponemos coordena-
das cilindricas p, ¢ y z, con el eje z coin-
cidente con el eje del casquete.

Sin pérdida de generalidad elegimos un
punto P arbitrario situado sobre el plano
del papel (Figura 12). La forma méas gene-
ral posible para el campo magnético en P
sera:

B,=B,(p.¢.2)
B, =B,(p.¢,2) (22)
B, =B,(p.¢,2)
E, =E,(X) E, =E(X)
5 B B0 | =25 | B0
E,=E,(x) E, =0

Esquema 3. Secuencia en el proceso de andlisis de simetria plana
en distribuciones de carga

Para determinar la simetria del campo

realizamos las siguientes consideraciones
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-
Xe » >V
B{g, Bp

T___
I
f
_____________b_

Figura 12. Prototipo de fuentes vecto-
riales axiales con simetria cilindrica

geomeétricas:

1) si el casquete se traslada una distancia
arbitraria a lo largo del eje z, el detector
no observa cambios. Entonces las compo-
nentes del campo no pueden depender de
la coordenada z.

2) si el casquete gira un angulo arbitrario
¢ alrededor del eje z el detector no observa
cambios. Entonces las componentes del
campo no pueden depender de la coorde-
nada ¢.

3) En este punto necesitamos de un recur-
so fisico que puede obtenerse por simple
observacién de la Ley de Biot-Savart.

B,=B,(p,¢,2)| Paso1

am=iiﬁ%‘”r)xr‘fdwn)

F-r |r-T

Si la densidad de corriente J(F) se invier-
te sobre todo el dominio V, entonces el

campo magnético B(F) se invierte en todo

el espacio. Teniendo en cuenta esta pro
piedad, giramos el casquete un angulo =
alrededor de un eje que pasa por P y es
perpendicular al eje z. La distribucién de
corrientes se invierte pero la componente
Bp no, por lo tanto la componente Bp no
puede existir.

4) Reconociendo que el vector J es para-
lelo al eje z en toda la distribucidn, obser-
vemos nuevamente la Ley de Biot-Savart.
Observando el producto vectorial se con-
cluye que el campo no puede tener compo-
nente B,.

La secuencia puede resumirse como
muestra el esquema 4.

Concluimos, entonces, que el campo
magnético para distribuciones con esta
simetria es de la forma:

B(F) = B, (n)® (24)

En este caso las curvas de integracion que
respetan la simetria, son circunferencias
concéntricas con el casquete.

Paso 2

B, =B,(p.4.2) -L B,=B,(0.¢9)
Bz = Bz(p’¢’z)

B¢ = B¢(p,¢)
BZ:BZ(p’¢) _L

B,=B, (0) |Pasos

B, =B _

¢ ¢(p) _LBP_O Paso 4

5.2.00) [H g, =800 [ —
B¢:B¢(,0)
B,=0

Esquema 4. Secuencia en el proceso de andlisis de simetrias cilindricas

en distribuciones

de corrientes axiales
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Simetria cilindrica en distribucio-
nes
de corriente azimutales

La figura 13 muesta un esquema de esta
distribucion.

En esta geometria se repiten todas las con-
diciones y elecciones propuestas en la seccién

z
I, |

12| i
o
|x.—¢3 y
Tk

I B 5

I |

| |

I l

Figura 13.Prototipo de fuentes vectoriales
azimutales con simetria cilindrica

anterior.

La Unica diferencia consiste en suponer que
la densidad superficial de corriente K esta
orientada en cada punto del casquete paralela

al versor @, manteniendo su modulo cons-
tante.

La forma més general del campo y los tres
primeros pasos del andlisis de simetria son los

B,=B,(p,¢,2)| Paso1

Paso 2

mismos que en la seccidn anterior, por lo que
aqui solo discutiremos el paso 4.

En este punto nos remitiremos a la Ley de
Ampere:

§CB.d| = 11, i@SJ dS (25)
donde C es cualquier curva cerrada y S una
superficie limitada por ella.
Elegimos como C a la circunferencia con
centro en el eje z, contenida en un plano
perpendicular a dicho eje y que pase por el
punto P. Luego, la superficie S puede ele-
girse como el circulo contorneado por C.
Entonces, la superficie S no es atravesa-
da por corrientes, por lo que el segundo
miembro de la Ley de Ampere resulta nu-
lo. Por otra parte, dado que B¢ s6lo de-
pende de p, tendrd modulo y orientacidn
constantes sobre C, por lo que la Unica
posibilidad de anulacién de la integral del
primer miembro es que se anule la compo-
nente B¢. Entonces B¢ debe ser nula. La
secuencia se resume en el esquema 5.
Entonces podemos concluir que el campo
magnético es de la forma:

B(F) = B, (p)k (24)

B, =B,(p.4.2) ‘L B, =B,(0.¢9)
B, =B,(p.4.2)

B¢ = B¢(p:¢)
B, =B,(p.¢) _L

B,=B,(0)
B¢ = B¢ 2)

Paso 3

Paso 4

B, = B,(p)
B, =B,( )_L B,=0
z zp B¢=O
B, =B,(p)

‘L B, =0
B¢ = B¢(p

Esquema 5. Secuencia en el proceso de andlisis de simetrias cilindricas
en distribuciones de corrientes azimutales
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Discusion y Perspectivas.

. . . a) Las conclusiones obtenidas para los pro-
En :aste trabajo se plresentan Ilréelamlentgs blemas electrostaticos con distintas simetrias
generales para tratar algunos problemas de ¢, |3 gistribucion de carga son vélidas para

simetria inhgrt_entes a los campos electros'gético cualquier campo con fuentes escalares. Como
y magnetostatico. Se ha visto que, conociendo  giemplo podemos citar el campo gravitatorio,
la simetria de ciertas distribuciones de cargas  ¢,yas fuentes son las masas gravitatorias, y el
y corrientes, es posible inferir la simetria de campo de excitacion magnética producido por

los campos asomadr(])s a dlcfhasddlstrlbudc:lones. imanes permanentes, que admiten ser tratados
Aunque noso_t(;og femoT Ud” amen(;a :) COI” a partir de fuentes escalares conocidas como
cierta rigurosidad formal cada una de las al- 0105 magnéticos.

ternativas de simetria mas simples, nuestra b) Las conclusiones obtenidas para campos
intencion no es complejizar aspectos matema-  yagnetostaticos a partir de la simetria de la
ticos. Los recursos propuestos no requieren un - gistripycion de corrientes pueden extenderse a
procedimiento matematico formal cada vez  ,qjquier campo producido por fuentes vecto-
que se los utiliza. Por el contrario, lo que pre-  rjales. por ejemplo el potencial vector (de uso
tendemos es instalar nuevas herramientas en  papitia) en electromagnetismo), cuyas fuentes
el terreno de la intuicion y la creatividad, con  yectoriales son las corrientes eléctricas.

el fin de multiplicar la capacidad operativa Nuestras intenciones con vistas a futuros

con rapidez y eficacia. _ trabajos incluyen la extension de las técnicas

En realidad, el contenido de este trabajo  rqn estas a sistemas con simetrias més com-
puede extenderse a situaciones fisicas muy  pjicadas. Hasta el momento hemos trabajado
diversas, de las que la electrostatica y la mag-  ¢n |4 simetria del toroide y en la familia de
netostatica ~ constituyen ejemplos sencillos  gjstemas topolégicamente equivalentes. Estos

(acaso los mas trillados). Tal vez las extensio-  eqItados seran reportados a la brevedad.
nes mas inmediatas sean las siguientes:

Notas:

L En cierto sentido mas general, se dice que la divergencia de un campo vectorial es propor-
cional a la densidad de fuentes escalares del mismo. Analogamente el rotor ser& proporcional

a la densidad de fuentes vectoriales. Asi tendremos que, ademas de las fuentes p y J, las

variaciones temporales de E y B también pueden considerarse “fuentes vectoriales”, aun-
que de naturaleza no estacionaria

2 Nétese que este procedimiento no es necesariamente una rototraslacion real o fisica, sino
que también puede utilizarse como una forma de economizar el pensamiento. A veces, la
rototraslacién ocurre en nuestra mente, y es equivalente a un procedimiento matematico que,
a menudo, no sera necesario resolver. Aqui resulta oportuno explicar que procesos fisicos de
rotacion o traslacidn podrian tener efectos diferentes en la fisica de altas velocidades o para
observadores lejanos. En tal caso, para que nuestro analisis sea correcto, debiéramos imponer
la condicidn de que la rotacidn o la traslacion sean cuasiestaticas.

3 por supuesto que cada uno de los objetos elementales que forman las colecciones mencionadas de-
ben poseer la misma posicidn y orientacion caracteristicas. Por ejemplo si se trata de elementos esféri-
cos, deben ser concéntricos; mientras que si fueran cilindricos, deben ser coaxiales.
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