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Resumen

El objetivo del presente trabajo es obtener una visidn global sobre la problematica de la ensefianza de la relatividad restringida de
Einstein desde la perspectiva del pensamiento del profesorado y de las propuestas didacticas para su ensefianza. La informacion
se ha obtenido de las bases de datos Web of Science, Scopus, Educational Resources Information Center y Google Scholar. Se ha
seleccionado en funciéon de su fiabilidad y validez, su rigor metodoldgico y el cumplimiento de los criterios de calidad cientifica
buscada, teniendo en cuenta los indices de valoracion de las revistas cientificas Journal Citation Reports (JCR), Scimago Journal
Rank (SJR) e indice Compuesto de Difusion Secundaria (ICDS). En este estudio se ha puesto de manifiesto el pensamiento del pro-
fesorado, asi como las propuestas didacticas para la ensefianza de la teoria de la relatividad restringida de Einstein. Forma parte
del marco tedrico de la investigacidn de tesis de doctorado del primer firmante, en la que se disefid, implementd y evalué una
propuesta de ensefianza basada en la geometria de Minkowski, para estudiantes de Bachillerato (17-18 afios).

Palabras clave: Relatividad restringida de Einstein; Geometria de Minkowski; Pensamiento del profesorado; Propuestas de ense-
fianza; Revisidn bibliografica.

Abstract

The objective of the present work is to obtain a global vision on the problem of the teaching of Einstein's special relativity from the
perspective of the teachers' thinking and the didactic proposals for its teaching. The information has been obtained from the Web
of Science, Scopus, Educational Resources Information Center and Google Scholar databases. It has been selected based on its
reliability and validity, its methodological rigor and compliance with the desired criteria of scientific quality, taking into account the
evaluation indexes Journal Citation Reports (JCR), Scimago Journal Rank (SJR) and Secondary Diffusion Compound Index (ICDS). To
facilitate the analysis of the information, it was classified into two categories: teachers' thinking and difficulties about Einstein's
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RRT, and didactic proposals for teaching Einstein's RRT. The conclusions have revealed the thinking of the teachers as well as the
didactic proposals for the teaching of Einstein's theory of special relativity. It is part of the theoretical framework of the first signer's
doctoral thesis research, in which a teaching proposal based on Minkowski geometry was designed, implemented and evaluated
for high school students (17-18 years old).

Keywords: Einstein's special relativity; Geometry of Minkowski; Teachers’ thinking; Teaching proposals; Bibliographic review.

I. INTRODUCCION

La teoria de la relatividad restringida de Einstein (en lo sucesivo, TRR), ademas de su relevancia en el ambito cientifico,
entrafia un conocimiento de la fisica necesario para comprender diferentes aspectos de las producciones culturales
del siglo XX. La notabilidad del tema se traslada al curriculo de educacidn de niveles preuniversitarios en el ambito
internacional. Asi, por ejemplo, en Stadermann, Berg y Goedhart (2019, apéndice A, tabla VII) se puede acceder a
informacidn curricular en la que se puede consultar el interés que suscita la TRR en varios paises de Europa, Australia
y Canadd y cdmo se propone su ensefianza en el Ultimo curso de secundaria superior. Del mismo modo, en Argentina,
dicho interés se contempla en el tltimo curso del ciclo superior de educacién secundaria de la orientacion de Ciencias
Naturales, en el marco de la Fisica (DGCyE, 2010, p. 125), y, en Espafia, en la asignatura de Fisica de segundo y ultimo
curso de bachillerato (BOE, 2015, n2. 3, p. 272).

La TRR, al igual que la fisica moderna en su conjunto, ofrece un activo campo de investigacién didactica tanto por
la relevancia de sus contenidos como por el caracter contraintuitivo de gran parte de sus resultados, lo que supone un
interesante problema didactico.

Para profundizar en esta problematica, hemos formulado las siguientes preguntas de investigacidn cuya solucion
nos parece fundamental para el conocimiento de las principales dificultades y aportaciones para el aprendizaje y en-
sefianza de la TRR: ¢Cudl es la forma de pensar del alumnado cuando utiliza la TRR para explicar hechos y fendmenos?
¢Cudl es el pensamiento del profesorado cuando explica la TRR a sus alumnas y alumnos? ¢ Qué propuestas didacticas
se han disefiado y aplicado para la ensefianza y el aprendizaje de la TRR?

Para contestar dichas cuestiones se ha procedido a una exhaustiva revisidn bibliografica que ha permitido estable-
cer el estado de la cuestidn sobre el aprendizaje y la enseifanza de la TRR. La primera de ellas ha sido abordada en un
trabajo precedente (Prado, Dominguez-Castifieiras, Area, Paredes y Mira, 2020) y las otras dos constituyen el objetivo
de este articulo: proporcionar, a la luz de investigaciones anteriores, una perspectiva global sobre la problematica de
la ensefianza de la TRR desde la que se contemplan las formas de pensar del profesorado, asi como las propuestas
didacticas para su ensefianza.

Este trabajo forma parte del marco tedrico de la investigacion de tesis de doctorado del primero de los firmantes
(Prado, 2010, 2012), mediante la que se disefid, aplicd y evaludé una propuesta didactica, basada en la formulacién
geométrica de Minkowski (2012), para la ensefianza de la relatividad restringida de Einstein (Naber, 2012). Dicha pro-
puesta se investigd con estudiantes de Ultimo curso de bachillerato (17-18 afios).

Consideramos que esta revision bibliogréfica constituye un instrumento eficaz para ayudar al profesorado a fun-
damentar su accidén en el aula; a los investigadores en didactica de las ciencias experimentales, para el disefio, aplica-
cién y evaluacidon de propuestas de ensefianza sobre el tema; a ambos destinatarios, para seguir investigando,
innovando y ensefiando a partir del conocimiento elaborado con anterioridad, por el ahorro de tiempo y esfuerzo que
supone. Por ultimo, pero no menos importante, para contribuir a la alfabetizacion cientifica de la poblacion.

Este trabajo puede enmarcarse en las siguientes lineas de investigacidn: Desarrollo del pensamiento cientifico, y
Disefio, implementacién y evaluacidn de propuestas de ensefianza que utilizan la geometria de Minkowski.

En el apartado de implicaciones, se desarrolla una actividad ilustrativa de cdmo se puede plantear de forma grafica
y responder geométricamente la pregunta formulada por Einstein (1905): ¢Depende la inercia de un cuerpo de su
cantidad de energia?

Il. METODO

Para la seleccidn de la bibliografia analizada se han utilizado las bases de datos y se han establecido los criterios que
se indican a continuacién.
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A. Recuperacion de la informacion. Fuentes documentales

La busqueda de la literatura se ha realizado consultando las bases de datos Web of Science, Scopus, Educational Re-
sources Information Center y Google Scholar. Estan especializadas en ciencias humanas y sociales y contienen amplia
informacidn sobre revistas y recursos relacionados con la educacién.

En el cuadro 1, se recoge un resumen de las revistas consultadas, el nimero de referencias por revista y el periodo
de tiempo revisado (décadas), correspondientes a la investigacion de tesis de doctorado citada (1960-2011) y actuali-
zadas hasta 2020. En la parte superior, resaltado en negro, se muestran las revistas revisadas en inglés, asi como el
numero de referencias correspondientes a cada una de ellas, y las monografias consultadas. En el apartado “otras”,
para no complicar el cuadro, se agrupan las revistas en las que el nUmero de referencias recogidas fue menos signifi-
cativo. En el centro de la figura, a la izquierda, se representan, en blanco con borde negro, las revistas revisadas en
espafiol y, a la derecha, el nGmero total de referencias recogidas (370). En la parte inferior, se muestran las frecuencias
de las referencias seleccionadas, en negro las escritas en inglés y en blanco las redactadas en castellano, distribuidas
segln las décadas revisadas.

Para la revisidn se han utilizado las siguientes palabras clave: Ensefianza de las Ciencias; Relatividad restringida de
Einstein; Geometria de Minkowski; Dificultades de aprendizaje; Dificultades de ensefianza; Propuestas de ensefianza
(Science Education; Einstein's special relativity; Geometry of Minkowski; Learning difficulties; Teaching difficulties;
Teaching proposals).

Para la elaboracidn de este trabajo, se han seleccionado las referencias mas representativas del tema abordado.

American Journal of Physics PhEd PhTch IJPE ofras monogr.

Referencias en inglés

Ensefianza de Otras  mono- el 370 \
las Ciencias revistas grafias / \‘
| referencias |
44 25 25 \ /’
\en total
Referencias en castellano S

ﬂnﬂﬂﬁl%l

1960 - 1970 - 1980 - 1990 - 2000 - 2010 -
[ 1 [. 1 [: »

CUADRO 1. Revistas consultadas, referencias por revista y periodo de tiempo revisado en décadas (de Prado, 2012).
B. Andlisis de la fiabilidad y validez de la informacion. Criterios de seleccion

o E/ objetivo de la revision: Obtener una vision global sobre la problematica de la ensefianza de la relatividad restrin-
gida de Einstein desde la perspectiva del pensamiento del profesorado y de las propuestas didacticas para su ense-
fanza.

e La fiabilidad y validez de los articulos: Se ha tenido en cuenta su rigor metodoldgico y si cumplen los criterios de
calidad cientifica buscada. Para ello se han utilizado los indices de valoracién de las revistas cientificas, Journal Cita-
tion Reports (JCR), Scimago Journal Rank (SIR) e Indice Compuesto de Difusién Secundaria (1CDS).

C. Sistematizacion de la informacion. Resultados y discusion

Para sistematizar los resultados, realizar el andlisis y formular las implicaciones en la ensefianza, se ha categorizado la
informacion disponible. Sefialaremos que, aunque las categorias resultantes se han inferido de los trabajos de investi-
gacidn revisados, se reformularon y agruparon de modo que nos permitieran extraer las dificultades de ensefianza y
las propuestas didacticas encontradas en los contextos de habla espafiola e inglesa.

Como se ha indicado, el objetivo de esta investigacidn es analizar, mediante la bibliografia seleccionada, las formas
de pensar del profesorado sobre la TRR asi como las propuestas didacticas para su ensefianza. En consecuencia, se
han establecido las siguientes categorias para organizar el analisis de la informacién: Pensamiento y dificultades del
profesorado acerca de la TRR de Einstein; Propuestas diddacticas para la ensefianza de la TRR de Einstein.
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ll. PENSAMIENTO Y DIFICULTADES DEL PROFESORADO ACERCA DE LA TRR DE EINSTEIN

Se han revisado las dificultades que encuentra el profesorado para ensefiar la TRR. El objetivo es verificar si la com-
plejidad de los conceptos implicados puede inducir ideas alternativas no deseables, tanto desde la perspectiva cienti-
fica como desde la propia didactica. Numerosos autores abordaron este tema durante la segunda mitad del siglo XX y
en este contexto Alemafi (1997) puso de manifiesto que el profesorado trabajaba con ideas como:

- Que la ecuacién de Einstein, E = mc?, solo es Util para transformar unidades de masa en energia o viceversa. El
cuadrado de la velocidad de la luz seria un factor de conversién analogo a la densidad. Esta interpretacién oscurece la
universalidad de la equivalencia entre masa y energia frente al caracter particular de las relaciones de densidad.

- Que un cuerpo acelerado nunca alcanza la velocidad de la luz porque la masa relativista crece con la velocidad.
Concepcidn que se relaciona con la anterior.

- Que en la relatividad los conceptos de sistema de referencia, sistema de coordenadas y observador, son comple-
tamente equivalentes. Aunque estos estan estrechamente relacionados, la nocién de sistema de referencia (SR) es
esencial para el tratamiento de la relatividad. Sin embargo, contrariamente a esta forma de pensar, un mismo SR
puede admitir diversos sistemas de coordenadas y no todos los SR tienen por qué contener un observador.

- Que la relatividad nacié como resultado de la insatisfaccién causada por los resultados negativos de Michelson y
Morley al tratar de detectar el movimiento absoluto con respecto al éter. Sin embargo, Einstein afirmd, aunque cono-
cia el citado experimento, que tuvo poca o ninguna influencia en el desarrollo de su teoria de la relatividad (Pais,
2005).

- Que la TRR trata los procesos en condiciones extremas de velocidad o energia. Por lo tanto, seria mejor prescindir
de ella debido a sus complicaciones tedricas y su alejamiento de la vida cotidiana. Contra este tipo de argumento,
debe sefialarse que los efectos relativistas tienen aplicaciones y resultados practicos y tangibles.

- Que realizaban aplicaciones inapropiadas de los conceptos de sistema de referencia y evento, incluso en el marco
de la cinematica clasica.

Por otra parte, Mermin (1994) sefiala el error de algunos profesores que conceden a la transformacion matricial
de Lorentz un papel esencial para la ensefianza de la teoria de la relatividad, y argumenta que a ningun profesor se le
ocurriria, por ejemplo, introducir matrices ortogonales como punto de partida para explicar el concepto de rotacion
espacial.

Ademas, Baierlein (2006) aborddé dos “mitos” o errores comunes en la ensefianza de la TRR. El primero es la pre-
sentacion de la transformacién de Galileo como una especie de limite de baja velocidad para la transformacién de
Lorentz, lo que puede generar confusion. El segundo es la existencia de dos enfoques diferentes para la invariabilidad
de la velocidad de la luz, el primero relacionado con el movimiento de la fuente y el segundo asociado con el movi-
miento del observador. Estas concepciones podrian provocar la desorientacidn de los estudiantes si no se analiza la
relacion existente entre ellas.

Pérez y Solbes (2006) detectaron varias estrategias que consideran inadecuadas para la ensefianza de la TRR. Entre
las mas comunes se pueden citar:

- Introducir el tema con el experimento crucial de Michelson-Morley, pues este enfoque empirista oscurece el
caracter esencialmente ontoldgico de la TRR.

- Enfocar el desarrollo de la relatividad en la brillante creacion de un solo hombre, Einstein, ignorando la naturaleza
colectiva del avance cientifico.

- Omitir o, por el contrario, exagerar, el cambio de los paradigmas fisicos.

De Ambrosis y Levrini (2010) determinaron que las dificultades se pueden identificar y abordar en las etapas ini-
ciales, cuando el profesorado se acerca a la propuesta y disefia sus propios caminos didacticos. Por su parte, Sezgin
(2011) verificé que el profesorado en formacion inicial tiene dificultades especificas y considerables con respecto a
conceptos como los de tiempo propio, dilatacion del tiempo, masa y densidad relativista.

De Hosson y otros (2010) encontraron una profunda falta de comprensién de los conceptos de sistema de refe-
rencia y evento dentro de un grupo de futuros profesores de fisica, quienes piensan que los eventos pueden ser si-
multaneos para un observador pero no simultdneos para otro, incluso cuando ambos estan en el mismo SR. En la
misma linea, De Hosson y Kermen (2012) sefialan que los futuros profesores creen que el orden en que se perciben
dos eventos determina el orden de sucesion de cuando ocurren. Segun Turgut, Gurbuz, Salar y Toman (2013) la ma-
yoria de los candidatos a un puesto de profesor de fisica de grado, tuvieron dificultades con la relatividad del tiempo
y con los sistemas de referencia y pocos reconocieron la velocidad de la luz como una velocidad limite que ningun otro
objeto puede alcanzar.

www.revistas.unc.edu.ar/index.php/revistaEF
REVISTA DE ENSENANZA DE LA FisICA, Vol. 32, no. 1 (2020) 110



Ensefianza de la teoria de la relatividad restringida

Yavas y Kizilcik (2016) intentaron descubrir la razén por la que el profesorado de fisica en formacién inicial tenia
dificultades con la TRR. Afirman que los problemas con el formalismo matematico, la determinacién del marco de
referencia y la transicion de la mecanica newtoniana a la relativista dificultaron el proceso de aprendizaje.

IV. PROPUESTAS DIDACTICAS PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD RESTRINGIDA

En esta seccidn, se analizan las propuestas de ensefianza que se han presentado en la literatura sobre el tema, segun
el objetivo didactico al que dedican mayor atencion. De este modo, se han establecido las siguientes categorias: pro-
puestas de cambio conceptual; propuestas de divulgacidn; animaciones; visualizacidn sin calculo; propuestas de natu-
raleza geométrica; y propuestas basadas en la geometria del espaciotiempo de Minkowski.

A. Propuestas de cambio conceptual

En este apartado se discuten las propuestas de ensefianza que centran su atencidn en las dificultades didacticas rela-
cionadas con los conceptos relativistas y proponen estrategias genéricas para lograr el cambio conceptual.

Gil y Solbes (1993) proponen un modelo educativo constructivista para introducir la mecdnica relativista a partir
de la mecanica de Newton. Villani y Arruda (1998) proponen una ensefianza de la TRR por cambio conceptual otor-
gando un papel esencial a |a historia de la ciencia, asi como De Ambrosis y Levrini (2010) al analizar la forma de ensefiar
el concepto relativista del tiempo propio. Levrini (2002) expone el cardcter absoluto del espaciotiempo y discute algu-
nas implicaciones para la ensefianza, en particular sugiere un enfoque centrado en proponer al alumnado preguntas
simples de contenido histdrico-epistemoldgico, como “équé es el espacio?”.

Arriassecq y Greca (2007) establecieron una serie de categorias y subcategorias conceptuales para la ensefianza
de la TRR, analizando también el concepto de tiempo como cambio, la contraposicién entre el tiempo absoluto y el
tiempo relativo y la distincién entre un observador (que mide las magnitudes fisicas) y un espectador (que recibe
sefiales de luz y construye imagenes de los eventos). Asimismo Arriassecq y Greca (2012) elaboraron una propuesta
didactica con un enfoque de tipo epistemoldgico e histérico que demostro ser ventajosa frente a la ensefianza tradi-
cional basada en los libros de texto.

La manera en que se transforman magnitudes dindmicas como el trabajo o las energias cinética y potencial bajo
los cambios de referencia en la mecéanica newtoniana (transformacion de Galileo), han sido objeto de atencién re-
ciente por parte de diversos autores (Ginsberg, 2018; Hilborn, 2019), en gran medida por servir de antesala al analisis
posterior de estas magnitudes en la TRR.

Pérez y Solbes (2003) comentaron algunos problemas sobre la ensefianza de la relatividad restringida, subrayando
la dificultad que entrafia el cambio de paradigma (de la relatividad de Galileo a la relatividad restringida de Einstein)
y proponen desarrollar una intuicidn galileana previa durante la educacidn secundaria obligatoria (de 12 a 16 afios).
Al analizar las ideas previas sobre el espacio, el tiempo y la masa, indican que muchas de ellas fueron motivadas por
los medios de comunicacidn, especialmente la televisidn. Allchin (2004), Meneses y Martin (2015) llegaron a resulta-
dos similares.

Scherr, Shaffer y Vokos (2001, 2002), comprueban que las ideas de simultaneidad absoluta y relativa coexisten en
la mente de los alumnos después de una secuencia de instruccidn y proponen tutoriales especificos para promover la
reflexion del alumnado sobre el concepto de simultaneidad. Andlogamente, Toledo, Arriassecq y Santos (1997), cons-
tatan que los conceptos relativistas no sustituyen a los de la fisica clasica, sino que ambos coexisten en la mente del
alumnado después de la instruccion.

Villani y Pacca (1987) investigan las ideas espontaneas de los alumnos sobre la velocidad de la luz, destacando que
dichas ideas se encuentran muy arraigadas en su mente, por lo que proponen abordar la relatividad de Galileo como
paso previo a la ensefianza de la TRR. Villani (1992) propone actividades de conflicto cognitivo, en las que se pongan
de manifiesto las analogias entre las ideas espontaneas de los alumnos y el desarrollo histérico de los conceptos cien-
tificos.

B. Propuestas de divulgacion

En esta categoria se incluyen las propuestas en las que se simplifican los contenidos con el fin de dirigirse a amplias
audiencias o a estudiantes en edades tempranas. El motivo principal que subyace a este enfoque es la consideracion
de la TRR como un conocimiento necesario para todos los ambitos y no solo para las personas que eventualmente
puedan trabajar con conceptos de la fisica moderna en sus actividades profesionales.
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Varios autores abordaron la divulgacidn cientifica de la TRR en museos de ciencia, como Johansson y otros (2006)
al analizar la visualizacion experimental de aspectos particulares de la TRR (como los muones o la antimateria), o
Guisasola y otros (2009).

Algunos investigadores utilizan el recurso de un modelo con una velocidad de la luz mucho menor para presentar
los efectos relativistas en una escala humana: Sherin, Tan, Fairweather y Kortemeyer (2017) en el contexto de la visita
a un planetario, asi como Kortemeyer et al. (2013) mediante el escenario de Gamow, en el que la velocidad de la luz
es comparable a la de una bicicleta.

La presencia y utilidad de los experimentos mentales en los libros de texto y libros de divulgacion de fisica moderna
fueron analizadas por Valentzas, Halkia y Scordoulis (2007) enumerando y comentando once experimentos mentales
con fines didacticos.

Aungue la literatura sobre la conveniencia de introducir la fisica contemporanea en la educacién secundaria y la
necesidad de actualizar sus planes de estudio no es abundante, algunos de los investigadores proponen introducirla a
una edad temprana (Aubrecht, 1989; Ostermann y Moreira, 2000). En este sentido, Swinbank (1992) sugiere que todos
los estudiantes, incluidos aquellos que no estan interesados en estudiar fisica, deberian recibir informacion sobre fisica
moderna, en particular sobre relatividad restringida, y propone introducir la fisica moderna a una edad temprana,
presentando una serie de visiones conceptuales.

Por su parte, Valentzas y Halkia (2013) usan experimentos mentales para presentar conceptos relativistas a los
estudiantes de secundaria, mientras que Dimitriadi y Halkia (2012) concluyen que las ideas bdasicas de la relatividad
son accesibles para aquellos, incluso aunque persistan las siguientes dificultades: la idea de un marco de referencia
absoluto, la identificacidon de objetos con propiedades fijas, y que los eventos ocurren independientemente de la per-
cepcion del observador.

En un caso extremo de esta anticipacidn, Pitts y otros (2014) estudiaron el efecto de materiales didacticos centra-
dos en aspectos de la relatividad restringida y general en nifios de sexto grado de escuela primaria (10-11 afios).

Podemos considerar dentro de este apartado de divulgacion las propuestas de Egdall (2014), quien describe un
curso sobre relatividad para adultos, asi como la de Zakamska (2018) al analizar los datos astrondmicos de una estrella
binaria como un ejemplo practico para la ensefianza de la TRR, formando parte de un curso en linea.

C. Animaciones

La teoria de la relatividad esta estrechamente relacionada con la integracion de los conceptos fundamentales de es-
pacio y tiempo. Posee por lo tanto un caracter intrinsecamente dindmico que se puede presentar de manera eficiente
mediante visualizaciones animadas y beneficiarse del potencial didactico de los recursos audiovisuales en linea.

Los aspectos dindmicos de la teoria, incluida la nocién de masa variable, fueron descritos por Angotti, Caldas, De-
lizoicov, Rudinger y Pernambuco (1978) utilizando peliculas y otro tipo de material audiovisual. Mientras que Carson
(1998) explica como usar un software de hojas de célculo para ensefiar la teoria de la relatividad restringida.

Belloni, Christian y Dancy (2004) utilizan un software llamado Physlets y subrayan la necesidad de comenzar la
ensefianza de la TRR por el concepto de marco de referencia. El procedimiento de visualizacidon que describieron no
se basa en la geometria de Minkowski sino en una aplicacion sistematica del concepto de rayo de luz para definir
diferentes eventos y sus relaciones.

Pérez y Solbes (2006) consideran que la eficacia didactica de un método visual basado en el espaciotiempo de
Minkowski es limitada. En su lugar recurren a enfoques visuales alternativos con relojes de luz, aplicaciones del teo-
rema de Pitagoras y software de visualizacion (applets), mientras que Alonso y Soler (2006) publicaron una propuesta
didactica para la escuela secundaria superior basada en animaciones informaticas creadas con el software Modellus.

El software Real Time ha sido utilizado por Savage, Searle y McCalman (2007) en el ambito universitario para ge-
nerar diversos resultados graficos que ayudan a visualizar efectos relativistas complicados, mientras que McGrath,
Wegener, Mclntyre, Savage y Williamson (2010) proponen utilizar material didactico basado en la realidad virtual.
Sherin, Tan, Fairweather y Kortemeyer (2016) proponen Open Relativity como un laboratorio virtual en linea y de
codigo abierto en el que los usuarios pueden realizar sus propios experimentos para explorar los efectos de la relati-
vidad restringida.

D. Visualizacion sin calculo

Los conceptos relativistas se presentan generalmente por medio de un lenguaje matematico que puede ser mas o
menos abstracto, dependiendo del nivel de los estudiantes. En la escuela secundaria se suele usar la expresion alge-
braica para el factor gamma, la férmula de adicion de velocidad o la equivalencia masa-energia. En la educacién supe-
rior, conocimientos mas complejos como la trigonometria hiperbdlica o la formulacién tensorial son adecuados y
permiten cdlculos mas elaborados. Sin embargo, centrarse en estos formalismos puede oscurecer la comprension de
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los procesos fisicos reales como un conjunto coherente de nociones relacionadas. Para abordar este problema, dife-
rentes autores han presentado propuestas con énfasis en la visualizacion asociadas a una reduccion del formalismo
matematico.

Fiore (2000) recomienda ensefiar la TRR utilizando férmulas geométricas como el teorema de Pitagoras, ejemplos
que incluyen el funcionamiento de tubos de televisién o los muones y el retrato de Einstein como un estudiante in-
adaptado para generar simpatia por su trabajo.

Ruby (2009) sustituye el calculo por el dlgebra simple en la descripcidn de los fendmenos relativistas, presentando
un curso introductorio de fisica llamado Non Calculus (Huggins, 2011), que comienza mostrando el principio de la
relatividad como un concepto de validez universal. A partir de esta propuesta, se desarrollan gradualmente los con-
ceptos fisicos de los siglos XX y XXI, lo que evita limitar el tema de la relatividad restringida a unos pocos capitulos al
final del curso.

E. Propuestas de naturaleza geométrica

La teoria de la relatividad se ocupa de las propiedades del espacio, el tiempo, otras magnitudes derivadas de ellas y
sus transformaciones entre sistemas de referencia. La presentacion de esas magnitudes con diagramas del espacio-
tiempo, ofrece oportunidades para la comprension visual de los conceptos relativistas y para la realizacién de calculos
directos en los diagramas mediante operaciones geométricas.

Asi, Romain (1963) analizé las paradojas relativistas utilizando diagramas espaciotemporales para su explicacion,
visualizacion y resolucion; mientras que Dray (1989) presentd una descripcion alternativa de la paradoja de los geme-
los aplicando diagramas espaciotemporales definidos en un espacio circular (diagramas cilindricos).

Mermin (1997) simplificé la forma visual de los diagramas espaciotemporales eliminando los ejes de espacio y
tiempo y dejando como referencia principal la velocidad de la luz, que esta representada por las lineas inclinadas que
definen el cono de luz. El mismo autor (Mermin, 1998), utilizando estos diagramas presenta una justificacion visual de
los invariantes relativistas identificdndolos con la superficie constante de los rectangulos de luz.

Silagadze (2008) estudia desde un punto de vista geométrico la existencia de diferentes modelos de espaciotiempo
gue cumplen con los requisitos cldsicos de espacio (homogeneidad, isotropia) y tiempo (causalidad), junto con el prin-
cipio de relatividad. Ello se hace sin recurrir a la evidencia experimental con respecto a la velocidad de la luz y propor-
ciona como resultado un conjunto de diversas geometrias.

Kocika (2012) propone utilizar un diagrama geométrico para visualizar la formula de Poincaré para la adicién rela-
tivista unidimensional de velocidades, mientras que Dray (2013) explica tres ejemplos de problemas de relatividad
restringida que se pueden resolver mediante diagramas geométricos tridimensionales. El mismo autor (Dray, 2017)
presenta enfoques geométricos diddcticos para la ensefianza de la relatividad restringida y general, analizando sus
pros y sus contras en comparacién con metodologias mas tradicionales.

F. Propuestas basadas en la geometria del espaciotiempo de Minkowski

Como se indicé anteriormente, la investigacion de tesis doctoral citada (Prado, 2012) centra su atencion en la formu-
lacion geométrica de Minkowski para la ensefianza de la TRR. Por lo tanto, consideramos con sumo interés las formu-
laciones geométricas que sobre el tema se publicaron en el pasado. Basicamente utilizan la naturaleza geométrica del
espaciotiempo y las posibilidades didacticas de visualizacion y comprensidén que permite.

Véase, por ejemplo, cdbmo Alemafi y Pérez (2001) afirman que toda la TRR esta contenida en los diagramas de
Minkowski y analizan varias dificultades y dudas que surgen sobre su utilizacién. Proponen una construccion diddctica
de la transformacion de Lorentz a partir de la transformacién de Galileo, adoptando un procedimiento visual compa-
rativo. También abogan por un cambio de los programas educativos en el nivel de la educacién secundaria para abor-
dar adecuadamente la TRR.

Del mismo modo, Taylor y French (1983) analizan una paradoja relativista sobre la longitud en SR acelerados. Re-
curren a la formulacién geométrica de Minkowski y, contrariamente a la creencia comun, muestran que el uso de
diagramas espaciotemporales puede ser provechoso para visualizar y comprender las trayectorias libres, ademds de
los movimientos uniformes. Desloge y Philpott (1987), que también tratan los movimientos acelerados en diagramas
del espaciotiempo, explican escenarios relacionados con los agujeros negros.

Levrini y diSessa (2008) al analizar las dificultades de los alumnos con el concepto de tiempo propio, indican que
la geometria de Minkowski es una herramienta extremadamente poderosa para presentar eventos como centros de
atencion y apoyarse en la geometria como una forma de coordinarlos. Proponen el debate entre Einstein y Minkowski
para resaltar en las clases la importancia de una vision geométrica (Minkowski) frente a un enfoque operacional (Eins-
tein) o algebraico (Lorentz). Del mismo modo, Levrini (2014) compara el abordaje operativo o einsteniano de Resnick
(2012), considerado como "tradicional", con el geométrico o minkowskiano de Taylor y Wheeler (1992), en el cual las
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propiedades de invariancia de la teoria asumen un papel central y facilitan la apertura posterior hacia la relatividad
general.

Con el objetivo de comprobar si la ensefianza basada en diagramas de Minkowski es adecuada para la educacién
secundaria superior, Cayul y Arriassecq (2015) implementaron una secuencia disefiada para abordar la relatividad
restringida de esta manera. Llegaron a la conclusidn de que trabajar con diagramas de lapiz y papel es bastante com-
plicado y se necesita demasiado tiempo para las construcciones. Por este motivo, Arriassecq, Greca y Cayul (2017)
elaboraron una segunda implementacion en la que los diagramas de Minkowski se analizaron con applets. Argumen-
tan que esto permite una mejor conceptualizacion a través de la realizacidn de estimaciones cualitativas y cuantitati-
vas. Indican que las principales dificultades en las actividades relacionadas con estos conceptos tienen que ver con los
calculos numéricos y con el manejo correcto de las ecuaciones algebraicas.

Hemos de indicar ademdas que Bokor (2018), con el que coincidimos, sefiala que el uso de diagramas espaciotem-
porales puede ser la base de propuestas didacticas para el aprendizaje de los fendmenos relativistas en niveles basicos
de una forma agradable y accesible.

V. IMPLICACIONES

En este apartado, se presentan las implicaciones derivadas de la revisidn bibliografica realizada. Asi mismo se describe
un ejemplo, tomado de Prado, Dominguez-Castifieiras, Area, Paredes y Mira (2018), sobre cdmo se puede plantear de
forma grafica y responder geométricamente a la pregunta formulada por Einstein (1905): ¢ Depende la inercia de un
cuerpo de su cantidad de energia?

A. Pensamiento del profesorado

Al revisar la bibliografia seleccionada se ha puesto de manifiesto que la complejidad intrinseca de algunos de los con-
ceptos relacionados con la teoria de la relatividad restringida de Einstein plantea dificultades al profesorado, dando
lugar a que sigan persistiendo ideas alternativas a las deseables desde la perspectiva de la ciencia, como las siguientes:

e La creencia de que la fisica newtoniana es suficiente para interpretar el mundo que nos rodea y que es mejor
prescindir de la TRR, dadas las complicaciones tedricas y su alejamiento de la vida cotidiana.

e Lasuposicion de que la ecuacion de Einstein sobre la equivalencia entre masa y energia sirve tan solo para trans-
formar las unidades de masa en las de energia y viceversa.

e La concepcién de que la masa relativista aumenta su valor con la velocidad.

e Laidea de que en la TRR son completamente equivalentes los conceptos de sistema de referencia, sistema de
coordenadas y observador.

e Elrazonamiento, alternativo a la perspectiva cientifica, de que no hay motivos que obliguen a cambiar los concep-
tos de la fisica anterior a Einstein por los conceptos relativistas dado que los efectos relativistas conciernen, no al
espacio y al tiempo en si mismos, sino a nuestras medidas de ellos.

Ademas, el profesorado utiliza estrategias inadecuadas para la ensefianza de la TRR:

e Presentan la transformacién de Galileo como una especie de limite de baja velocidad para la transformacion de
Lorentz, lo que puede confundir al alumnado.

e Utilizan dos enfoques diferentes (basados en el movimiento de la fuente o del observador) en relacién con la in-
variabilidad de la velocidad de la luz.

e Persisten en un enfoque empirista mediante el experimento de Michelson-Morley, por lo que obvian la problema-
tica conceptual inherente a la TRR.

e Fundamentan el desarrollo de la TRR en la brillante creacion de un solo hombre, Einstein, ignorando la naturaleza
colectiva del avance cientifico.

e Omiten, o por el contrario sobrevaloran, el cambio de los paradigmas fisicos.
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B. Propuestas de enseiianza

A partir del andlisis de la bibliografia seleccionada se ha verificado que hay una ingente cantidad y variedad de pro-
puestas diddcticas para la ensefianza de la TRR, lo que es una indicacién del interés que suscita el tema. Como ya se
menciond, hemos considerado conveniente establecer las siguientes categorias: propuestas de cambio conceptual;
propuestas de divulgacidn; animaciones; visualizacidn sin calculo; propuestas de naturaleza geométrica; y propuestas
basadas en la geometria del espaciotiempo de Minkowski.

Estas categorias derivan de nuestro convencimiento de que es conveniente ensefiar la TRR mediante la geometria
de Minkowski. La literatura muestra que el uso de diagramas espaciotemporales es un procedimiento eficiente para
responder y explicar preguntas, dilemas y paradojas de la teoria. Para abordar la ensefianza de los conceptos relati-
vistas, las propuestas incluyen principalmente actividades tedricas o experimentales: recursos audiovisuales (cada vez
mas disponibles en linea), experimentos y analogias, experimentos mentales, relatos histdricos, enfoques a partir de
la mecdnica newtoniana, uso de la geometria, etc.

A continuacién se expone la actividad mencionada anteriormente. En dicho ejemplo se resume visualmente el
cambio de paradigma de la relatividad de Galileo a la de Einstein.

En la figura 1 se observan las magnitudes notorias (velocidad, masa y energia) en un diagrama espaciotemporal,
en el que el espacio y el tiempo se representan, respectivamente, horizontal y verticalmente. De esta manera, un
objeto B en reposo sigue una linea vertical, mientras que otro objeto A en movimiento describe una linea inclinada,
tanto mas cuanto mayor sea la velocidad y, por lo tanto, su energia cinética. Esta serd nula en el reposo (objeto B).

i
8_ punto de
uE) cruce C
o
0}
o
&0
&
¥
F . eje espacial
A cdm B

FIGURA 1. Diagrama espaciotemporal para dos objetos (A y B) de diferente masa. El objeto B esta en reposo, mientras que A se
desplaza hacia la derecha. El punto F indica el centro de masas en el instante inicial y al mismo tiempo el fulcro de una balanza
espaciotemporal (linea gruesa AB).

Se puede observar también en esta figura que a partir del instante inicial la masa A se pone en movimiento hacia
la masa B (que permanece en reposo), llegando al punto de cruce C con la vertical BC, que indica la posicidn de la masa
B. En este caso, las masas Ay B no colisionan.

En la misma figura 1 se presenta una balanza en el instante inicial (segmento AB) que sirve para comparar las dos
masas, Ay B, a partir de la posicién del punto de equilibrio entre las mismas (fulcro, F), semejante a la de Arquimedes
(Strathern, 1999). Las masas seran iguales si el fulcro estd equidistante de ambas. En caso contrario, la masa mayor
desplazara el fulcro hacia ella. En la figura 1 se observa que el fulcro F estd desplazado desde el centro del segmento
AB hacia la masa A, lo que indica que esta serd mayor que la masa B.

Se considera la inercia como la capacidad de arrastre en una colisién, lo que supone un desplazamiento del fulcro
hacia la masa que tenga mayor inercia. Para representar la inercia en el diagrama espaciotemporal recurriremos al
efecto que produce una colisién frontal ineldstica entre dos objetos A y B con masas iguales y velocidades iguales y
opuestasy, por lo tanto, con energias cinéticas iguales. En la figura 2 se observa en el origen de coordenadas un punto
F que representa el centro de masas como el fulcro de una balanza de brazos iguales y, por lo tanto, segun la ley de la
palanca de Arquimedes, de masas A y B iguales. La colision se produce en el punto C, en una posicion espacial igual a
la del fulcro F, pero en la parte superior del diagrama, es decir, en un instante posterior.
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FIGURA 2. Colisidn inelastica simétrica entre dos objetos Ay B de masas iguales, desde el sistema de referencia del centro de masas
F. El cdm esta en reposo tanto antes como después de la colisidn y la simetria de la figura es evidente.

En este caso se utiliza la posicidn del conjunto (AB) en reposo después de la colisidn para localizar el fulcro, pro-
yectandola hacia la base horizontal (eje espacial). A partir de la posicion del fulcro (F) podremos conocer si las inercias
son iguales o diferentes.

La velocidad del centro de masas, cdm, no se ve alterada en una colision. La traduccion geométrica en el espacio-
tiempo de esta propiedad implica que la linea de trazos, que indica en cada momento la posicidn del centro de masas
antes de la colisién, debe mantener la misma inclinacién que la linea gruesa, posicién de las masas Ay B unidas des-
pués de la colisidn inelastica.

En el caso particular representado en la figura 2, la linea vertical gruesa indica que el conjunto AB esta en reposo
mientras transcurre el tiempo después de la colision, por lo que la linea de trazos del cdm antes de la colisién también
sera vertical.

En realidad, se estd midiendo una de las propiedades de la masa, como es su inercia (o capacidad de arrastre en
una colisidon), por eso F se podria denominar centro de inercias. De este modo se ha establecido una forma geométrica
operativa para comparar energias e inercias de diferentes objetos.

En la figura 2 se representa una situacidn particularmente adaptada a la resolucion del dilema de Einstein: una
colision totalmente simétrica. Dos masas iguales (A y B) se lanzan a velocidades iguales y opuestas para colisionar de
forma inelastica, quedando unidas después del choque. La simetria de la situacién permite decir que el conjunto que-
dard en reposo después de la colisidn, o, lo que es lo mismo, que las inercias de una y otra masa eran iguales antes de
la colision.

La figura 2 estd enmarcada en un cuadrado de espaciotiempo que corresponde con una celdilla unidad del SR del
centro de masas.

Realizamos a continuacidn un cambio de sistema de referencia (figuras 3 y 4), de forma que nos situamos, como
observadores, en el mismo estado de movimiento que una de las masas (B). Esto tiene como consecuencia que la
masa B estard en reposo, mientras que la otra (A) aumenta su velocidad. El centro de masas ya no estara en reposo,
sino que tendra una velocidad relativa exactamente opuesta a la que adquirid el nuevo SR respecto al anterior.

Al hacer dicho cambio, se rompe la simetria con la que se presentaba la colisidn inicialmente (figura 2), puesto que
ahora la masa B, que esta en reposo, ya no tiene energia cinética, mientras que esta aumentd para la masa A. Pode-
mos, pues, comprobar si la presencia de energia en una de las masas produce o no un efecto de arrastre del fulcro
frente a la masa sin energia cinética. En caso de que apareciera dicho efecto, contestariamos afirmativamente a la
pregunta de Einstein, y negativamente en caso contrario. Conviene tener presente que, al hacer esto, no se est3 alte-
rando el experimento, sino que solo se cambia la forma de observarlo.

La representacién geométrica en el espaciotiempo del cambio de sistema de referencia tiene una forma distinta
en la mecanica newtoniana (transformacién de Galileo) que en la fisica relativista (transformacién de Lorentz). En cada
caso, la respuesta a la pregunta de Einstein serd diferente.

En el paradigma galileano (figura 3) vemos que el desequilibrio energético (la masa B en reposo perdié su energia
cinética por completo, mientras que la masa A incluso aumentd su energia cinética) no produce un desequilibrio iner-
cial, ya que el fulcro permanece en una posicidon equidistante de ambas masas. Es decir, para la mecanica newtoniana
la inercia de un cuerpo no depende de su contenido energético.
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FIGURA 3. La misma situacion de la figura 2, representada desde el sistema de referencia de la masa B mediante la transformacion
de Galileo. La simetria geométrica de la figura 2 ha desaparecido, ya que ahora la masa B carece de energia cinética, que tiene un
valor positivo no nulo para la masa A. Sin embargo, esto no afecta a la posicion central del fulcro F.

En la transformacidn relativista (figura 4), la forma de la celdilla unidad sufre la denominada transformacidn de
Lorentz, que corresponde a un rombo inclinado 45° (Prado et al., 2020). La propiedad esencial de esta figura es que
ahora la base horizontal (A-B) también se inclina. Como consecuencia, se produce un desplazamiento de la masa con
energia cinética (Ar) hacia el fulcro. Se observa que la distancia entre F y AF es menor que la distancia entre Fy Br. De
este modo, el desequilibrio energético entre A y B provoca en este caso un desequilibrio inercial equivalente, es decir,
en la fisica relativista la inercia de un cuerpo si depende de su contenido energético y la respuesta a la pregunta de
Einstein en este caso es positiva.

FIGURA 4. Transformaciéon de Lorentz para la figura 2. Las lineas horizontales ahora se inclinan. En la balanza espaciotemporal
(barra gruesa Ag-Bf) se observa que el fulcro F estd mas cerca de la masa A que de B.

Esta conclusidon geométrica de tipo cualitativo permite presentar la equivalencia entre masa y energia de una
forma visual y responder a una pregunta capital en el devenir de la historia de la ciencia.

Asimismo, como se puede ver en las figuras 3 y 4, se reconocen las transformaciones de Galileo y de Lorentz como
diferentes debido a la inclinacion de la base de la celda unidad en la transformacion de Lorentz, mientras que en la de
Galileo dicha base permanece inmutable.

Ademas, las caracteristicas geométricas de la transformacion realizada permiten sobrepasar este enfoque cualita-
tivo para obtener la forma exacta de la equivalencia entre masa y energia, o incluso resolver una situacion mucho mas
compleja como es el choque elastico (Prado et al., 2018).
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