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Resumen

El uso de métodos numéricos como estrategia déi@nza de las ciencias es empleado principalmenisen
universidades, debido a las nociones de calculogramacion que se necesitan. En este trabajopemns a
los profesores de preparatoria disefiar actividadgseando simulaciones numéricas, al aprovechatde:
faz grafica de las hojas de célculo, para tratigbilidades de analisis y evaluacion en los estoesa Se uti-
lizara el método de Euler en conjunto con la seguayd de Newton para estudiar el movimiento rei
uniformemente acelerado, el oscilador armoénico #guado, distintos casos de proyectiles considerand
friccion y fuerzas centrales, transferencia dercafoun alambre y finalmente flujo laminar viscoSe. tra-
taran los errores de calculo asociados al uso d&do de Euler y como enfrentarlos para que losefsd
usados sean mas acertados a la teoria. ‘
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Abstract

The use of numerical methods as a science teashiatggy is employed mainly at universities, beeanfs
the calculus and programation notions needed.isnvibrk it's proposed to secondary teachers theydesf
activities employing numerical simulations using tiraphical interface of spreadsheets to work arsagnd
evaluation skills on student. The Euler method dnjenction with the'second Newton law will be uged
st}dy uniformly accelerated motion, damped harmosdillator, variousi cases of projectiles consiugfric-
tian and central forces, heat transfer on a wir famally laminar viscoLls flux. Euler method calgsilerror
will be addressed, how to face them so that thd usedels become more accurate than what is preldigte
theory.

Keywords: Euler method; Education; Spreadsheets.

|. INTRODUCCION

Es comun durante la etapa temprana de formaci@igdeas carreras técnico-profesionales o universita
rias, el uso de herramientas computacionales paii@dr la ensefianza de la fisica o el calculonteta-
nica particularmente se emplean técnicas de ird@graaumérica para modelar sistemas que evolucionan
temporalmente, como el clasico oscilador arménita caida libre de una particula sometida a rose vi
coso.Matlab de Mathworks®, Mathematicade Wolfram © y Pythonson algunos de los programas co-
munes, empleados para solucionar el calculo numéfiRojas, 2009; 2014) y poder centrar las
actividades en los principios fisicos mas que esadello matematico de las ecuaciones diferengiales
gue aparecen de forma natural cuando se plantedeykss de Newton (Ortigoza, 2007).

Aparentemente, emplear métodos de integracion eduaacion escolar parece inaplicable. Sin em-
bargo, el aumento al acceso de computadoras festagn conjunto con la accesibilidad a salas de co
putacion e internet en las escuelas, convierts aitaulaciones en una alternativa viable de tralyajm
excelente complemento para el proceso de ensedaneadizaje. En este articulo se explicara como
disefiar de forma sencilla simulaciones numeéricsando programas de hoja de célculo. El algoritmo de
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integracion con la que se construyen los codigagl enétodo de Euler simple, ya que permite resolve
ecuaciones diferenciales. Ademas solo requiereneside funciones lineales para comprender eliprinc
pio bajo el cual funciona. El disefio de una sesiérirabajo con estudiantes se dejara abierto @lr]ec
pero mencionaremos que para llevar a cabo estadactien los liceos, se ejecuto como una expe@enci
de laboratorio evaluada, para la cual se disefignéas de laboratorio, rubricas y otros materiatas-c
plementarios.

Las unidades de medidas utilizadas para las malgrsttrabajadas a lo largo de este articulo, son las
que propone el sistema internacional de unidadesedida (S.1.), tanto para las magnitudes fundaament
les como en las magnitudes compuestas, es detierglo se medir4 siempre en segundos, la masa en
kilogramos, fuerza en Newton, entre otras.

Il. METODO DE SIMULACION

La técnica numeérica que se usara es el método lde, Fa que permite resolver ecuaciones difereesial
en problemas de valor inicial. Para esto se necesitocer dos términos, la regla de crecimientarde

funcion f(t), conocida como derivadadb , y el valor que tiene la funcién en un instantetidmpo
dt
que denotamos comqt =t,) = f (,) -ESte método se basa en la idea de que una vadiabfgeres posee

un valor y luego de evolucionar durante un intervalo dmpieat la variable se modifica a un nuevo
valor llamador, (Edwards, 2008). De modo que

f, = f, +Af, (1)

cuandaq\t es pequefio entonces
o =90, 2
dt

df
Donde?! es la modificacion de la variable) al transcurrir un lapso de tiemfl, y dt |a tasa a la
que cambial (). Al sustituir (2) en (1) se obtiene

n=%+gm, 3)
dt

que tiene la forma de la ecuacion principal deta
y=n+my, (4)

df
Es decir dt es la pendiente de la recta tangente a la fuddidnEste procedimiento se repite reitera-

das veces con el fin de conocer el valor'de f3y cuellquierfi,dondefi es la funcién luego de que trans-
curre un tiempoAt, mostrando de esta manera la evolucion de ladunailo largo del tiempo, de lo
antes mencionado se obtiene

df
f.=f +—AL. (5)
2 1 dt

De modo quéi ,esf0 mas la suma de todas las variaciones hasta el ntontado por

I'i df (t, + nAt) . (6)

f=f +
o4 dt

donde debe cumplirse quat sea igual al tiempo total de simulacibn
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El método de Euler entrega una aproximacion denaién original, al dejar fijo T y aumentar i, se
simulan intervalos de tiemp&! mas pequefios (Nagle, 2005), disminuyendo el esociado a la solu-
cion de la ecuacién diferencial como se ve erglaréi 1.

En dicha figura se usard este método para encosthaciones aproximadas de la segunda ley de
Newton, la cual se trabaja a partir de la siguiecteacion

= dPT(t) 7
F(t)=m e (7)

cuyas soluciones representan el comportamientS(He y pueden ser tan complejos como lo sea el
términdy F,,.

8
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FIGURA 1. Se puede ver que la solucion numérica, empleahdtodo de Euler, de la ecuacion diferen%ai: t

con f(0) = 1, se parece mas a la solucién analitica, cuandusenta la cantidad de iteraciones y se mantiene el
tiempo de simulacién T. El nUmero de pasos empkdeétermina cuanto es lo maximo que se alejarpriaimma-
cién de la solucion exacta.

De acuerdo a la ecuacion (7), el cuerpo aceleraezdly proporcional a la fuerza total que actéia so
bre el objeto. Es decir

F=ma (8)
Considerando que
g = é, (9)
dt
ar_, (10)
dt
Se usa el método de Euler para reescribir las emesc(9) y (10) como
v, =V +%At:\7i +aAt (11)
dt
=1+ S B =T+ (12)

Al combinar (11) y (7), se obtiene una expresior qudica como evoluciona la velocidad de una
particula de masa m dada por

Vi =V +§zﬁi (13)
m
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Para usar el método de Euler se itera la ecuatibny((13) la cantidad de veces que se requiena. Po
motivos que facilitan la elaboracion de gréaficostd® de la simulacion se afiadira una tercera egnaci
para tener un registro de la variable tiempo

t,, =t +At (14)
A. Programacion en hoja de célculo

Existe en internet y en el mercado una amplia dadede software que simula distintas situacionas. E
internet se pueden encontrar varios programas 8dosan forma de juegos (simulacion, 2016). Entre
los programas mas populares se encueiiatab y Python

Las hojas de célculo permiten organizar datos nigcogy alfanuméricos, mediante un arreglo de cel-
das agrupadas en filas y columnas (Buzzo, 2007)elanion con lo anterior, cabe sefialar, que existe
variedad de programas para realizar dicha accidngjgmploExcel de Microsoft Google Drive Open
Officey Smartsheezntre otros.

En adelante, se utilizard como ejemplo el progr&mxee| no obstante, dichas simulaciones, pueden
desarrollarse en cualquier programa que funciongodmoja de célculo.

En Excel se asociard una columna a cada variahbietefés. Si se desea modelar el movimiento uni-
dimensional de una particula, se utiliza una colupara la velocidad, otra para la posicion, otra gh
registro del tiempo, y por comodidad, una columxtaaepara controlar el tamafio de los pasos de tiemp
A su vez cada fila representa un paso del métodgutiE, como se muestra en la figura 2.

A B c D
1 dt tiempo posicion ‘velocidad
2 | 0,1 of 0 3
3 0,1{=B2+A2 0,3 0,3
4 0,1 02| 0,33/ 0,6
5 0,1 0,3| 0,39/ 0,9
6 0,1 0,4| 0,48| 12|
7 0,1| 0,5| 0,6 1,5
8 0,1 0,6/ 0,75 1,8
9| 0,1 0,7| 0,93 23
10 01| 0,8| 1,14 2,4

FIGURA 2. Las columnas A, B, C y D muestran el valor de Id®sale tiempo, tiempo total, posicion y velocidad.
La fila 2 muestra las variables en la condiciéwmialj a su vez la fila 3 muestra los valores dprleera iteracion,
hasta la fila que muestra la iteracidél.

B. Evolucion del tiempo
Con el fin de simplificar la notacién de la progemidn en la hoja de calculo se usara

$(B3)=A2+B2, (15)
para indicar que en la celda B3 se escribe la ftami2+B2, como se muestra en la figura 2. Para la
medicién del tiempo transcurrido en segundos, adaigcuacion (14), donde el tiempo en un pao

del método de Euler, es el valor del tiempo tram&tw hasta el pasbmas el tiempo transcurrido entre
pasos es

t, =t +AL (16)

La funcién descrita en (15) se comporta como etie transcurrido. Notar que al copiar una celda la
celda A3 en A4, la configuracion por defecto geedi Excel modifica la ecuacion a

$(B4)=A3+B3, (17)

de acuerdo al desplazamiento de la coordenadalanteida pegada respecto a la copiada. También est
la opcion de pegar una celda que posea una fuecidrarias celdas simultaneamente, como se ve en la
figura 3. En este cadbxcelmodifica a cada una de las celdas por separadwjtigndo realizar tantas
iteraciones como veces se copie la celda que f@sgeracion de interés.
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Al avanzar el programa del tiempo, este queda ecida de las celdas de la fila superior, es ddeir,
At anterior. De esta manera los saltos temporales@ustantes. En la hoja de célculo se escribe

$(A3)=A2, (18)

[ A B c__| D
1 |dt |tiempo _posicidn _veiocidad
2 01| o| 0

‘ I
Z 2l 22 calibri - |11 - AN
5 NKXE -~
6 |
7 % Cortar
: =3 Copiar
)
10 — T Pegar

FIGURA 3. Se puede encontrar la opcion de copiar y pegaiomasdo clic derecho del ratén en la celda.
C. Evolucion de la posicion

Siguiendo la idea utilizada para hacer que el temmgdido cambie, la posicién lo hace siguiendo las
reglas de la ecuacion (13). Es decir el cambioa$icn es el producto de la velocidad por intergs
tiempo. La funcion que describe la posicion despigéla primera iteracion es

$(C3)=C2+D2*A2. (19)

Igual que antes, se copia la celda en las filarimfes de la misma columna para que la iteracdn s
repita varias veces.

D. Evolucién de la velocidad

El comportamiento de la velocidad define la eva@odaie un sistema mecéanico. Esta puede ser fijegicre

a ritmo constante, cambiar de direccion u oscilaxé@icamente como en el caso de un péndulo simple.
Al sustituir (8) en (13), se obtiene que el camdeovelocidad depende de la suma de las fuerzas en |

coordenada de interés y de la masa. En los problptaateados a continuacion se expresa la acelaraci

en funcion de la fuerza neta en la columna E ydaaren la columna F, quedando la velocidad del paso

i+1 como

$(D3)=D2+A2*E2/F2, (20)
donde E2/F2 eB,/m lo que corresponde a la aceleracion de la paaticul
E. Tipos de parametros

En las simulaciones se consideran dos tipos demefids. Las variables dinamicas, que evolucionan
temporalmente acorde a una regla preestablecidéantecel método de Euler y que requieren de una
condicién inicial (posicién, velocidad o temperafurEl segundo tipo de parametro son las constantes
que regulan la intensidad con que se manifieswimtaracciones (coeficiente de elasticidad, cotiuc
dad, masa, etcétera).

[ll. MOVIMIENTO UNIDIMENSIONAL

La primera fila de celdas enuncia las variablesesgntar en cada columna. La segunda fila, el valor
inicial de cada variable. La tercera fila contieh@rograma que calcula el valor de las variabtespdés
de la primera iteracién. De la cuarta fila en adl@laon copias del programa de las celdas eral8 fitle
tal manera que para describir la funciéon de unebbr que evoluciona a partir de variaciones queede
den deAt se definira solo la funcion que exista en la tex¢ia.

A continuacion se muestran tres ejemplos diferedéesnovimiento unidimensional, disefiados para
trabajar la unidad de mecéanica en cursos de seguedm. Estos son movimiento rectilineo uniforme,
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movimiento rectilineo uniforme acelerado y osciladaménico amortiguado. La plantilla del programa
para estos tres ejemplos es similar a la de ladigu

A B C D E F G

1 dt tiempo | posicion velocidad  fuerzaneta masa elasticidad

2 0,4 0 o| 1 0| 1 3
3 0.4 0.4 0,4 1 -1,2 1 3
4 04 0,8 0,8 0,52 -2,4 1 3
5 0.4 1,2 1,008 -0,44 -3,024 1 3
b 0,4 16 0,832 -1,6496 -2,496 1 3
7 | 04 2| 017216 -2,648]  -0,51648] 1] 3
8 0,4 24|  -0,88704|=DT+AT*ET[F7 1 3

FIGURA 4. Una plantilla con 6 variables de entrada: tamaf®salto de tiempo, instante inicial, posicion iadic
velocidad inicial, masa y constante de elastici@dobserva como la celda D8 depende solo deltissaen la fila 7.

A. Movimiento rectilineo uniforme M.R.U.

Un M.R.U. es un movimiento unidimensional dondsislema mantiene su inercia, es decir la fuerza net
es nula y la velocidad es constante. Aunque seqabéa masa de la particula no influye en el pnoial,

se incluye su columna para conectar la experiermiala de movimiento uniforme acelerado (Serway,
2009). El programa que describe el modelo se naestta tabla |

TABLA |I. Programa de M.R.U. escrito &xcel

Variable| Comportamiento Funcion
At Constante $(A3)=A2
T tiyr =t + At $(B3)=A2+B2
Vigr =Y + VAt $(C3)=C2+D2*A2
V Vig1 =4+ EAt $(D3)=D2+E2*A2/F2
m
E, Constante $(E3)=E2
Constante $(F3)=F2

Las condiciones iniciales dey y v se ingresan en las celdas B2, C2 y D2 respectimanmientras
gue las constantest, F,y m se controlan en las celdas A2, E2 y F2. Con l¢ssdabtenidos se pueden
construir graficos de dispersién entre la columagasicion y tiempo, o de velocidad y tiempo.

B. Movimiento rectilineo uniforme acelerado M.R.U.A

Se ocupa la misma plantilla de calculo del casMd® U., cambiando los valores insertados en ladasel
D2 y E2 correspondientes a la velocidad inicialigrfa neta. De acuerdo a los datos ingresados e mo
lan movimiento con aceleracion y frenado constante.

$(D3)=D2-A2*9,8, (21)

indicando que la aceleracion de la particula es@8m/s?. Otra alternativa, es decir que la fuerza neta
es igual al pesemg, de modo que la celda de la fuerza es

$(E2)=-9,8*F2 (22)
En Ambos casos se describe el lanzamiento venjica, pueden obtener graficos como el de la figura

5. Con esto se abre la posibilidad de calcularpizEsyde vuelo con la particula lanzada a distingd@ci
dades y alturas, calcular el alcance y altura maxmlanzamiento.

Revista de Ensefianza de la Fisica. Vol. 29, No. ., 2017, 51-70 56 www.revistas.unc.edu.ar/index.php/revistaEF/



Simulaciones numéricas en hoja de calculo
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FIGURA 5. Grafico de dispersion entre columna B y C, paradamento vertical hacia arriba cd@m/s a10m de
altura, comt = 0, 08s, la particula traspasa el piso a los 2,8 seguapmsximadamente. En comparacion a los 2,73
segundos obtenidos analiticamente.

C. Oscilador armonico amortiguado

El modelo es planteado con amortiguamiento, debhidpe el método de Euler no funciona bien con
curvas que tienen varios maximos y minimos (panpje movimientos tipo ruido o sinusoidales). Aali, |
presencia del amortiguamiento ayuda a evitar queltecidad diverja del comportamiento que se espera
El sistema de la figura 6 esta compuesto por uguglale masa conocida, que cuelga amarrado de un
resorte unidimensional de constante de elastiddgdargo naturdl,, y se mueve con un solo grado de
libertad. Ademas, esta inmerso en un fluido visgp$a friccion quese opone al movimientoRRs= Av
(Kibble, 1985) En este caso la componente vertiedh fuerza neta que actla sobre la particula es

F =-mg-k(y-L,)-Av (23)

3

FIGURA 6. Masa sometida a fuerza elastica, fuerza de rocesdsy peso.
Las funciones asociadas a cada celda del osciladuinico con amortiguamiento se ven en la tabla

En este caso las variables controlables/soy,, vy, m, k,Ly ¥ A ubicadas en las celdas A2, C2, D2,
F2, G2, H2 y I2. La solucion analitica gtét) es una funcidn sinusoidal con amplitud decreciehte
otra parte la solucién numérica depende de logesldeAt y A provocando que las oscilaciones descritas
por el bloque aumenten o disminuyan de amplitugeddiendo netamente de los valores de dichas va-
riables, y no representen correctamente el compartdo del péndulo. Para solucionar este probleama s
aumenta el nimero de iteraciones (cantidad dg filas disminuye el valor d&, fijando el tiempo total
de simulacién, mientras se mantien& & 0, hasta que el grafico posicion-tiempo se parekck an
oscilador arménico de amplitud constante. Si seal@xluir amortiguamiento, se debe ingresar uarval
positivo para,, como se muestra en la figura 7.
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TABLA Il. Programa de oscilador arménico amortiguad&esel

Variable Comportamiento Funcion
At Constante $(A3)=A2
t tiz, =t + AL $(B3)=A2+B2
y Yie1 = Yi + vy At $(C3)=C2+D2*A2
Yy Vier = Vi + DAL $(D3)=D2+E2*A2/F2
E, E, =—gm—k(y — Ly) — v, | $(E2)=-9,8*F2-G2*(C2-H2)-12*D2
m Constante $(F3)=F2
k Constante $(G3)=G2
Ly Constante $(H3)=H2
A Constante $(13)=12

Posicion - tiempo
300 10
= (a) (b)
200 5
150

N
A 9
N 5
50 0 2 a ~—’ 6 8 10
-10
-15

FIGURA 7.En la figura la solucion numérica se representazin, mientras que la solucién analitica en rop. S
realizaron tres simulaciones de un resorte mamdoig(t =0) =4m, v,(t =0)=0m/s, m = 1kg, k=
4N/m,Ly = 0m y A = ONs/s. En (a) se simulan 10 segundos usande- 0,2s, se observa que la amplitud de la
oscilacién crece como si el sistema estuviera fwz&n (b) se simula usando intervalos mas pequedioat =
0,025 s, se aprecia que la amplitud crece mucho meno®lgcaso (a). En el caso (c) se replica el casgofap se
utiliza un 1 = 0,3Ns/m, donde se puede ver ya el amortiguamiento deddao®n y una mejor semejanza a la
solucién analitica.

Al variar la masa, la constante de elasticidad pmertiguamiento se modifica el periodo y amplitud
con que responde el oscilador como consecuencias studiantes tienen un manejo basico en hejas d
célculo, pueden escribir en columnas adicionake$uaciones de la energia cinética, potencial y@oan
nica en cada paso, y medir directamente el candma energia en el tiempo. Recordando que la energia
mecanica en este caso esta dada por

E:%m\F+mgy+%k(y—Lo)2, (24)

Y Su programa escrito en la columna J sera
$J2=0,5*F2*D22+9,8*F2*C2+0,5*G2*(D2-H2}2. (25)

Dicha ecuacioén es una funcidn que describe el estalisistema en el paso i, el cual depende de las
celdas ubicadas en la misma fila
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V. MOVIMIENTO EN DOS DIMENSIONES

Simulaciones numéricas en hoja de calculo

A nivel escolar se pueden abordar los problemasdosndimensiones, en las areas de lanzamiento de
proyectiles y mecanica de fluidos. El aumento aeetisiones numéricamente involucra un aumento en la
cantidad de ecuaciones de movimiento necesariasdeacribir el problema. Aunque los modelo se com-
plican a simple vista, se tratan como una supecfgosde dos movimientos, que evolucionan siguidado

segunda ley de Newton.

A. Proyectiles

Es un ejemplo sencillo donde la coordenada horgord sufre aceleracion debido a que el peso actla
verticalmente, pero la coordenada vertical expertmaceleracion debido al efecto del peso. Algebrai
camente se resuelve la ecuacién de movimiento de @@ordenada por separado, siguiendo el principio
de superposicion (Serway, 2009). Para este priams no se considera el efecto del roce. El programa
ocupado se encuentra en la tabla lll.
En este caso las variables de control £8rt, Xo, Vxo, Yo, Vyo, Y m. A pesar de que la funcion que
describe la fuerza en el ejeey esta fija, puede ser cambiada con el fin de estudios movimientos en
dos dimensiones ademas del proyectil clasico.

TABLA Ill. Programa de movimiento de proyectilessewel

Variable Comportamiento Funcién
At Constante $(A3)=A2
t tiy =t; + AL $(B3)=A2+B2
x Xip1 = X; + Uyt $(C3)=C2+A2*D2
Uy Vgis1 = Ugi + QAL $(D3)=D2+A2*G2/I2
y Yisr = Vi + vyAt $(E3)=E2+A2*F2
12 Vyip1 = Vy; + ay;At $(F3)=F2+A2*H2/I2
F, F,=0 $(G2)=0
E, E. =—mg $(H2)=-9,8*12
m constante $(13)=12

B. Proyectiles y fuerza de arrastre

Afadiendo algunas variables, se resuelve simultheste el movimiento de un cuerpo esférico, que se

mueve dentro un fluido en presencia de gravedad.

La fuerza de arrastre es proporcional a la velacie#ativa del fluido respecto al proyedfjl (Kibble,
1985), como se ve en la figura 8.

5>

FIGURA 8. Proyectil con velocida® moviéndose en medio viscoso de velocidgad a fuerza de arrastre tiene la

direccion dey,,
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La constante de proporcionalidaces el coeficiente de arrastre que se relaciondacfuerza median-
te la ecuacion

F,= AV, (26)

donde A es una constante que indica arrastre @égpauen el fluido. Al descomponer esta fuerza por
componentes se tiene
F, =F,cos8=—-Alv, (27)

X 1

F,, = Fasing=-Alv,, (28)
coné el angulo de inclinacion entre la velocidad rekilel proyectil en relacion al fluidowy, la veloci-

dad en el ejer de la particula respecto a la velocidad del flullor lo tanto ahora se necesita conocer las
componentes de la velocidad del viento que se dieroanlV, y W,,. Finalmente la componente horizon-
tal de la fuerza neta es

F =—Al(W, -V,), (29)

X

para la componente vertical se afiade el efect@oadicdel peso como

F, =—-Al(w, -v,) - 98M, (30)

y

considerando todas las variables el programa esmita hoja de calculo se ve en la tabla IV.

Las variables de control sd¥, tiempo inicial, coordenada inicial en x, veloddaicial horizontal,
coordenada inicial en vy, velocidad vertical inicialasa, factor de arrastre (medido en Ns/m), veéati
horizontal del viento y velocidad vertical del vienAl construir un grafico de dispersion entredarde-
nada x e y, se obtiene un dibujo de la trayecteddizada por el proyectil como el de la figura 9.

Fijando las condiciones iniciales de un lanzamies¢opuede calcular analiticamente el rango, altura
maxima y el tiempo de vuelo, con el objetivo de pamar los datos con los valores entregados por la
simulacion en ausencia de fluido (coeficiente dastre nulo), con arrastre sin viento y finalmecde
viento.

TABLA IV. Programa de movimiento de proyectiles con arrastéexcel

Vglriea- Comportamiento Funcién
At Constante $(A3)=A2
t tiys =t + At $(B3)=A2+B2
x Xipq1 = X; + Uy AL $(C3)=C2+A2*D2
vy Vgiz1 = Uxi + Gyt $(D3)=D2+A2*G2/I2
y Yiv1 = Yi T vyAt $(E3)=E2+A2*F2
v, Vyir1 = Uy + ayAt $(F3)=F2+A2*H2/I2
F, F, = AW, —v,) $(G2)=J2*(K2-D2)
F, F, = AW, —v,)) — mg $(H2)=(J2)*(L2-F2)-9,8*12
M Constante $(13)=12
A Constante $(33)=J2
Wy Constante $(K3)=K2
Wy Constante $(L3)=L2
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Trayectoria
1.2
QO-' ’ "’i
1 +** g,
3 %
0‘- ’Q
08 >
& ‘6
06 o‘ ‘0
: " A
* L
0.4 * *
*
* *
02 L L ]
& L
LB *
c| 5 2 rd *
02 0, 1 15 2 25 3

FIGURA 9. Gréfico de dispersion de x-y de un proyectil caento horizontal usandat = 0,02s, x(t = 0) =
om, y(t=0)=0m, W, = -2m/s, W,, =0m/s, vyo=4m/s, vyo=05m/s, m=1kg,y realizando 50
iteraciones.

C. Movimiento de Planetas

El estudio del movimiento de planetas o satélitesirecaso mas general del estudio de lanzamiento de
proyectiles. Ahora se considerard la fuerza deegltatt como una fuerza central, directamente proporci
nal a la masa de los cuerpos involucrados, e iawgate proporcional al cuadrado de la distancigeent
los cuerpos (Serway, 2009). La fuerza de gravedad e

F, =-SMm, . _GMm,. (31)
r r

el comportamiento de un cuerpo sometido a la fueentral estd gobernado por la segunda ley de New-
ton. Al descomponer la fuerza en coordenadas ¢amtes se obtiene

IEX :_G'\ng:_A[SmX’ (32)
r r

= GMm Alm

Fy:— 3 ==—VY (33)

con A=GM una constante. Se considerara el espaom ain vacio perfecto, despreciando asi la friccion
De modo que el programa escrito en la hoja de lcAsmiobserva en la tabla V.

El nuevo programa es similar al utilizado para nexdproyectiles. En la celda L2 se ha escrito una
funcion que describe la energia mecénica del sstdado por la ecuacion (Goldstein, 1987)

E :%n(vg +V3)_@. (34)
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TABLA V. Programa de movimiento de planetasenel

Variable Comportamiento Funcién

At Constante $(A3)=A2

t tiys =t AL $(B3)=A2+B2

x Xipq = X; + VAt $(C3)=C2+A2*D2

Uy Vyigr = Uy + QyiAL $(D3)=D2+A2*G2/12

y Yis1 = Vi T VyAt $(E3)=E2+A2*F2

vy Vyiv1 = Vy; + Ay AL $(F3)=F2+A2*H2/I2
m Constante $(G3)=G2

A Constante $(H3)=H2

r r=x2+y? $(12)=raiz(C2/2+E2"2)
F, F, = —Am:—S $(J2)=-H2*G2*C2/(12"3)
E, F, = —Amrl3 $(K2)=-H2*G2*Y2/(12"3)
EM EM = %m(vf +v7) - ATm $(L2)=0,5*G2*(D2"2+F2"2)-H2*G2/12

La energia mecénica es un parametro a considergyeyayuda a identificar si la trayectoria sel@ un
Orbita abierta o una 6rbita cerrada, también deapara asegurar la fiabilidad de la simulaci©nando
la energia mecanica inicialmente tiene un valoitipos se producen trayectorias hiperbolicas eraiudp
elipticas, de manera que no se puede estudiarepiages como el periodo orbital y la excentricidad.

El método de Euler tiende a aumentar la amplitudrdwimiento, debido a que es una aproximacion
lineal y no reproduce fielmente la curvatura qué esociada a potencias cuadraticas, lo que incitame
el error de la solucién numérica, cuando ésta tranehas curvas (como el movimiento periddico del
péndulo de la figura 7), o cuando tiene cambioslideccion muy bruscos, como el caso de colisiones
entre particulas o el movimiento de un planetaacdet perihelio.

Al comparar como varia la energia mecéanica al jpiog al final de la simulacién, se tiene un crite
rio para cuantificar el error numérico asociada aedrvatura, asi poder decidir si la resoluciétad@mu-
lacion es la adecuada. Dependiendo del niumero wftande pasos temporales, se pueden obtener
distintas curvas como las de la figura 10.
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Trayectoria proyectil E. Mecénica (J)

(b1)

(a1) 4 0
vy, = 1,36 m/s 10 20 30 40 50
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At=0,01s > '
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-
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X i Tiempo (s)

Energia (1)

Energia (1)

0.4

(a3) 15 (b3)

0,08
0,06
0,04
0,02

vy = 1,5m/s

o
Energia (1)

At =0,015
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FIGURA 10. Se estudian las trayectorias de un proyectil usdres casos con condiciones inicialds = 0) =
1m, y(t=0)=0m, v,(t =0)=0m/s, A=1,11m3/s?, m = 3kg y 3000 pasos de simulacion. En el primer
casoAt = 0,01y la energia mecénica inicial es negativaaénse observa que la trayectoria es casi cerradiétgor
“eliptica”), mientras que en el caa@ el At = 0,02, es similar al caso del oscilador arménico amoditp, la ampli-
tud del movimiento empieza a crecer rapidamenteéiddea que los pasos temporales no son suficiemienpeque-
fios. En el cas@3, se observa movimiento hiperbdlico usando la coddio, = 1,5m/s, porque la energia
mecanica inicial es positiva. Hri y b2 la energia mecanica del sistema, crece rapidameatelo el proyectil pasa
cerca del perihelio, debido a que la particulaetiena alta velocidad y curvatura, que disminuyeal@&idad de pun-
tos que existen en esa region, reduciendo la r@éolly aumentando el error de la solucién numérirab3 la
energia aumenta rapidamente, pero luego se mamgsneonstante, debido a que el proyectil al edejdel centro
experimenta una menor aceleracion, disminuyengoolpagacion del error numeérico.

V. PROBLEMAS CON DEPENDENCIA ESPACIAL

Un caso de mayor interés y dificultad para alumngasofesor, es la resolucion de problemas en que la
variable temporal y espacial son importantes pasaribir el fendmeno. Las soluciones analiticassie
tipo de problemas son del tipo F(x,t), y para dsfles se utilizaran pasos temporales, mas unk gril
unidimensional. Si se quisiera resolver problenmasgrilla bidimensional o tridimensional, se netasi
agrupar los datos en tres o cuatro dimensioneser8bargo, las hojas de calculo solo tienen dosmime
siones, filas y columnas, por lo que resulta ingiaimular este tipo de problemas en una hoja idelca

Se utilizan pasos temporales, mas una grilla urgdsional construida usando el método de Euler. Se
usa (5) para construir la grilla con pasos obtetoen

Fxt), = FOot), + dfg;'t) Ax, (35)

dondef (x,t), es el valor de la funcién cuando se ha avanzadodistanciaAx respecto def (x,t), -
Usando esta definicién la segunda derivada espadégllaciano es

0% f(x.t) _ f(x+Axt)+ f(x-Dx,t)-2f(xt) (36)
ox? Ax? '

Para evitar confusiones con las derivadas temmiadea las derivadas espaciales se usara lagrotaci

aZf _fN+l+fol_2fN (37)
ox? AX? '
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A. Transferencia de calor en un alambre

Un alambre de largo L, y calor especificg €s dividido en varios trozos de alambre como sestna en

la figura 11, donde cada elemento tiene una terpeargropia. La temperatura en un sector del alambr
se trata de parecer a la temperatura promedio @ecladad. EI cambio de temperatura es mas brgsco,
el alambre tiene conductividad térmicalta y las diferencias de temperatura con su\we@on mayo-
res. El cambio de temperatura es menos bruscbakirabre es denso y de gran calor especifico \agl
2005). De modo que la velocidad con que crecenipéeatura es

a1 _ 07T _ x 0T (38)
at x> c,p ax*

Nty N+
/

FIGURA 11.Alambre con grilla unidimensional, conectado a isrvorios de calor en sus extremos.

Dondef representa la difusividad térmica del materialaplaciano representa en este caso la interac-
cion con los vecinos préximos y se reescribe nusaérente como

aZT TN+1+TN*1_2-I-N
o AX? ' 9

En este caso habra que hacer evolucionar la tetnpeide cada elemento N de alambre por separado,
el cual se acopla a los vecinos préximos medidniscedel laplaciano. La evolucion de la tempemtie
un elemento de alambre es

aTN =LTN+1+TN_1_2TN. (40)
ot  c.p AX?

El programa para un alambre dividido en 10 pagesncuentra conectado a dos reservorios de calor
a temperatura TO y T11 se encuentra en la tabla VI.
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TABLA VI. Programa de transferencia de caloEanel

Variable Comportamiento Funcién
dt Constante $(A3)=A2
tiempo tigs =t + At $(B3)=A2+B2
T Constante $(C3)=C2
k T+ TP — 2T} .
1 Tl Tl ;At * * *, *, *
T 1 C.p Ax? $(D3)=D2+A2*P2/(02*R2*Q2"2)*(E2+C2-2*D2)
Kk T3 +T!—2T?
2 T3, =T+ ———————At
T H1TTE T ep Ax? $(E3)=E2+A2*P2/(02*R2*Q2/2)*(F2+D2-2*E2)
eI L T TE 217
T3 41 C.p Ax? $(F3)=F2+A2*P2/(02*R2*Q2/2)*(G2+E2-2*F2)
5 3 4
4 T: =T*+ K —Ti * Ti _ ZTi At * *RI*O)DOND)* *
T H1T T ep Ax? $(G3)=G2+A2*P2/(02*R2*Q2"2)*(H2+F2-2*G2)
Kk TP+ T —2T7
5 T-5 = T-5 + —;At * * * * *
T H1T e Ax? $(H3)=H2+A2*P2/(02*R2*Q2"2)*(12+G2-2*H2)
k T/ + TP —2T¢
6 T-6 = T-6 + —;At * * * * *
T H1T T e Ax? $(13)=12+A2*P2/(02*R2*Q2"2)*(I2+H2-2*12)
7 K Tis + Ti6 - 2Tl7
T/ =T + ———F———At
T’ i+1 = C.p Ax? $(I3)=J2+A2*P2/(02*R2*Q2"2)*(K2+I2-2*]2)
k TP+ T/ —2T8
8 T, =T+ ————— At
T ML T Cp Ax? $(K3)=K2+A2*P2/(02*R2*Q2/2)*(L2+J2-2*K2)
TS, =TS + e TEATO 2
T° H1TTE Tep Ax? $(L3)=L2+A2*P2/(02*R2*Q2"2)*(M2+K2-2*L2)
0 _ g0, K T + TP — 2T°
T3 =T; — At
T w =l Ax? $(M3)=M2+A2*P2/(02*R2*Q2"2)*(N2+L2-2*M2)
Tt Constante $(N3)=N2
C, Constante $(03)=02
a Constante $(P3)=P2
Ax Constante $(Q3)=Q2

En la simulacion las variables de control son itageratura inicial de cada punto de la grilla, &m-t
peraturas de los reservorios de calor y las praples del alambre. Una actividad sencilla es est@able
temperaturas distintas en los bordes, y analizarocge comportan cuando se cambian la conductividad,
el largo y el calor especifico. Para comparar ledilps de temperatura del alambre en varios itstan
distintos (en Excel), se seleccionan simultaneaemkrs valores de temperatura de la grilla en las fi
correspondientes, luego se realiza un gréaficordaliEn la figura 12 se ve con mas detalle contbisse
tribuye la temperatura en un material aislante gamductor.

También se puede establecer un perfil de tempeasatuver cdmo evoluciona el sistema en contacto
con reservorios, o con aislamiento en alguno déostes. Para aislar el borde izquierdo, se maddic
programa que determiri por la funcion $D3=D2+A2*P2/(02*R2*Q2"2)*(E2-D2E| programa equi-
valente en borde derecho es $M3=M2+A2*P2/(02*R2*)2(1 2-M2), con el que se obtienen graficos
como los de la figura 13.
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(a) Temperatura en cable de caflamo (b) Temperatura en cable de cobre
120 -

100

20 lj = // g

60 & / ——t=0min
ﬂ l ——1=25 min

j/i 4 . / =50 min

20 7 20

Lo |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 12

Temperatura

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12

FIGURA 12. Dos simulaciones para un alambre de un metro, peegttura inicial 1°C que se encuentra conectado a
dos reservorios a temperatura 0°C y 100°C. El grdfyacon conductividaat = 0,02 j/s m °C, p = 30kg/m3 y

C, = 1500/ /(kg °C) (aislante). y (b) con conductividad = 0,5 J/(s m°C), p = 900 kg/m3y C, =385]/

(kg °C) (conductor). Se observa la distribucion de tentpesiza los 0 segundos 2,5 minutos y 5 minutos.

Cable de cobre aislado

3,5

1,5 —1=0s

—1=100s

Temperatura

A—

t=200s
—1=400s

0,5

\
TR~
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FIGURA 13. Simulacién de un cable de cobre aislado en sugreat cor = 400//s m °C, p = 9000kg/m3 ,
C. =385]/(kg °C) , At = 2s y 300 iteraciones. Se observa como la temperatusais bordes no esta fija, después
de un tiempo la temperatura en el alambre se vielm@génea.

B. Flujo de Poiseuille en un tubo

En este caso, interesa saber como se comportaida fliscoso dentro de un tubo. Para poder reselver
problema de manera simple, se considera que eldkta compuesto por laminas de cilindros coneéntri
cos que se mueven a velocidades distintas comausstra en la figura 14. Esta vez se busca obténer e
perfil de velocidades en funcion del radio, cuaabftujo es estacionario.

Vb

Vo ‘V1 — @

FIGURA 14. Flujo laminar de compuesto por 6 elementos de vetyroada uno con su propia velocidad.

En el modelo, las fuerzas que aceleran una lanoindrss. La fuerza producida por la diferencia de
presion entre la entrada y salida de la tub&Pial as fuerzas viscosas que actdan en la cara exterfa
laminaF,, y en la cara internB,,,. Las fuerzas viscosas son proporcionales a urgtame de viscosidad
1, al &rea de contacto entre las placas y al gredis velocidades (Landau y Liftshitz, 1991). Smeo
portamiento esta determinado por

F, = UA@, (41)
or
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asi las fuerzas de corte sobre la cara supEyiar inferiorF,,;, son

N+1 N

v -V
F,=pn2rt—— (42)
vt ﬂ’? t AI’
N-1 _\,N
F = Bn2r, it — " (43)
Ar
con L es la longitud de la tuberta,es el radio exterior; el radio interiory;,, = ”J’% yAr =1 — 1, de

la figura 15.

Ar

FIGURA 15. Radios y longitud de un elemento de volumen.

La fuerza efectuada por una diferencia de presibrescada elemento de la grilla, es aproximadamente
F, =APLA=AP[2r, 7. (44)

La masa de cada elemento de grilla es proporcainalumen encerrado por la densidad del fluido
M, = plAV = p2r, 7LAr. (45)

Al utilizar la ecuacién (8) se obtiene una ecuagiéra la fuerza neta de cada lamina N dada por

N
M —Azt =F,+F,+F,, (46)

N
pAVN AXt = Fp + th + I:vb' (47)

. 0, L .
De (47) se obtiene la acelerac?t'rdel enésimo elemento de volumen.

N
AXt ) % v P DTmZAr)z (rt (VN+1 -t )"' Ty (VN_1 -t )) (48)

Al cambiar las variables que dependen del radituecion del niimero N de la capaly por medio
de las expresiones

r. =NAr, (49)

“(n-2 50
I, —(N 2)Ar, (50)
r, =(N -1)ar. (51)
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Se obtiene la expresion para describir la evolud&ia velocidad de la enésima capa dada por

=y APAL | At N+ (N =DV - 2N v (52)
i+l i pL pmr N _1 .
2

Con la ecuacion (52) se construye el programa peedecir las velocidades de la tabla VII, debido a
gue no depende del radio medio de la capa y elafiande la tuberia sera simplemezggeEl términoVy,

corresponde a la velocidad con que se mueve laifylmpie en el caso sencillo es cero. La velocaidd
borde puede tener algin valor o funcién asocidda guiere estudiar la respuesta del flujo frenadgin
tipo de forzamiento.

Al simular un tiempo suficientemente largo, el dlige desarrolla y vuelve estacionario. A partitade
condicién de equilibrio se puede encontrar la vidlt maxima del fluido y observar el perfil parabdl
de velocidades, como se muestra en la figura 16biem se puede calcular el caudal dentro del tubo,
mediante una suma del producto entre la velociffaplor el area del anillaN de cada capa. Conociendo
vN y AN de los elementos de la grilla, es posible estudiaglacion entre caudal y las variables diametro,
viscosidad, presién, densidad y longitud de latiab@demas se puede comparar con los resultadtos te
cos del flujo de Poiseuille en un cilindro.

TABLA VII Programa de flujo viscoso e incompresibleEanel

Variable Funcion

At ($A3)=A2
] ($B3)=B2
p ($C3)=B2
AP ($D3)=D2
Ar ($E3)=E2
L ($F3)=F2
2 ($G3)=G2+A2*D2/(C2*F2)+B2*A2/(C2*E2"2)*(H2-G2)/0,5
v, ($H3)=H2+A2*D2/(C2*F2)+B2*A2/(C2*E2"2)*(2*12-G2-3*2)/1,5
Vg ($13)=12+A2*D2/(C2*F2)+B2*A2/(C2*E2"2)*(3*J2+2*H2-512)/2,5
Uy ($33)=J2+A2*D2/(C2*F2)+B2*A2/(C2*E2"2)*(4*K2+3*|2-7J2)/3,5
Vs ($KI)=K2+A2*D2/(C2*F2)+B2*A2/(C2*E2"2)*(5*L2+4*J2-FK2)/4,5
vp ($L3)=L2

(a) Evolucion di::;icadad de las (b) Ve!ocrdad::pr'::ma! de las

g : —— — Iz % |

= o

i — (] 2 ]

: | .

FIGURA 16. (a) evolucion de las velocidades de cada elemdatarilla sometido a\P = 100 Pa con p =
1000 kg/m3,7 = 0,2 Pa-s y Ar = 0,04 m. (b). Se observa un perfil de velocidades parabdlile caracteriza a un
flujo de Poiseuille desarrollado al medir en lagt@on 105.
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VI. COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

En este articulo, presentamos una manera de uiizaétodo de Euler en hojas de calculo, parampode
resolver numéricamente ecuaciones diferencialespda segunda ley de Newton y la ecuacion de difu-
sién, que tienen interés en la ensefianza de ¢a fjsias ciencias en general. Algunas de las \@&ntaje
presentan las hojas de célculo, es la facilidad psualizar, representar y ordenar datos, que sefor-
zada por la simplicidad de la técnica de integragor método de Euler, que es muy intuitiva, y lpor
tanto adecuada para utilizar en la educacion escola

Por otro lado el método de Euler entrega una aprasion lineal de una solucion, y no contempla la
informacion de las derivadas de orden dos o supexsd que requiere de muchos pasos de integraeion,
intervalos suficientemente pequefios, para queplasianaciones obtenidas sean realmente validas. Par
detectar la propagacién del error numérico, a meregl (til registrar la evoluciéon de alguna cantidad
conservada de un modelo, como lo es la energiareowmiento planetario.

Para realizar problemas con dependencia espagiphsible crear una grilla en hojas de calculo-usan
do nuevamente el método de Euler. Cada elementoaldo interactlia con su vecino proximo median-
te un término de acoplamiento, para describirfizstfin se utiliza el laplaciano, pero se puedemeimar
otros términos que comuniquen a los elementos della. El problema con estas tablas es que hay qu
escribir el programa de cada variable a observagmmo, asi que no se puede diferenciar un sisegma
demasiados subsistemas.

Como docente, se reconoce las simulaciones conpuoédes como una herramienta potente, para
desarrollar diversas habilidades de orden supeoimo el andlisis, interpretacion de datos y lawa@bn
que son transversales, en el curriculum escolarivetsitario, logrando fortalecer el aprendizajelae
contenidos trabajados en clases de forma teoriweotPa parte el uso de simulaciones en alumnasasc
res, permitira reforzar conceptos de algebra y g@dda, y trabajar tempranamente nociones de célculo
diferencial y métodos numéricos.

Es importante destacar, el cambio de actitud dedgoria de los alumnos de ensefianza media, des-
pués de haber efectuado sesiones en las clasisscde én lo referente a la formulacion de pregrdda
manipulacién de informacion y sobre todo en lasaésgias de resolucion de problemas cientificomsEs
posibilitan a largo plazo tratar temas de mayofymdidad como modelos de cambio climatico, astrofis
ca y ecologia mediante métodos numéricos.

A pesar de las de los beneficios que entrega estarhienta al proceso ensefianza-aprendizaje en
alumnos de preparatoria, es una técnica poco edgleabido a su poca popularidad entre los docentes
del nivel. Falta aun determinar las mejores egiasepara optimizar su desempefio como recursotdidac
€O, Y por supuesto probarlo en otras asignatuna® ¢mologia, quimica, matematicas y economia.
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