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1os movimientos oscilatorios anednicos a
10s que hacemos referencia commmente (péndu-
1o, resorte, etc.) tienen uma frecuencia que
es propia del sistema, mientras la amph}:ugl ¥
fage inicial varian de acuerdo a las condicio-
nes iniciales del movimiento. Sin embargo,
existen osciladores arménicos en que esto no
es asi.

JOué es um povimiento ascilatorio ammbnico?

Una buena manera de introducir el concepto
de movimiento oscilatorio arménico (M.0.A.)
sin recurrir al cdlculo diferencial consiste
en imaginarlo con la proyeccién de un movi-
miento circular wmiforme sobre un didmetro

cualquiera de la circunferencia' . :

T: velocidad
A: aceleracioédn
A: radio

Fig. 1. Cuando el punto P realiza un movimien-
to. circular uniforme, su proyeccion E se
mieve con MOA entre +A y -A.

De la Fig. 1 se puede ver por simple proyec-
citn de los vectores que: -
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X = A cos a
vy = -|V| sen a
ag = —|§| cos a

y sabemos que en el wmovimiento circular
uniforme valen las siguentes relaciones:

a(t) = wt + a
[V] =wA
faﬂ = wiA

donde las dos Gltimas relaciones valen siempre
que la velocidad angular esté expresada en
radianes/unidad de tiempo,

Ahora conviene olvidar el articulo del
movimiento circular y quedarnos s6lo con las
expresiones finales (omitimos entonces los
subindices x): :

x(t) = A cos (wt + ay) (1)
v(it) = -wA sen (wt + o)) (2)
a(t) = -wla cos(wt + a)  (3)

Entonces, un MOA es aquél en que la: posicién
x en fimecidn del tiempo estd dada por la Ec.
(1): ademis la velocidad vy aceleracién son
dadas por (2) v (3). Un vistazo a estas expre-
siones muestra que un MOA queda deteriwinado si
damos 1los valores de tres valores fijos o
pardmetros: A (amplitud), w (pulsacitn) y q,
(fase inicial). A nivel puramente cinemitico
estos tres parametros tienen igual importancia
para determinar el movimiento, sin embargo la
consideracién de elementos dindmicos cambiard
radicalmente esta situacién.




{os pardzetros no son todos igzialer;

Bhora nos proponemos algo mis ambicioso
que la simple descripeién cinamitica del MOA.
Queremos averiguar qué sistemas fisicos pueden
realizar este movimiento. Si, si, claro, va
sabemos que la respuesta es: un péndulo
simple, una masa wiida a wn resorte, etc.,
pero ... nos llevarvemos mds de una sorpresa.
Eso si el precio que habrd que pagar por tan
emosionante evento es padecer un estudio alqo
minusioso del asunto.

Desde el punto de vista de la dinadmica de
los sistemas fisicos, los parémetros A,y a,
tienen diferentes status. For ejemplo, cuando
hacemos oscilar un péndulo a partir de dife-
rentes amplitudes, w es siewpre la misma (es-
ta bien, de acuerdo, dentro de un rango de
pequehas amplitudes); sin embargo, A y q
dependen de la manera concreta camo se haya
preparado la oscilacién, esto es, las condi-
ciones iniciales de posicidn y velocidad.
Decimos entonces, con toda justicia que en el
caso del péndulo Ay q, son parémetros inicia-
les (dependen de las condiciones iniciales),
mientras que twes un parémetro caracteristico
(no depende de las condiciones iniciales) del
sistema. Por su puesto ni los parametros
iniciales ni el caracteristico dependen del
tiempo, son todos constantes.

Una manera de reconocer cudl es el pardme-
tro caracteristico es que es el tmico que
aparece en la 1llamada ecuacién de movimiento,
que es la que se obtiene de aplicar al sistema
la Sequnda Ley de Newton. Esta ecuacién no es
otra cosa que obtener la aceleracién en
téminos de la pogicién vy de la velocidad.

El oscilador amsfmico tradicicmal

Este es el caso que todos conocemos desde
la mds tierna infancia y cuyo representante
mis familiar es, digamos, el péudulo simple.
En este caso, como ya dijimos, el rol de
parédmetro caracteristico es desempefiado por
La tarea de obtener la ecuacién de movimiento
no es otra que la de tomar las Ec. (1), (2) ¥
(3) y deshacernos de los pardmetros iniciales
Ay o,. Esto es miy sencillo si inspeccionamos
las Ec.(1) v (3) y sale:

(4)

a=-—w2x

que es 1o que sabiamos de toda la vida: la

aceleracion es proporcional a la elongacidn Y
con el signo contrario (de ahi que el movi-
miento ge encuentre limitado a wna regién
limitada del espacio). Otro hecho saliente de
la Ec.(4) es rque la aceleracién depende de x
pero no de la velocidad.

En cuanto aew, en cada caso particular
estard relacicnada con ciertas propiedades del
sistema. Por ejemplo, para el péndulo: w=/g/L,
con g = aceleracién de 1a gravedad y L longi-
tud de la cuerda, para wna masa m wnida a un
resorte de constante eldstica K, w= vK/m,
etc, Por ofra parte, las constantes A y a,
pueden deterwinarse dando las condiciones
iniciales del movimiento (posicin y velocidad
a un tiempo arbitrario, usualmente t = Q).

Utra clase de oscilador aymdmico, la fazilia
crace.

Fn el casc anterior el sistema oscilaba
con el misnw w cualquiera fuera la condicién
inicial. Desde el mmto de vista matemédtico,
1o que sucede es que toaparece en la ecuacién
de movimiento (4) y no puede ser manipulada
“desde afuera”, cosa que no ocurre conA yq,.
Rhora, podemos concebir un sistema fisico que
oscile con la misma amplitud con independencia
de las condiciones iniciales. En otras pala-
bras, que el pavametro A sea caracteristico y
wy ¢, sean iniciales,

La primera cosa que podemos preguntarnos
respecto de tal disppsitivo es cudl es su
ecuacién de wmovimiento, y esto se logra
echando por la borda a los pardmetros inicia-
lescoy o, en las Ec. (1), (2), (3). Es penoso
comprobar (ue esto no es tan sencillo como en
21 caso previo, No obstante, saldremos airosos
mediante un pasc intemmedio que consiste en
despejar el coseno de la Ec.(1) y el seno de
13 Fe. (2), elevar ambas expresiones al cuadra-
do y sumarlas (recordando que sen’ + cost =1,
segim Pit4goras) . Después de un reordenamiento
trivial sale:

vl ooty

(5)

donde el lector sagaz reconocerd, previa
rmaltiplicanién por m/2, a la vieja ecuacion de

- wlal

conservacién de la energia. Ahora ! puede
ser despetada como:
wh = vis(al-x?) (6)
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y poniendo este valor de ¢ en la Ec.(4)
Obtendremos la tan deseada ecuacién del
imovigiento: V

(7)

8 =

~x vi/(at-xrt)
donde el (mico pardmetro que aparece es A,
o queriaros, ‘ . '

Nétese que ahora la aseleracién no depende
861 de la posicién sino también de la veloci-
dad. la pulsacién y fase inicidl serédn depen-
dientes de las condiciones iniciales del
movimiento.

A esta altura Ud. tendré, posiblemente,
alguna de las siguientes opiniones scbre este
asmto: '
1.~ Bah, sci s6lo matematicas, miestrenne algo
fue se maeva asi y lo creeré.
2.~ ¥o entend! un pepino de toda esa historia
del pardmetro caracteristico.
3.~ ;Qué interesante! Lo camprendi casi todo,
salyo eso del MOA.
4.~ :Bsto hay que saberlo?.

Biew, si su opiniéu coincide con alguna de
las dos primeras, tratsremos de satisfacer su
curiosidad mostrindole un sencillo dispositivo
mecanico que oscila con amplitud independiente
de Jas condiciones iniciales (no vale pensar
en uma bolita oscilando entre el piso y el
techo porgue tal oscilacién no es armdnica) .
51 en cambio, su opinidn se asemeja a alguna
de las ‘dos Gltimas, pues no cabe duda que
existen infinidad de tareas que le resultardn
mas provechosas que continuar con la lectura
de este articulo.

Efl_ oscilador appnico de amplitud caracteris-
licz existe y goza de buepa salud

Ya que lo prometimos no tencmos més
remedio que presentar un ejemplo de oscilador
armtnico en el que la amplitud A es el parédme-
ro caracteristico. ,

Se trata de dos pequefias bolitas de wmasa
@ que pueden moverse sobre ejec ortogonales
en@x:e sl con la (mica restriccién de estar
unidas por medic de wna barra rigida de masa
despreciable.

Tal sistema se ilustra en la Fig. 2. Dos
tuerpos de tasa munidos por una barra rigida
de peso despreciable v longitud A. Cada masa
puede moverse por uno solo de los ejes.

1
o

<7

- La aplicacién de la Segunda Ley de Newton
(F = rd) para ambas bolitas da las siguientes
dos ecuaciones:

(8)
(9)

donde T es la fuerza de vinculo debida a la
barra y a y a, las correspondientes acelera-
ciones de la bolitas.

Dividiendo miembro a miembro las Ec.(8) y
(3) obtenemos:

—-'I‘senemmay

-~ T cos © = may

ay = ¥ ay/b (10)

por otra parte, la existencia de wma barra
hace que las coordenadas X e y estén relacio-
nadas por el Torema de Pitdgoras:

o+ yt= Al (11)

Derivando con respecto al tiempo la Ec.(il)
tenemos (ue:
Xuy + yyy = 0 i~(12)

y derivando de nuevo con respecto al tiempo,
sale que:
Vgt oRag + vy +oyay = 0 (13)

Ahora siga la siguiente receta: despeje v, de




(12) e introduzca es expresitn en (13) junto es decir, ni mis ni menos que la ecuacién del
con la expresién para a dada por (10). Una movimiento, que coincide con la Ec. (7). Queda
vez hecho esto despeje a,, habida cuenta de' probado, pues, que este sistema realiza wuma
(11). Al final, Ud. serd el feliz propietario oscilacién armdnica con anplitud independiente

de la siquiente f6rmula: de las condiciones iniciales,
a; = __sz/'(Asz) (14)
Y
y a é b
1 A
t=0 t=¢/4
1 2 2
& & — &5 -
y c Yy d
2 = ‘ y
- K]
= ==C
t=8/2 t A
'

Fig. 3.

Se presentan cuatro estados del sistema correspondientes a un periodo (2) del movimiento; 1
se peve en el eje y, mientras 2 1o hace en el eje X, (a) 1 se mueve hacia arriba y 2 estd en
reposo, (b) 1 estd en reposo y 2 se mueve hacia la izquierda, (c) 1 se mueve hacia abajo y 2 estd
en reposo, (d) 1 estd en reposo y 2 se mueve hacia la derecha.
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