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Los oovirnientos oscilatorios anOOnicos a 
los que bacem:>S referencia canúnmente (péndu­
lo, resorte, etc.) tienen una frecuencia que 
es propia del sistema, mientras la amplitud Y 
fase inicial varian de acuerdo a las condicio­
nes iniciales del oovimiento. Sin embargo, 
existen osciladores armónicos en que esto no 
es asi. 

Una buena manera de introducir el concepto 
de oovimiento oscilatorio amónico m.o.A.) 
sin recu1·rir al cálculo diferencial consiste 
en imaginar lo con la proyección de un n-ovi­
miento circular unifom.e sobre un diámetro 
cualquiera de la circtmferenciat . 

-A 

v: velocidad 
a: aceleración 
A: radio 

tA X 

Fig. 1. CUando el ptmto P realiza un rovimien­
to_ circular unifonne, su proyección P;r se 
müeve con MJA entre +A y -A. 

De la Fig. 1 se puede ver por simple proyec­
ción de los vectores que: 
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X "' A cos a. 

v¡¡ ... -¡v¡ sen a. 

a¡¡ = -¡a¡ cos a. 

y sabemos que en el rovimiento circular 
unifome valen las siguen tes relaciones: 

a. ( t ) ... UJt + a.0 

donde las dos últimas relaciones valen siempre 
que la velocidad angular esté axpresada en 
radianes/unidad de tiempo. 

Ahora conviene olvidar el articulo del 
rrovimiento cireular y quedarnos sólo con las 
expresiones finales (anitiiros entonces los 
subindices x): 

X( t) "" A e os (wt + a.0 ) ( 1) 

v ( t ) = - w A sen {c..>t + a0 ) ( 2 ) 

a ( t ) = -W 2 A e os (wt + a0) ( 3) 

Entonces, un IDt\ es aquél en que la·posición 
x en fimeión del tiempo está dada phr la a!. 
{1) ; además la velocidad y aceleración son 
dadas por (2) y (3) • Un vistazo a estas ex-pre­
siones rrRlestra que liD IDA queda detertninado si 
danos los valores de tres valores fijos o 
parálretros: A (~litud), w (pulsaCión) y a¡ 
(fase inicial} . A nivel puramente cinemática 
estos tres parámetros tienen igu..tl irrtportancia 
para. dete~nar el oovimiento, sin embargo la 
cons1derac1ón de elanentos dinámicos eambiará 
radicalmente esta situación. 



lo6 parámetros no soo t.oiloo iqua.les 

Ahora noo proponerroo algo más arnbicio....QQ 
que la simple descripción cin<;>Inática del !1JA. 
Queraroo averiguar qué sistes.as f:ísic.'OS pueden 
realizar este IOC>\<imiento. Si, si, claro, )·a 

sabernos que la respuesta es: un péndulo 
s~le, illla masa unida a tlJi resorte, etc., 
pero . • . nos llevareoos nás de una sorpresa. 
Eso si el precio que habrá que pagar por tan 
enooionante evento es padecer un estudio algo 
minusioso del astmto. 

Desde el pmJto de vista de la dinámica de 
los sistana.s fisicos, los parámetros A,wy <\ 
tienen diferentes status. Por ejemplo, cuando 
hacenos oscilar un péndulo a partir de dife­
rentes a!ll>litudes, w es siempre la misma (es­
tá bien, de acuerdo, dentro de tm rango de 
pequeñas <ID¡>litudes); sin errbargo, A 'l' ~ 
dependen de la manera concreta caro se haya 
preparado la oscilación, esto es, las condi­
ciones iniciales de posición y velocidad. 
Deci.rroo entonces, con to:la justicia que en el 
caso del péndulo A y a. son parámetros inicia­
les (dependen de las condiciones iniciales) r 
mientras que wes un parámetro caracteristico 
{no depende de las condiciones inicialeG) del 
sistema. Por su puesto ni los parámetros 
iniciales ni el caracteristico dependen del 
ti~, son todos constantes. 

Una manera de reconocer cuál es el paráme­
tro característico es que es el único que 
aparece en la llamada ecuación de mvimiento, 
que es la que se obtiene de aplicar al sistema 
la Segunda ley de Newton. Fsta ecuación no es 
otra cosa que obtener la aceleración en 
térmdnos de la posición y de la velocidad. 

El osailadar é11.1li1Íli.ro tradicicml. 

Fste es el caso que todos conocerroo desde 
la más tierna infancia y cuyo representante 
mis familiar es, diganos, el pé¡Klulo sirrvle. 
En este caso, caoo ya dijiroo!J, el rol de 
parámetro característico es desempefíado ¡;or w 
La tarea de obtener la ecuación de IOOV:i.miento 
no es otra que la de tanar las Ec. (1} , (2} y 
(3} y deshacernos de los paránletros iniciales 
A y ~ . Esto es muy sencillo si inspeccionanns 
las F.c. {1) y {3) y sale: 

a = -c.lx ( 4) 

que es lo que sabiaros de tooa la vida: la 

aceleración es proporcional a la elongación y 
c.·on el signo rontrario (de a.hi que el rnovi­
miento se enc"'ttelllre limitado a tma región 
limit<1da tlel espacio). otro hecho saliente de 
la Ec. (4} e.t: que la aceleración depende de x 
pero no de la velocidad. 

En cuanto a w, en cada caso p..u'ticular 
estará relacionada con ciertas propiedades del 
sist€flla. Por ejemplo, para el péndulo: w=4glL 
con g =aceleración de la gravedad y L longi­
tud de la cuerda, para lma masa m unida a un 
re...C!Orte de constante elástica K, w = /KTrri, 
etc. Po1~ otra parte, las constantes A y ~ 
pueden detemdnarse dando las condiciones 
inicia les del movimiento (posición y velocidad 
a 1m tianpo arbitrario, usualmente t. = O}. 

otra clase de ax..ilador amáúco, la fam:ilia 
crece. 

En el caso anterior el sistema oscilaba 
con e] misnú w cualquiera fuera la condición 
inicial. JRsrle el punto de vista matemátic..'O, 
lo que sucede es que w aparece en la ecuación 
de rrovimiento {4) y no puede ser manipulada 
"desde afuera", cosa que no ocurre con A y ~ . 
Ahora, podenns concebir un sistema fisico que 
oscile con la misma amplitud con independencia 
de las condiciones iniciales. Fn otras pala­
bras, que el parámetro A sea caracteristico y 
w y a~ sean iniciales, 

lil primera c.osa que podaros preguntamos 
respecto de tal dis¡:psi ti vo es cuál es su 
ecuaeión de roovimiento, y esto se ·logra 
echando por la bo1'da· a los parámetros inicia­
les G.>y rJl en las Ec. (1}, (2}, (3). Es penoso 
ccurprobar que esto no es tan sencillo caoo en 
el caso previo. l'Io obstante, saldraoos airosos 
ms-diante un paso intermedio que consiste en 
despejar el coseno de la Fe. (1) y el seno de 
la F.c. (2} , elevar arabas expresiones al cuadra­
do y sumarlas (recordando que sen2 + cos2 = l, 
seg(m Pitágoras) . Después de lm reordenamiento 
tri vial sale: 

( 5) 

donde el lector sagaz reconoc-erá, previa 
mltiplicación ,por m/2, a la vieja ecuación de 
conservación de la energia. Ahora 1 puede 
ser despejada como: 

( 6} 



Y poniendo éfJte valor de 
obtendrei1ú8 la tan deseada 
irovimien to: 

eY~ la Ec. (4) 
ecuación del 

{ 7 ) 

donde el único parálnetro que apéirece es A, 
como queriarros. 

Nótese C!Ue ahora la aseleración no dep12nde 
sólo de la rX>Sicié,n sino también de la veloci­
dad. L:1 pulsación y fase iniciál serán depen­
dienteB de las condiciones iniciales del 
movimiento. 

A esta altura Ud. tendrá, posiblemente, 
alguna de las siguientes opiniones sobre este 
ammto: 
1,- Bah, son sólo matemáticas, muestrenme algo 
que se mu·C!va as1 y lo creeré. 
2.- N,:~ entendi un pepino de toda esa historia 
del parámetro caracteristico. 
3.- ¡Qué ir1teresante! Lo canprendi casi todo, 
salvo eso del r'm. 
4.- ¿F.CJto hay que saberlo?. 

Bien, si su opinión coincide con alguna de 
las dos primerar., trataremos de satisfacer su 
CIJriosidad rrootrándole 1.m sencillo dispositivo 
mecá!üco que oscila con amplitLxl independiente 
d:2 las condiciones iniciales (no vale pensar 
en tma JX>lita oscilando entre el piso y el 
techo porque tal oscilación no e.s m"J1rlni.ca). 
Si en can'lbio, su opinión se asemeja a alguna 
de las dos últimas, pues no cabe duda que 
e.xisten infínülad de tareas que le resultarán 
mas provechosas que c.·o¡1tinuar con la lectura 
de este artie1.üo; 

El OOC!ilador a.rrrtt.Jmro de ai1Plitud caract;eri.s­
tierl existe y gw...a de ~.a salud 

Ya que lo prcmetimos no tell€f!úS más 
ra1'ed~o que presentar un ejemplo de oscilador 
~rmómco en el que la ampJ.i t.ud A es el paráme­
tro característico. 

Se trata de dos pequeñas bolitas de nlf3.Sa 
m que pueden rrnverse sobre ejes ortogonales 
entre si con la \mica t"0stricción de estar 
unidas por medio de ¡.ma barra riaida de masa 
despreciable. J 

Tal sistema se ilustra en la Fig. 2. Dos 
C!l."Ctpos de masa m unidos por una barra rigida 
de IJ€So desPt-&:!iable y longitud A. cada masa 
}}1.l'cde :roverse por uno solo de loo ejes. 
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Fig. 2. 

La· aplicación de la Segunda ley de Newton 
<r = ma> para amtas bolitas da las siguientes 
dos ecuaciones: 

- T sen e = may 

- T cos e = max 

{ 8) 

{ 9) 

donde T es la fuerza de vinculo debida a la 
barra y <\ y ~ las correspondientes acelera­
ciones de la bolitas. 

Dividiendo miembro a miembro las D:l. (8) y 
(9} obtenenns: 

(10) 

por otra ~1rte, la axistencia de una barra 
hace que las coordenadas x e y estén relacio­
nadas por el Torema de Pi tágoras: 

{1 11 ll 

x' + y" = A" {11) 

Derivando con respecto al tiempo la :Fe. {11} 
tenerros que: 

i ( 12) 

y derivm1do de nuevo e~ respecto al tiempo, 
sale que: 

V X + XaK + V + ya = 0 y . y (13) 

Abara siga la siguiente receta: despeje vr de 



(12) e introduzca es a"qlresióra en {13) jmto 
con la ex']>resión para a, dada por {10). Una 
vez hecho . esto despeje a, , habida cuenta de · 
(11). Al final, Ud. será el f.aliz propietario 
de la siguiente fónnula: 

ax = -xv2/(A2-:x2) (14) 

y a 

t=O 

1 2 
X 

... 

y e 

2 
X 

t=(;/2 

es decir, ni más ni menos que la ecuación del 
roovimiento, que coincide con la Ec. {7). Queda 
probado, pues, que este sistena realiza una 
oscilación amónica con amplitud independiente 
de las condiciones iniciales. 

y 

1 

2 

b 

y d 

t= "C/4 

X 

2 X 

1 

t=-ª-~ 
4 

Fig. 3. 

Se presentan cuatro estados del sistema correspondientes a un periodo {l:) del troVimi.ento; 1 
se DlleVe en el eje y, mientras 2 lo hace en el eje x, (a) 1 se nueve hacia arriba y 2 está en 
reposo, (b) 1 está en reposo y 2 se nueve hacia la izquierda, {e) 1 se oneve hacia abajo y 2 está 
en répOSO, (d) ·1 está en reposo y 2 se nueve hacia la derecha. 

Puede verse, por ejemplo, "P .s.s.c., 
Fisica, parte III, . :al. Reverté, Segtmda 
:nlición, 1966, Pág. 26" o ''H. E. White, Fisica 
fblerna, Vol. I, :nlitorial MOntaner y Sim5n, 
Barcelona, 1979, Pág. 325". 
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trabajo. 
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