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RESIBZN: Se presentan 1os conceptos bésicos de
la simetria de escala y la similaridad en la
Fisica y se examinan ejesplos de su aplicacién
a wna variedad de problemas.

Algunos de estos han sido incluidos en las
clases por wno de los autores.

BABSTRACT: The basic ideas of scale symmetry
and similarity in Physics are introduced, .and
sawe examples of its applicatians to various
phenamena are discussed. Same of the examples
have been used in the classroom by ane of the
- authors, '

Introduccidn

Es bien sabido que la simetria de los sis-
temas fisicos, esto es, la propiedad de cier-
tos sistemas de permanecer sin cambio (inva-
riancia) cuando se realizan determinadas
transformaciones, tieneimportantes consecueii~
cias que se traducen en la conservacién de
magnitudes fisicas: De resultas de ello la so-
lucien de muchos problemas se hacen mas sim-
ples. Asi es, por ejemplo, que la homogeneidad
del espacio implica que un sistema aislado es
invariante bajo traslaciones. y esto a su vez
tiene como consecuencia la conservacion de ia
‘cantidad de movimiento del sistema. Esto per-
mite simplificar el estudio del movimiento de
un conjunto de particulas que interactuan una
con otra gracias a que se puede separar el
movimiento del centro de maza del sistema del
wmovimiento relativo de las particulas con res-
pecto de dicho centro. De manera semejante, la
isotropia del espacio implica que un sistema
aislado es invariante frente a rotaciones, lo
que lleva a que conserva su momento angular.

Es bien sabido camo esta circunstancia per-
mite simplificar el estudio del movimiento

planetario. Podrian citarse otros ejeamplos,
y todos ellos ensefian que el analisis de las
propiedades de simetria es un auxiliar podero-
80 ¢en el estudio de todo fendmeno fisico. Las
simetrias arriba citadas y otras de los siste-
mas fisicos tienen su origen en propiedades
gecmétricas generales del espacio-tiempo, asi
como caracteristicas de los sistemas mismos.
Sin envargo, las magnitudes fisicas no se ca-
racterizan solo por tener propiedades geomé-
tricas, sino también por sus dimensiones, que
ge relacionan con las unidades en las que se
miden. De resultas de esto hay en la fisica,
ademis de las simetrias de origen gecmétrico,
otras que derivan de que la eleccitn de las
unidades de medida es arbitrarias, y no guarda
relacién con las sustancias de los fendmenos.
Esta es en esencia la gimetria de escala, v su
manifestacién consiste en que la descripeiém
de los fendémenos fisicos debe ser invariante
respecto de cambios en las unidades de medida,
o 1o que es equivalente frente a cambios de
escala de las magnitudes mismas.

En egste trabajo presentaremos en forma
elemental e intuitiva el concepto de simetria
de escala en la fisica y analizaremos algunas
de sus consecuencias, con el énfasis en ejem-
plos que muestran como estas ideas pueden ser
aprovechadas para atacar problefias concretos.

La idea de similaridad (o semejanza) en la
Fisica es wa generalizacién de la semejanza
geamétrica. Por eso comenzaremog por recordar
este ultimo concepto, y luego nds referiremos
a la similaridad fisica. A contimucacién pre-
sentaremos tres ejemplos concretos que ilus-
tran distintas facetas de la aplicacin de
estas ideas; el primero vy el tercero estén
desarrollados en la literatura, peroel sequn-
do creemos es original.

Mie adelante presentaremos el concepto de




autosimilaridad, de gran importancia en muchos
capitulos de la fisica, particularmente en la

mecénica de los fluidos (hidrodindmica v dina-

mica de los gases). Concluye el trabajo con
algunos comentarios acerca del empleo de las
ideas de similaridad en la enseflanza de la
fisica con referencia en particular a las ma-
terias de los primeros afios.

Nuestra presentacién serd intuitivay sin
pretensitn de rigor, Evitaremos en lo posible
estar en carplicaciones matematicas. Para
(quienes deseen profumdizar estos temas hemos
incluido al final del articulo una lista de
referencias.

En lo que sigue supondremos que el lector
esta familiarizado con los conceptos de unida-
des vy dimensiones en fisica, a mivel elemen-
tal.

Sieii laridad Geosttrica

En su forma mie sinple la nacidn de seme- '

janza geométrica se puede expresar diciendo
aie “"Dos figuras geométrica son semnejantes si
las razones {cocientes) entre todas las co-
rrespondinetes longitudes son idénticas".

Es asf que (ver Fig. 1) los poligonos Fy
F' son semsjantes ya que:

1Y

Fig. 1

Ia razén r se llama “razén de semejanza", o

"factor de escala", o simplemente "escala'.
Una transformacidn de similaridad (o de se-

rrejanza) F —F'

se efectia mediante wn cambio de escala:

l‘;zrll ) 1‘221"12 Yooe e e

0 gea, todas las longitudes 1', de F'se obtie-
nen multiplicando las correspondientes longi-
tudes 1, de F por el factor de escala r.

Un concepto relacionado, pero algo mis ge—
neral, es el de la similaridad afin, o afini-
dad. Se habla de similaridad afin cuando exis~
te semejanza, pero referida solo a wm particu-
lar gistema de pardmetros., Vamos a aclarar
esto con un ejerplo.

Supongamos haber elegido en el plano un
particular sistema de ejes cartesianos (x,v).
Si P=(X,¥) representa un pumto de uma cierta
figura Fy P'=(x',y') representa el correspon-
diente punto P'de la fiqura F' (ver Fig. 2}, se
dice que F, v F' son afines, o tienen semejan-
za afin, si se cumple:

X' .

— = Ty -_=<:1:eX

X

yl

— = Ty o= CLE
y y

i

para todo par de puntos correspondientes
P, PPdeFyF.

Se ve de la figura 2 que todo par de elip-
seg F y F' es afin, si referimos las elipses
a \m sistema de ejes con origen en el centro
de las figquras y orientados a lo largo de los
semiejes de las mismas. Esta eleccitn de ejes,
respecto de 1os cuales se define la afinidad,
es el particular sistema de parémetros al que
nos referiamos arriba.

=
o™

Fig.

Recordemos que un método sencillo para
construir elipses se basa precisamente en la
afinidad entre la elipse y el circulo.

Un importante concepto relacionado con
toda clase de transformaciones (y en particu-
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lar con las de semejanza y semejanza afin) es
el de invariante. Un invariante es una en?ldad
que no cambia si se realizan transformaciones
(en el caso que nos interesa, semejanzas Y
afinidades). Aclaremos esto con un par de e
jeaplos. '

a) Consideremos el 4angulo a de vértice O que
tiene por lados las semirrectas CA y OB (vc_er
Fig. 3). Sea § el arco de una circunferencia
con centro en O, radio r, subtendido por a.

Consideremos ahora la transformacion de seme-
janza: {r,s) —s (r',s'), que hace correspoi-
der a sy r un muevo arco §' Y un nuevo radio
r' (Fig. 4). es evidente que el cociente entre
el arco y el radio, esto es, el angulo subten
dido por el arco, es un invariante:

8 s' .
& = e == ——m = invariante
r r'

Por lo tanto, los 4ngulos son invariantes
de escala. Por otra parte es facil ver que los
4ngulos no son invariantes afines. ;
b) Consideremos la relacién entre el area y
las dimensiones lineales de los elementos rec-
tangulares de la Fig. 5.

Se tiene que:
ds ds'
U F L — R
dx dy dx' dy'

y en colisecuenicia g es un invariante de esca-
la, pero en este caso es wn invariante afin.

dx ax’

ds dy
ds' dy'
Fig. 5
Leyes de Escala

Ia simetria frente al cambio de escala,
esto eg, la existencia de invariantes, permite
obtener leyes de escala. Por ejemplo, si S y
$' son las superficies de dos figuras semejan-
tesFYF', vy1v1l' sondos longitudes co-
rrespondientes cuales quiera asociadas a F y
F', como se miestra en la Fig. 6, tendremos
entonces que:

S s!
= = [1 = invariante
12 1! 2

Fig. 6

y a partir de esta relacién obtenemos la ley
de escala: !

S = n12_

que expresa que el drea de una figura geomnd-
trica cualquiera aumenta en proporcién al cua-
drado de las dimensiones lineales de la misma.
Aqui n solo puede depender de otros invarian-
tes que determinan la forma de la figura (por
ejemplo, si la figura es un poligono, esos



invariantes seran los angulos entre los la-
dos) .

Como aplicacién de la ley de escala de las
&reas vamos a obtener el teoram de Pitdgoras.
Consideremos a esos efectos el tridngulo rec-
tangulo de lados a, b, ¢, (ver Fig. 7), al que
dividimos en dos partes, que 1lamaremos tridn-

‘gulo 1y 2, bajando 1a perpendicular a la hi-
potenusa desde el vértice opuesto.

El 4rea del tridngulo es igual a la suma
de las 4reas de los tridngulos 1 y 2:

Sape = S1 + Sy

Observese que los tridngulos (abc), 1y 2 son
semmejantes. Pero para todo tridngulo rectén-
gulo de hipotenusa h, se debe cumplir que:

smnh2

1]

donde el invariante n solo puede depender de

otros invariantes que determinan la forma del |

tridngulo rectangulo. Debe ser en consecuencia

= f({a)

donde a indica uno de los angulos advacentes
a la hipotenusa. Pero entonces, sustituyendo
el la expresién del 4rea, resulta:

flaja = fla)b + f(a)c?

y simplificando el factor comin f{a) obtene-
nos:

que es el resultado buscado. Dejamos para el
. lector analizar que sucede con los tridngulos
recténgulos sobre la superficie de la esfera.

* Por Gltimo, vamos a deducir la férmla del

T

Carea de una elipse camo consecuencia de la
semejanza afin. Para eso consideremos la eli-
pse del area S, y semiejes a,b (Fig. 8).

Es evidente, si recordamos lo dicho en el
punto b) del paragrafo precedente que la rela-
cién

Se

ab

es un invariante afin, y en este caso, un ni-
mero (pues la elipse queda definida por los
semiejes a,b). Vale por lo tanto la ley de
egcala:

S = neab

Aqui i, debe ser el miswo para todas las elip-
ses, y por lo tanto se puede determinar de una
vez y para siempre usando la elipse que mas
convenga. Fn particular el circulo de una e
lipse especial con a=b. luego:

n, = m = 3,141592...,

y por consiguiente la férmila que da el &area
de una elipse es:

S, = nab.

)
Semejanza Fisica

. 1a semejanza fisica es andloga a la seme-
janza geométrica, con la salvedad que debe to-
mar en cuenta que las magnitudes fisicas se
caracterizan por otras dimensiones, ademds de
aquellas de cardcter geométrico. Se dice que
dos fendmenos fisicos son semejantes cuando
las caracteristicas de wio se pueden obtener
a partir de las caracteristicas asignadas del
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otro mediante wn simple cazbio dﬁ agrala, Di-
cho casbio dg escala e anfuego la trgmstfor-
macién de wn gistera de wnidades de pedida a
otro.

Para llevar a cabo 1a transformaciin se
deben conocer los factores de escala. La &¢
janza en fisica eg 1a base del smplen do wode-
los a escala de laboratorio pava eof
coaportexdento de sistemes v dlspusitive de

o

 gran tamafio.

Nada mejor que considevar W caso CERLG
para aclarar la idsa de samjamﬂ fizica. S=a,
por ejemlo el movislento pandniar, e
que el eovimiento de umn péodulo fomms paris &
wma clase de fen(menos geamisntes, 1o cual os

consecuencia de la imvariancia de sscals do iz
ecuacidn del movisdento:
d28 g
Y - - T W v
dt? 1
Ltdgledstdealste
!
i i
0,
m
Fig. &

donde 6 indica el &ngulo que forma <l péndulo
con respecto a la vertical, & e la zasa dsl
péndnlo, 1 su longitud, v g 28 la acslevsoidn
de la gravedad (Fig. 9. ia imverianciaz s
puede verificar explicitiuente. &1 se aﬁ.»cahw
todas las longitudes por wn factor ¥, {1'=r, ;, .
todos los tierpos por un faclor 7, {t""‘l th,
todas las wasas por wa factur &, (n”*n* se
tendra que:

g' =1 g ;@ =@

¥y sustituyendo en la ecuacidn del sovisisnin
abtenesng:

dae! gl
20 e ——— SEE £
dt e i

es decir, las weonitudes transioreadas gatis-
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teon 1o wisen ecuacidn que las magnitudes sin

ey la ecuacién del wovimiento no

sia. Bn consecusncia, las cavacteristicas
m"rm@nw de w péndulo se pusdsn cbie-

r & partir de las caracteristicas del movi-
ko 42 ohro péndulo endiante un single oo
(e sﬁﬁim Hbtese qua tawbién se deban
entre las cavacteristicas cuya escala

a3, & lag condiciones iniciales {que no-

cen m la emacidn del movimdento).

weiris de eecala se pone de panidfies-

L *’% = la emaciém del mmaato &

t g
ézﬁ,tmm,na'r?'m
T 1

uda T indica el perfodo de la oscilacién:

r‘z £3

AR

oo e - [ 860 ©

f\q-

PR30
mste eonecitn ostd escrita enteramente en -
wines de invariantes, luego es invariante.

A pariir del invariante m 8e cbtiene la
sy &z sscals del perdodo:

T = (p 1/g)i

Al u pusds depander tan solo de invariantes
Xystanies, y el tnico invariante constante es
€. 1a axplitd de la oscilaciGn. Por consi-

’o S+ €Er: eer ntdepamente de g y =5
#=nciaf debe tender a un valor constan-

> {21 valor de esta canstante es naturalmente
¥ A, pero asto no se puede deducir de aomai-
es 42l tipo que estamos haciendo

A wrtlr del eiemplo que se acaba de dig~
sitir podemos hacer algumos camentarios y



generalizaciones.

Observamos en primer lugar que los inva-
riantes de escala son siempre maguitudes sin
dimensiones (adimensionales), esdecir, magni-
tudes cuyo valor es independiente del sistema
de widades que se hubiera elegido. los inva-
riantes se construyen cambinando lasg varia-
bles, parémetros y constantes fisicas dimen-
sionales del problema.

En sequndo lugar notamos que toda relacidn
fisica correspondiente a un dado problema (e-
cuaciones del movimiento, condiciones de equi-
librio, condiciones iniciales v de contorno,
etc.) se puede expresar como una relacién en-
tre invariantes de escala, es decir, entre
pagnitudes sin dimensiones.

Estos resultados son consecuencia del he-
cho que 1a eleccidn que el sistemna de unidades
de medida es arbitraria y no tiene conexitn
con la sustancia del fendmeno, tal como se
dijo en la Introduccidn.

- De 1o expresado se despnende. que dos fend-
menos son semejantes si, v solo si, todas sus
variables y parémetros adimensionales tienen
los mismos valores mméricos.

El Analisis Dimensional nos petmite deter—
minar las canbinaciones adimensionales adecua-
das a cada problema en particular. El Teorema
Pl pewmite determinar el mimero de combinacio-
nes adimengionales independientes que pueden
formarse a partir de las cantidades dimensio-
nales correspondientes a un problema dado.

Respecto de la importancia y utilidad de
1a simetria de escala, v de sus consecuencias,
podemos hacer el giguiente camentario:

a) Cuando se conocen las ecuaciones que rigen
al problema, los pardmetros, variables v cons-
tantes se determinan por :mspeccmn Yy son la
base para discutir la semejanza, efectuar las
consideraciones dimensicnales y obtener las
leyes de escala. FEn estos casos la simetria
de escala es util porque simplifica la inves-
tigacién al reducir el ntmero de parémetros y
al restrmgn las dependencias funcionales.

b) En ciertos casus no se puede resolver el
problema por el proceso de andlisis y calcuio,
porgue 1as dificultades matemiticas son dema-
siado grandes, o porque el problema no se pue-
de formular matemiticamente pues el fentmeno
bajo estudio es demasiado complejo, o final-
mente porque nuestro conocimiento es incorple-

- to. Cuando esto ocurre la simetria de escala

Y.‘las consideraciones dimensionales siguen
siendo de ayuda por que permiten investigar

experimentalmente el problema mediante medelo —

a escala conveniente, o bien por que permiten
cbtener en forma directa y rdpida respuestas
aproximadas o cualitativas. Fn muchos casos
esto puede ser todo 1o que se requiere o que
se puede esperar obtemer. Finalmente, este
tipo de analisis permfte inferir ideas acerca
de 1a naturaleza del conocimiento que estéd
faltando, y de este modo indica en que direc-
cién se debe sequir investigando.

En 1o que sigue ilustraremos estas posibi-
lidades a través de algunas aplicaciones.

Aplicaciones

a)la ley de Wien y la rediacitm del ceerpo
negro.

En um cuerpo negro, la frecuencia para la
cual la densidad de energia radiante por umi-
dad de intervalo de frecuencia, u( ), es w
maximo que varia directamente con la tempera-
tura (Fig. 10), wm resultado conocido como la
ley de Wien:

Y n o~ T.
Vamos a discutir ahora las consecuencias que

pueden obtenerse de dicha ley en base a consi-
deraciones dimensionales,

u(v)

IIUNyZ

Fig. 10
Vamos a tomar como dimensiones bdsicas a las
de tiempo (t), longitud (1), energia () y
temperatura (8). Entonces, la densidad de e
nergia por unidad de intervalo de frecuencia,
u, tienen las dimensiones:
[ul=et1™
Pero u depende de ¥, T, y de constantes umi-
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versales:

u=u(y,T, ctes.wmiversales).
Estas constaptes wniversales no pueden ser
otras que la velocidad de la luz, ¢, v 12

constante de Boltzmamn, X, dentm del marco
de la fisica clésica. las dimensicnes de ¥, ¢

Yy k son:
fyl=t! : [c]=1t! ; [k]=eel.

En consecuencia solo se puede formar um grupo
de semejanza que contiene u:

M =

Y KT

Aqui n debe ser una constante wmiversal adi-
mensional (su valor, de acuerdo con los cllcu-
los de Rayleigh es de 8m). Resulta en conge-
cuencia la siguiente ley de escala para u:

p KT
c

El analisis dimensional miestra que este es el
tmico resultado posible en el marco de la fi-
sica clasica. Sin embargo, esta ley de escala
no es correcta: no se cumple 1la ley de Wien,
Y ademds, la densidad de enmergia {(que se ob-
tiene de u integrando a todas las frecuencias)
es divergente. Notese que no hay solucién po-
sible -siempre dentro de la fisiva clésica-
para esta dificultad, porque por la ley de
Kirchhoff ninguna otra variable puede interve-
nir en el problema. ;Qué se puede hacer enton-
ces?. El andlisis dimensional indica la causa

dltima de la dificultad, y por ende en que .

direccién hay que buscar la solucidn. Lo que
basa es que en la teoria estd faltando uma
constante universal dimensional, que pemmita
establecer una “"escala natural® de frecuencia,
en otras palabras, que nos perwita obtener wm
pardwetro con el cual comparar ), que nes
debe decir cuédndo u(y) debe comenzar a descen-
der en el gréfico de la figura 10,

Mediante el andlisis dimensional podemos
caracterizar la nuéva constante fisica. fn e
fecto al existir otra constante (ademds de ¢
v k) habré un nuevo grupo, n', independiente
de n. Sin pérdida de generalidad podemos su-
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poner gue:

n' = ayTh

donde ¢ representa wila cowbinacién (por abora
no especificada) de ¢,k v la nuéva constaiite,
Y 1 eg w exponente que habrd de determinar.

Pero ahora el invarianie n ya no serd mis
ua constante como antes, sino que 2eré wna
Fucidn del muevo invariante nn':

o= £(n'}),

y entonces la lev de escala de u serd:

El exporente n se puede determinar si chserva-
mos que de ser correcta la teoria, a debe sa-
tisfacer la lsy de Stefan-Boltzmann:

rAuci;i = aT!
o

Aqui a indica wna constante universal (la

constante de Stefan-Boltzmann) . Es fécil veri-
ficar que esto requiere n=-1. luego:

f(cx,: )

Fs usual escribir o=h/k, donde h es una cons-
tante wmiversal. la expregidn de u queda
entomces de 1a forma:

YiIRT h¥
(6. Qe - f( )
c kT

(Y

¥
)

KT
3

o
k

C

Las dimensicnes de la constante h son: [hl=et.
Etonces, la nueva constante umivgrsal (que no
es ofra, por supuesto, que la constante de
Flanck) debe tener las dinensiones de accidn.
Fs facil ver que la expresidr que hewos
chtenido ing:lica la ley de Wien. En efecto,

K3
| S —

hee

X F(x)




X = hV/KT

Para una temperaturd fija, el miximo de u,u,,,
ocurrird para cierto x=x=una constante wmi-
versal (un mimero). Pero esto significa que:

Vg = X3 KT/h~T

esto es la ley de Wien.

Hasta aqui se puede llegar por medio del
analisis dimensional. Por si solo, el andlisis
dimensional no permite determinar la forma
funcional de £(x), ni el valor de h. Por otros
medios que no vamos a discutir aqui por que se
paeden ver en cualquier buen texto de Fisica
Moderna, se encuentra que:

8nx
f(X) =

ef-1

En la Fisica Atdmica se pueden encontrar
varios bellos ejeamlos que mestran como se
puede hacer estimaciones sencillas basadas en
el andlisis dimensional. Por eso, es facil
hacer estimaciones de orden de magnitud de
propiedades atémicas tales como el tamafio, la
energia del estado fundamental, la vida media
de niveles' excitados, etc, en téminos de e,
m (carga y masa del electrén), h y c. No dare-
mos aqui los detalles para abreviar. En cambio
mostraremos un par de aplicaciones sacadas de
la fisica ms cotidiana, esto es, la fisica

macroscopica,

b) 1a comsolidacidm de suelos.

Los edificios construidos sobre suelos ar-
cillosos tienden a asentarse lentamente. Si el
- asentamiento es desparejo, como puede ocurrir
si se extiende wna coustruccién preexistente,
los muros de mamposteria se pueden agrietar.
Esto es bastante comm en nuestro pals. la
causa-del asentamiento es el proceso de con-
solidacién, que resulta de la lenta expulsidn
del agua que llena los poros del suelo. la
arcilla es una estructura de particulas mine-
rales muy poco permeable al agua pero bastante
carpresible. Esto se debe a que pese a ser muy
porosa (es decir, los huecos entre las parti-
 culas constituyen una fraccién considerable
“del volumen fotal) los pasajes que conectan a

los poros entre si son muy pequefios. Los po-

ros estan llenos de agua, que es intrinseca-
mente menos compresible (ue 1a matriz mineral
(que la rodea.

Cuando se apoya uma carga en el suelo,
ésta es al comienzo sostenida por el agua que
llena los poros. Pero a medida que pasa el
tiempo, el agua es desalojada de los poros y
la matriz cede v se coamprime hasta que se al-
canza eventualmente wn equilibrio en el cual
es sostenida exclusivamente por la matriz mi-
neral.

El fendmeno es andlogo al de wn pistén que
comprime un cilindro lleno de fluido y con wn
resorte en el interior (Fig. 11). El pistén
tiene un pequefio orificio A, que permite que
el fluido escape. Aqui el resorte juega el rol
de la matriz mineral y el orificio simila la
baja permeabilidad de la arcilla. El problema
es también eguivalente al de la carga de wn
circuito RC.

Fig. 11

Un fendmeno relacionado con la consolida-
cifn es el de la subsidencia, estoes el hun-
dimiento del terreno cuando se extrae un exce-
so de agua del subsuelo. Ejamplog de estos
procesos ocurrieron en la Ciudad de México y
en Santa Clara (California, U.S:A.).

Nos interesa aqui estimar la escala tempo-
ral del proceso de consolidacidn, v la magni-
tud de los desplazamientos. Los célculos deta~
1lados son extremadamente complicados, pero el
uso de modelos simples y el analisis dimensio-
nal permiten captar los agpectos esencialesy
hacer muy facilmente alqunas estimaciones gro-
seras.

El modelo reclégico més simple que permite
describir procesos de relajacién de este tipo
es el del sdlido de Kelvin. En wm sélido de
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i B

¥ el esfuerso f {ia a“eszén de la carga) es:
{ £ - Ku }
U =

B

’;’”":“Cib % indica el midulo de compresidny B o8
n pardmefro constante. De acuerdo con este

swdela, zien t = 0 se aplica ia caiga, 1a

corpresién tiende a un valor Tinal constanie:

f
Uy o
K

en w tienmo caracteristico:
s
. B
T s e
K
en puests O RS0 B estard relacionado ¢om ia
resistencia a la deformacidn debida al agua
que oCupa 108 pOIos.
Para determinar B, observemos que!
Iy}
(k] = mté1!
Bl = mt 1771

a parte, B debe depender de 1a viscosi-

aguz (mayor B a mayor viscosidad) y
blh&a& del suelo {menor B a mayor
. Bl coeficiente de viscosigad

(M} o= melil

o maﬁ:sto a 1a perweabilidad, es w parémetic
de w1 medio poroso que da uma medida de la
cantidad v tamafio de los pasaies a través de
los cuales pueden escapar el agua. 81 oo
indicamos la porosided {definida como el oo
ciente entre el voluaen de 1os poros v &l vo-
Lwien total)

(

it

‘f
S

Vioros

]
|

v

0

K = ar¢ ; [K] = 12

3 1&. practica, K se determina expermen*al—
4.
(%

a. sss evidente entonces por razones dimen—
e debamos tener:

L?

B U

-~

donde L repregente una longitud caracteristica
del problema. En el caso considerado, L seri
1z dimensidn lineal tipica de la estructura.
fesulta entonces:

L

t' g M
kR

Ohabrvese que U no depende de la magnitud de
la carga, pero si de su tamafio.

Para tener wnz idea de las egcalas ge
tierpo de este tipo de procesos, consideramos
wm caso tipico de un suelo arcilloso:

K= 5 X 107 c.g.8.

K%}LO'IQ c.g.s.

v la longited de wm edificio tipico:

iy

~ 10m = 103 c.g.s.

Fusgo,

€

T s 2 XK 108 seg = 6 afios,

~,
3

Para completar el ejemplo vanos a estimar

&} de sp azandento debido a la congolidacidn.
Al final del proceso tenemos quie:

f

U, 55 =

k
ror0 a mews de factores del orden de la uni-
dat:



dV oL
U = L]
\Y% L

i Wes el peso'de la construccidn,
w
fog —m

L2
Luego

W
oL & e
LKk

Por consiguiente oL escala como el peso por
uidad de longitud de la pared.

¢) El sovisdento de v cuerpo en el seno de
" Este es un problema importantisimo por sus

menerosas aplicaciones a la ingenierfa y a las .

ciencias naturales.

Consideremos movimiento uniforme con velo-
cidad v en un fluido incompresible (v mucho
menor que la velocidad del sonido en un flui-
do). Supondremos que la forma del cuerpo no
cambia, de modo que quedard completamente es-

- pecificadadando 1, 1a longitud caracteristica

del cuerpo, v wn conjunto de invariantes de
escala que agruparemos en un factor de forma
f (a su vez wn invariante) . El movimiento que-
da completamente especificado si se conocen
ademis, la velocidad v y los dngulos que espe-
cifican la orientacién del cuerpo respecto de
v, que indicaremos colectivamente con a.

Tomaremos en cuenta adends la inercia del
fluido, determinada por su densidad p,y la
viscosidad del mismo, dada por el coeficiente
correspondiente, # . Para simplificar vamos a
suponer que no hay fuerzas de volumen (como
por ejemplo el peso) aplicadas al cuerpo.

En consecuencia, el movimiento del fluido
para wn cuerpo de forma dada (f=constante)
queda definido por los siguientes parédmetros:

1, v, a, p, M
Nos interesa conocer la fuerza F ejercida

por el fluido sobre el cuerpo (que se suele
1lamar arrastre total). Resulta claro que la

relacién:
F
)4 1‘2 v
debe ser un invariante. Este invariante debe

ser wa funcién de los otros invariantes del
problema, a saber: o v el nimero de Reyrolds:

PVl
A

R

Por ende:
F =ﬁ12vzg(a,R)

La determinacién de la funcién g(a,R) es
el problemamis fundamental de la aerodindmica
y la hidrodinémica. (Qué nos puede decir al
respecto el andlisis dimensional?.

Puesto que M interviene en g s6lo a través
de R, se pueden sacar algumas couclusiones
generales respecto del rol de la viscosidad a
partir de la férmla que da el nimero de Rey-
nolds. En primer lugar, el efecto de 1a visco-
sidad disminuye al crecer R; si se ignora la
viscosidad (#=0) se llega al concepto de un
fluido ideal. Inego, en el limite (R--«) se
debe tener:

F=pibilgi(a) .
movimiento rapido

En el limite opuesto de un movimiento len-

to, el efecto de 1a viscosidad se acrecienta:
las fuerzas viscosas dominan sobre la inercia
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del fluido. Inego, en el limite R—0, P debe
desaparecer de la expresién de ¥; por lo tan-
to:

o —

Entonces tenemos:

F =uvlg)(a)
H L movimiento lento

Por 1o tanto la ley de Stokes es correcta para
cuerpos de forma cualquiera si ge desprecian
10s términos de inercia en la ecvacién de Na-
vier-Stokes.

Hay un iwportante clase de fendmenos en
que la simetria de escalas conduce.a importan-
tes sn@llflcamoms por que pemmite reducir
el nimero de variables independientes. Esto
ocurre debido a que la solucién es semejante
a si misma. (autosimilar) si las variables se
escalan convenientemente, Ilustremos las ideas
involucradas por medio de un ejemplo.

1a difusién éel calor

Supongams que cierta cantidad de calor,
Q. se deposita en el instante t=0 en un peque-
fio volumen § v de wn medio infinito, hanogéneo
e isétropo. Elegimos el origen de coordenadas
dentro dedV. .Al pasar el tiempo, el calor di-
fundiré en el medio. Nos interesa encontrar la
distribucién de temperatura T{r,t) para valo-
res grandes de r v t, de modo que los detalles
de ladistribucién inicial de temperatura deir
tro de § V son irrelevantes.

Las variable y pardmetros del problema ge-
rén pues: -

T, v, t, X
Q
H =
F <

donde X es el coeficiente de difusién témmica
Y B es el parametro relacionado con la tempe-
ratura media inicial en:
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r

§ Vv )

{(t) pedis = BIGV
Puesto que las dixensicnes de todas ies varia-
bles y pardmetros se rueden expresar eén térmi-
nos de las dimensicnes fundamentales 1,t,8
(temperatura) , habrd dos invariantes de escala
{combinaciones adiensionales de las variables
y pardmetros) independientes. Dichas casbina-
ciones se pueden elegir como:

g} = x“lr?.—t‘l ;
v o=yl 3l
y obviamente, debemos teper

”fa’)

Este resultado significa que si escalamos v
como t't vy T com U, la distribucidn 4e
teamperatura tendrd ¢l miszo aspecio en todo.
instante de tiempo. Dicho de otra manera, si
representamos T(r,t) para un t fijo cuelquie-
ra, entonces el mismo grafico repressniavd 2

T (r',t') para cualeuier otra i’ fijo, siewors
y cuando cambiemns 1a escala en el eie r por
el factor (t'/t)''" v 1a escala en el eie T ypor
el factor (t'/t)'* (Fig. 13).

T= TH/x %
T= TH/™ % ¢ %

%
X\\
S o
- :
: PeEnty
Fig. 13

Esto es 1o que se entiende oY antosimila-
ridad: dada la solucibn en mm Clerio insiante,
la solucidn para otro instante se ohii ds
la primera mediante una sinple travsfor. ifn




de semejanza (cambio de escala).

para determinar la solucidn es preciso
calcular f. Esto, por supuesto no se logra
mediante el solo analisis dimensional. Hace
falta resolver la ecuacidn de difusién del

calor:

2T
—— = XVT

ot

sujeta a las adecuadas condiciones iniciales
y de contorno. Nbétese que esto no se puede
hacer en forma exacta en el presente caso
puesto que no se ha especificado suficiente-
mente la distribucién inicial de temperatura.
Sin embargo, si § V es pequefio y 8i so0lo nos
interesa la solucién para r,t grandes, podemos
guponer T=T(r,t) y resolver la ecvacidm:

2T 1 0 2T
—_— = X .Té
ot re ¥ Ir

Tenemos que resclver entonces la ecuacién en
las derivadas parciales, lo cual sigue siendo
un problema complicado. Aqui es donde nos ayu-
da la autosimilaridad: ésta nos dice que la
solucién £(€) depende de r y t sclamente a
través de la combinacién:

€ -

r

Xt

Gracias a este echo se logra una gran simpli-
ficacién puesto que en realidad solo tenemos
que resolver una ecuacidn diferencial ordina-
ria en la tnica variable independiente € (que
se depomina la variable de autosimilaridad).
Sustituyendo en la ecuacién de difusién del
calor, se encuentra que f satisface la si-
quiente ecuacidn:

2B (4f'+f)' + 3(4f'+f) = O
donde la primera significa derivada con res-

pecto a €. Aqui, para que la solucitn tienda
a cero al infinito debemos tener:
af' + £ = 0

Y entonces se encuentra la solucién:

f = Ce‘g/t’.
¢ = constante

y se obtiene finalmente:

cH '
T(f,t) — e-r2/4Xt

(Xt
(c=n32)

Obsérvese que independientemente de los

detalles de la distribucién inicial de tempe-
ratura, se tiene siempre asint6ticamente (r,t
grandes) a wma solucién autosimilar. Muchos
problemas comparten esta propiedad, esto es,
tienden asintdticamente a la autosimilaridad,
cuando los detalles de las condiciones inicia-
les se pueden ignorar porque han dejado de ser
relevantes. ’ .
" Fl presente ejemplo pone en evidencia las
caracter{sticas basicas de la autosimilaridad.
En la din&mica de gases, la mecénica de flui-
dos, 1a fisica de ondas y varios otros canpos
de la fisica se presentan marerosos ejemplos
de problemas autosimilares.

Comapntarios Fipales

Ia simetria de escala, el andlisis dimen-
sional y las propiedades de semejanza que de
ellos derivan son importantes em célculos,
experimentos y aplicaciones. El andlisis di-
mensional, complementado por una adecuada in-
tuicién de la fisica de los fendmenos permite
obtener respuestas aproximadas, sencilla y
répidamente en mmchas situaciones de interés
préctico. En realidad, en muichcs problemas en
que s0lo se requieren soluciones cualitativas
o estimaciones de orden de magnitud, los re-
sultados del andlisis dimensional pueden ser
suficientes, y se obtienen con un minimo de
esfuerzo. Por cierto que en nuchos casos estes
son leos tmicos resultados que podemos esperar
conseguir, debido a las enories complicacio-
nes mateméticas del problema, ¢ a nuestro in-
campleto conocimiento.

Los métodos del anélisis dimensional son
extremadamente simples v de cardcter elemen-
tal. ’

Considerando todas estas razones es en
realidad sorprendente encontrar que deneral-
mente se hace may poco uso de ello en la ense-
fianza de la fisica, y particularmente en los
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Qusos alementales.

‘Somos way favorables al ewpleo fretuente
de arqumentos dimensicnoles an clase, puss
permiten simolificar lawatemitica, reevplazan
ventajosamente muchos ciionios engorrnsos ¥
largas deducciones formales, snfocan directa-
mente la atencidm sobre log aspectos fisicos
del asmio. acostumbran a 1S estuliantes o
ejercitar iz intuicidn ficica, a wsar el son-
tide coafm ¥ 2 pesonocer 1o aspectos signili-
cativos fe wn probiems, descartando lo mencs
relevante, v lcs ayuda s desarrcliar una acti-
tud mental oritica. En breve, pemwiten oom-
vrender meior 1a fisica y adguirir la habili-
dad v 12 comfianza que ge necesitan pava apli-

1ns conncimiontos 42 la fisica v formsiar
modelos para vesolver problemas concreics.

Ademis, expleando argurentosdinansicnales
y de sinilaridad se pueden introducir v disco-
tir a w nivel elemmtel v farilmente gccesi-~
ble para log estudiantes, distintos tdpicos
avangadog. Do oftra maneva, sevia idsppsible
presentar tales temag aungue fuera my dese-
able Incluirios em los programas. Este puede
ser el caso de varics temps de 1z fisica mo-
dernpa.

L2 speriencia de wno de los sutores
{3.G.} indice que los beveficics sefialados se
pusden obtener en la préctica.

4
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Bibliografiz soverida

Fregentaciones elementales o generales de
las ideaz del andiisis dimengional, el teorem
Pi, etc. Se pusden encanbrar en luenag enci-
clopedias v mumerosos textos de Fisica Gemeral
Y de Meclnica de los Fluidos; a modo de ejem
plo, podemos citar:

1"

la voz “Ripensicnal Analyais” en la Bacy-

clopaedia Britammicz,

"Cours de Physique Générale”. G. Brubak,
Massom & Cis., Paris, 1963.

“Fisica pava Ciencias de la Vida™, D, Jou,

18

YA R b g ST :
C. Poraz Garcia, Mo Graw-8ill,

"Principies of Fluid Mechanics™, ¥, H. 11,
5, H. Lam, RMdison Wesley, 1994,

Exposiciones sistemiticas de los métodns
des, analizia dimensiensl v la similaridad, v
sus spiicaciones 3 ia sechnica, particalamen-
te a la dindmica de los fluidos, se pusden
avontrar en lag siguientes momografiag:

“Similarity and Dimensionmal Melhods in
Mochamies", L. 1. Sedov, Academic Press, 1956,

"Similavity, Self-similerity ard Inteizs
diate Agymptotics™, G. I. Bevemblatt, Consul-
tans Pursan, 1979,

"Handbook of Fiwid Dynamdces”, V. Strester
ed,, ¥e. Graw-Hill, 1961

Para el estudio de progesos autcaimilaves
en 1a dindmics de gases puede verse también:

*Physica of Shock Waves and High Tempera—
ture Hydrodynamic Phenomena", Ya. B. Zel‘do-
vich, Yu. P. Raizer, Academic Press, 13%67.

Mamerosce oiesplos de la aplicacidn de
consideraciones dimensionales para vealizac
estimacionss ssncillaz eo pueden encontrar
digperzas en la literatura; en particilar re-
cowendemos consultar:

"actures in Fhysics", R. Feymumm.

“Fisica para Ciencias de la Vida", va ci-
tado arriba,

“Propiedades de la Materia™, B. H. Fio-
¥ers, B. Yencoza, idmmsa, 1979,

“Ix Search of Simplicity”, V. Weisskopf,
apavecidos en la revista Awerican Joumal of
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