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~: Se presentan loo conceptos básicos de 
la simetria de escala y la similaridad en la 
Fisica y se examinan ej€1I¡)los de su aplicación 
a una variedad de problemas. 
Algunos de estos han sido incluidos en las 
clases por tmO de los autores. 

.l\BS'l'RACf: '!he basic ideas of scale s.}1'Tmetzy 
a.nd similari. ty in Physics are introduced, and 
some exartples ot i ts applicatiC11JS to ~·arious 
phenamena are discussed. Sane of the exa!TfJles 
ha ve been llSed in the classiYxm by one ot the 
authors. 

Es bien sabido que la simetria de los sis­
teaas fisicos, esto es, la propiedad de cier­
tos sistemas de permanecer sin cambio (inva­
riancia} cuando se realizan determinadas 
transformaciones r tiene .in¡Jortantes consecuen­
cias que se traducen en la conservación de 
magnitudes fisicas~ De resultas de ello la so­
lucioo de muchos problemas se hacen más sim­
ples. Asi es, por eje.llq)lo, que la harog'eneidad 
del espacio :i.n¡>lica que un sistema aislado es 
invariante bajo traslaciones. y esto a su vez 
tiene cano consecuencia la conservacion de la 
cantidad de oovimiento del sistema. Esto per­
mite simplificar el estudio del movimiento de 
un conjunto de partículas que interactuan una 
con otra gracias a que se puede separar el 
oovim:i.ento del centro de maza del sistema del 
&lOVÍJJliento relativo de las partículas con res­
pecto de dicho centro. De manera ~jante, la 
isotropia del espacio Íllplica que \ID. sistema 
aislado es invariante frente a rotaciones, lo 
<IQe lleva a que 'cooserva su rrarento angular. 

Es bien sabido CXlllO esta ciro.mstancia per­
mte sll®lificar el estudio del ~ento 
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planetario. Podrian citarse otros ej€1J1>10S, 
y todos ellos enseñan que el analisis de las 
propiedades de simetria es un auxiliar podero­
so en el estudio de todo fenáneno fisioo. Las 
simetrias arriba citadas y otras de los siste­
mas fisicos tienen su origen en propiedades 
gecmétricas generales del espacio-ti~, así 
caoo caracteristicas de los sistemas m:isioos • 
Sin envargo, las magnitudes fisicas no se ca­
racterizan solo por tener propiedades geané­
tricas, sino también por sus dimensiones r que 
se relacionan con las unidades en las que se 
miden. De resultas de esto hay en la fisica, 
adanás de las simetrias de origen geanétrioo, 
otras que derivan de que la elección de las 
unidades de medida es arbitrarias, y no guarda 
relación con las sustancias de los fentmenos. 
Esta es en esencia la simetrla de escala, y su 
manifestación consiste en que la descripción 
de los. fenánenos físicos debe ser invariante 
respecto de cambios en las unidades de medida, 
o lo que es equivalente frente a cambios de 
escala de las magnitudes mismas. 

En este trabajo presenta.raros en forma 
elemental e intuitiva el concepto de simetria 
de escala en la fisica y analizararos algunas 
de sus consecuencias, con el énfasis en ejem­
plos que muestran caro estas ideas pueden ser 
aprovechadas para atacar probl$5 concretos. 

lñ idea de similaridad (o seÍlejanza) en la 
Fisica es Wla generalización de la semejanza 
geanétrica. Por eso canenzar~ por recordar 
este úl ti!OO ·concepto, y luego nds referil."eeiOS 
a la similaridad fisica. A continucación pre­
sentareroos tres ejenplos concretos que ilus­
tran distintas facetas de la aplicación de 
estas ideas; el primero y el tercero están 
desarrollados en la literatura, pero el segun­
do creemos es original. 

Más adelante presentaremos el concepto de 



autosimilaridad, de gran importancia en mudKlS 
capítulos de la fisica, particulannente en la 
mecánica de los fluidos (hidrodinámica y diná­
mica de los gases) • Concluye el trabajo eon 
algunos canentarios acerca del anpleo de las 
ideas de similaridad en la enseñanza de la 
fisica con referencia en particular a las ma­
terias de los primeros años. 

Nuestra presentación será intuitiva y sin 
pretensión de rigor. Evitaraoos en lo posible 
estar en ruüplicaciones matemáticas. Para 
quienes deseen proftmdizar estos tenas h€lros 
incluido al final del articulo una lista de 
referencias. 

Eil. lo que sigue supondraros que el lector 
está familiarizado con los conceptos de unida­
des y dimensiones en fisica, a nivel elemen­
tal. 

En su fonna más sill'tlle la nQCión de sane­
janza geométrica se puede expresar diciendo 
qúe "Dos figuras geanétrica son sanejantes si 
las razones (cocientes) entre todas las co-­
rrespo¡.ldinetes longitudes son idénticas". 

Es así que (ver Fig. 1) los poligonos F y 
F' son semejantes ya que: 

1'1 1' 2 
= = r 

F 

Fig. 1 

La razón r se 1la.rna "razón de semejanza" r o 
"factor de esc~la", o simplemente "escala". 

Una transformación de similaridad (o de se-­
rnejanza): F- F' 
se eíectúa mediante liD cambio de escala: 

o sea, todas las longitudes 1 '. de F' se obt.ie--
• • 1 

nen multlpllcando las correspondientes longi-
tudes 11 de F por el factor de escala r. 

Un concepto relacionado r pero algo más ge-­
neral, es el de la similaridad afín, o afini­
dad. Se habla de similaridad afin cuando exis­
te sanejanza, pero referida solo a un particu­
lar sistena de parámetros. Varoos a aclarar 
esto con un ejemplo. 

Supongarros haber elegido en el plano un 
particular sistena de ejes cartesianos (x, y) • 
Si P=(x,y) representa tm pmJ.to de una cierta 
figura F y P' = (x' , y' ) representa el correspon­
diente punto P'de la figura F' (ver Fig. 2}, se 
dice que F, y F' son afines, o tienen semejan­
za afín, si se Cli@le: 

x' 

X 

y' 

y 

para todo par de ptmtos correspondientes 
P, P' de F y F' . 

Se ve de la figura 2 que todo par de elip­
ses F y F' es afin, si referimos las elipses 
a tm sistema. de ejes t.'OO origen en el centro 
de las figuras y orientados a lo largo de los 
semiejes de las miSOk1S. Esta elección de ejes, 
respecto de los cuales se define la afinidad, 
es el particular sistema de parámetros al que 
nos referiamos arriba. 

y 

X 

F:ig. 2 

Recorderos que un método sencillo para 
construir eli~s se basa precisamente en la 
afinidad entre la elipse y el circulo. 

Un :i.rfq)Ortante concepto relacionado con 
toda clase de tral1Sformaciones (y en particu-
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lar con las de semejanza v semejanza afín) es 
el de invariante. Un inva1:iante es tma entidad 
que no carnbia si se realizan transformaciones 
(en el caso que nos interesa, semejanzas Y 
afinidades). Aclaremos esto con m par de e­
jemplos. 
a) Consideremos el ángulo o. de vértice O que 
tiene por lados las semirrectas OA y OB (ver 
Fig. 3). Sea S el arco de tma circunferencia 
con centro en o, radio r, subtendido por a. 

o 

Fig. 3 

o 

Fig. 4 

ConsideretOOS ahora la transformación de saoo­
janza: {r,s)- (r 1 ,s'), que hace correspon­
der a s y r tm nuevo arco s • y \ID nuevo radio 
r' (Fig. 4). es evidente que el cociente entre 
el arco y el radio, esto es, el ángulo subten­
dido por el arco, es tm invariante: 

s s' 
a= = invariante 

rl 

Por lo tanto, los ángulos son invariantes 
de escala. Por otra parte es fácil ver que los 
ángulos no son invariantes afines. 
b) Consideraros la relación entre el área Y 
las dimensiones lineales de los elementos rec­
tangulares de la Fig. 5. 
Se tiene que: 

ds ds' 
(j = ---- = .... -----

dx dy dx' dy' 
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y en c.'Olisec.<uencia <T es tm invariante de esca­
la, pero en este caso es tm invariante afin. 

dx dxl 

~dy EJ dy' 

Fig. 5 

Leyes de HJcala 

la simetria frente al cambio de escala, 
esto es, la existencia de invariantes, permite 
obtener leyes de escala. Por ejeai)lo, si S y 
S' son las superficies qe dos figuras semejan­
tes· F y F', y 1 y 11 son dos longitudes co­
rrespondientes cuales quiera asociadas a F y 
F 1 

, caro se nnestra en la Fig. 6, tendreioos 
entonc'es que: 

S S' 
--- = n - invariante 
1'2 

Fig. 6 

y a ~-tir de esta relación obtenemos la ley 
de escala: l 

que expresa que el área de tma figtn·a geané­
trica cualquiera a\lllet1ta en proporción al cua­
drado de las dimensiones lineales de la misma. 
1\..qtú · n solo puede depender de otros invarian­
tes que determinan la fonna de la figura (por 
ejemplo, si la figura es tm poligono, esos 



invariantes serán l<YJ ángulos entre los la·· 
dos). 

O:XOO aplicación de la ley de escala de las 
áreas vamos a obtener el teoreoo de Pi tágoras. 
Consideremos a esos efectos el triángulo rec­
tángulo de lados a, b, e, (ver Fig. 7}, al que 
di vidi.!oos en dos partes, que llamareoos trián­
gulo 1 y 2, bajando la perpendicular a la hi­
potenusa desde el vértice opuesto. 

Fig. 7 

El área del triángulo es igual a la suma 
de las áreas de los triángulos ). y 2: 

Sabe "" S¡ + S2 

Observese que los triángulos {abe), 1 y 2 son 
oorejantes. Pero para todo triángulo rectán­
gulo de hipotenusa h, se debe runplir que: 

s "" nh2 

donde el invariante n ·solo puede depender de 
otros invariantes que determinan la fonna del , 
triángulo rectángulo. Debe ser en <!onsecuencia 

n = f(a.) 

donde. a indica uno de los ángulos adyacentes 
a la hipotenusa .. Pero entonces, sustituyendo 
e u la e:-.'J)resión del área, resulta: 

f(a.)a2 = f(a.)b2 + f(a.)c2 

simplificando el factor ca1ilUt f (a) obtene­
nos: 

que es el resultado buscado. Dejanos para el 
lector anali:im- que sucede con los triángulos 
rectángulos sobre la superficie de la esfera. 

· Por úl tinb, vanvs a deducir la fónlllla del 

áre.a de tma elipse c:xm-o C!OI1Secuencia de la 
sanejanza afin. Para eso considerenos la eli­
pse del área S

1 
y senrl.ejes a,b (Fig. 8} • 

Fig. 8 

Es evidente, si re<..'Ordanw lo dicho en el 
punto b) del parágrafo precedente que ht rela­
ción 

es un invariante afin, y en este caso, un nú­
mero {pues la elipse queda definida por los 
semiejes a,b). Vale por lo tanto la ley de 
escala: · 

Se = neab 

Aqui 1\ debe ser el misno para todas las elip­
ses, y por lo tanto se puede determinar· de una 
vez y para siempre usando la elipse que más 
convenga. Eh particular el <-'irculo de una e­
lipse especial c'OI1 a=b. Luego: 

ne = n ~ 3,1415926 ••• , 

y por consiguiente la íónnula que da el área 
de una elipse es: 

Se == nab. 

SemejilllZil Fisica 

la sanejanza íisica es análoga a la seme­
janza geanétrica, con la salvedad que debe to­
mar en cuenta que las . magnitudes fisicas se 
caracterizan pór otras dimensiones, además de 
aquellas de carácter geanétrico. Se dice que 
dos fenánenos fisk'OS son semejantes cuando 
las características de uno se pueden obtener 
a partir de las caracteristicas asignadas del 
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otro mediant~ un sfu\Ple ~blo d$ 'i::f'..t::eJ.s.. Di.--· 
cbo cai!Jbio dé escala es análogo a la t:r.sasft,;,y-

'án :: . ~....... ~ :.! ...... _~ ;.t, ., " :) mac1 de un SJ.B~ ~ tm.u~ea l.f.'B ~:~:tF .. '.ii"~ a 
otro. 

Para llevar a ·caro la tra.l1Bfo:rnv:zc1.'f.b B-e 
deben cooooer los factores de ooca!.ª. l-a !*!fe-· 

janza en física es la oooo del e.tmpl~? &.:! lf!lDd::.:­
los a escala de laho:rat<h."'io para c-,;¡tu:üar el 
~alto de sis~ y dib';?Ceith'w; 1]2 

gran tamáfio. 
Nada mejor que cc~M.d.oorar un ~ cr.m<:;r,~to 

para aclarar la idea® ~j&"'J?..hl f:ülic>.a. sr~a. 
por ejtqüo el ~oow per~!lru·. V~roJ~ 
que el movimiento de t.m péndulo f.OO:J-a. ~t.0 ~3 
una clase de f~f3 ~jSJllta.g g lo ct~al .es 
oonsewencia de la wariamcia ~ ~<C~laJ l,~· li1i 
ecuación del ~t:mto: 

d2a s 
""'-

dt2 
sen 0 

1 

Fig. 9 

Qcmde 9 indica el ángulo qlle forma ldl p~rtl\ÜO 
• ... ~11 1 . -am respecto a la >'ertlw.n., m ~ . a ~1!3& c:,eJ 

péndulo, 1 su l009it.ud, y g es la ao~le:rr~!:if~r 
de la qtaVedad (Fig, 9) . Lü mvarian.d .. -:z; f.'eB 

puede verificar expl1cit~.ttl/3r.lte. Si oo €.'i.WA1E.ct~ 
todas las longitudes por un factor 11 0.. '=:r!]..) r 

todos los ti~ por un incto:r :r.t {t'=rt t.i, Y 
todas las masas por un f~tw: r(! (!!l'=:rr_m}. $-e 
tendrá que: 

s' ""' r 1 r(2s ; e• ""' e 

y sustituyendo en la eruacioo del rt1>:.w?Eiiw.te­
obteneros: 

g' 

¡• 
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f~t;;:;:,n J¡,! nri.sn;-a ecuación Qt.~ las rr:aqnitudes sin 
tnrr~::~onx0..r~ la ecuación del movimiento no 
c.s:~·zhia. Bu Wlsec-aencia, las caractedsticas 
.;:t-;;1 rrm,...lm3.ento de un péndulo se pueden oote­
:í:4.':r a r:a:rtir- d'f:l las caracterl.sticas del m:wi­
~"li•::ffit.; d'C otro ~"ldulo !Padiante tr.n sino/le ~ 
1;1-tt de ,zscr,;la. N6teae que tafi'hién se ~ 
:i..r::clu.ir entre las caracteristicás cu;ya ~la 
ru-> r-;:¡:l';!},j;:¡ "' ¡;¡.., ~........1-!ci...,...,.,., liU' 'Cl' .. l-. lmu" ""'· 
-·~ ~·~· ...... F •. ~~~ \i!. ....... ,...,-, ~UJ. ;t;JitvQ C:Ul.~ \'\a~~~ 

G.bl:;>l'~ü&i.l 1?-".ra la ~ón dcl moviirdmto) • 
!..a. ,e}.m.'2!tr-l.a ~ ~a se pone de manifies­

to si t"0 f.l-.F.criOO la ecuacián delliliO'\I'imento oo 
té.trr;~'ÍX~Ol"l d~ k!$ mvarla.~tes de eooru.a: 

t 
2 » n • T 

T 

"""- n sen e 

S 

1 

Esta t;;:31llic:7.6iía está escr-lta entel'OOlente w t&-­
¡;;j.:¡i.CB de :ffivaria.~tes, luego es invariante. 

li paxtir {.liel invariante u se obtiene la 
1~y ds -ascal~ del periodo: 

A1t1i u r,me-la d.E!pender tan solo de i.t1variantes 
c, .. ;nst;:u1tes, y 01 ünico invariante constalJte es 
~ .. la ;zrr~.üitud de la oscilación. Poi' cw.si­
qti.ie.•te. 

es el. c..~'\0 limi.t.3 de oscilaci~ ~ 
{Ht.--· .. 0} ,n deltr.e ser independiente de ~ y en 

(;(;1>SS·G1.1:'JHCiGl ·t. OOhe tender a tm Valor a:m.stém­
te {el vfllor de esta constante es naturalmente 
% i'1 r }J{:!r"';) esto no se puede d.educir de 00l!Si­
der~~.("il:l<2S . frr-1 tipo que estamos haciendo 
~'-"lViJ. 

A partir del ~~je.~lo que se él(;.ilia de dis­
os>ii\'::ü: r;;c.C~ h:-1Cer: algunos COJtaltadoe y 



generalizaciones. 
Observawoo en pr:hner lugar que los inva­

riantes de escala son siarvre magnitudes sin 
dimensiones (adimensionales), es decir, magni­
tudes cuyo valor es independiente del sistema 
de unidades que se hubiera elegido. I.DS inva­
riantes se constmyen oonbinando las varia­
bles, parámetros y coo.stantes fisicas dimen­
sionales del problana.. 

E11 segmldo lugar notam:>s que toda relación 
fisica correspondiente a un dado problema (e­
cuaciones del movliniento, condiciones de equi­
librio, condiciones iniciales y de contorr~, 
etc. ) se puede e,xpresar caro una relación e.l'l­
tre invariantes de escala, es decir, entre 
magnitudes sin dimensiones. 

Estos resultados son consec.'Uellcia del he­
cho que la elección que el sistema de unidades 
de medida es arbitraria y no tiene conexión 
con la sustancia del fenáneno, tal c:aoo se 
dijo en la Introducción. 

. De lo expresado se desprende. que dos fenó­
menos soo semejantes si, y solo si, todas sus 
variables y parámetros adimensionales tienen 
los misros valores nunéricos. 

El Análisis Dimensional nos pemdte deter­
minar las coobinaciones adimensionales adec.'Ua­
das a cada problema en particular. El Teorema 
Pi p(¡)tw.te dat~nminar el númew de canbinacio­
nes adimensiooales independientes que pueden 
fot1llal'Se a partir de las cantidades d:imen.Sio­
nales correspondientes a un problema dado: 

Respecto de la importancia y utilidad de 
la simetria de escala, y de sus consecuencias, 
podemos hacer el siguiente canentario: 
iü CUando se c.·ono--"en las ecuaciones que rigen 
al problema, los parámetros, variables y cons­
tantes se detenninan por inspección y son la 
base para discutir la semejanza, efectuar las 
consideraciones dimensionales y obtener las 
leyes de escala. En estos c.asos la simetria 
de escala es útil porque simplifica la inves­
tigación al reducir el número de parámetros y 
al restringir las dependencias flmcionales. 
b) Eh ciertos ca¡;vs no se puede resolver el 
problana por el proceso de análisis y cálculo, 
porque las dificultades matemáticas so11 dema­
siado grandes, o porque el problema no se pare­
de fornlliar matemáticamente pues el fen~no 
bajo esttldlo es deP-...1Siado COTI\)lejo, o final­
mente porque nuestro eonocliniento es inc:anple-­
to. Olando esto ocurre la simet:ria de escala 
Y .las ccnsideraciooes difíensionales siguen 
siendo de ayuda por que peDrniten il1vestigar 

e,\.-perirnentalmente el problema mediante !lDdelo 
a escala conveniente, o bien por que permiten 
obtener en fonra directa y rápida respuestas 
aproximadas o c.'Ualitati vas. Fn muchos casos 
esto puede ser todo lo que se requiere o que 
se pu~e esperar ob~ene'r. Finalmente, este 
tipo de análisis perndte inferir ideas acerca 
de la naturaleza del conocimiento que está 
faltando, y de este modo indica en que direc­
ción se debe seguir investigando. 

En lo que sigue ilustrar€!00S estas posibi­
lidades a través de algunas aplicaciones. 

Aplicad.ones 

a) La Ley de Wien y la radiación del cuerpo 
negro. 

En un cuerpo negro, la frecuencia para la 
cual la densidad de energia radiante por uni­
dad de intervalo de frecuencia, u( ) r es lRl 
máx:iroo que varia directamente con la tempera­
tura (Fig. 10) , un resultado conoc..1do COIID la 
ley de Wien: 

Vmf'-JT. 

Vamos a disc.'Utir ahora las consecuencias que 
pueden obtenerse de dicha ley en base a consi-
de raciones dimensionales, · 

u(V) 

Fig. 10 

Vanoo a tomar coroo dimensiones básicas a las 
de tiempo (t), longitud {l), energia (e) y 
terr~ratura (e) • Fntonces, la densidad de e-­
nergia por unidad de intervalo de frecuencia, 
u, tie.llen las dimensiones: 

Pero u depende de Y, T, y de constantes tmi-

11 



versales: 

u=u (V, T, ctes. universales}. 

Estas constantes univérsales no pueden SBr 

otras q11e la velocidad de la luz, e, Y la 
constante de Boltzmann, k, dentro del mal."L'"'O 
de la fisica clásica. l.aB dirrmsiones de V ,e 
y k son: 

[V]""t-1 ; (c}""lt-1 ; [k]=ee-1. 

lli consecuencia solo se put."'lie formar tm gru¡;:o 
de semejanza que Contiene u: 

n""' 

Aqui n debe ser una oonstante tmi versal adi­
mensional (su valor, de acuerdo c.oo los cálcu­
los de Rayleigh es de 8n). Resulta en cora.se­
cuencia la siguiente ley de escala para u: 

El al1álisis dimensional muestra que este es el 
único resultado posible en el marco de la íi­
sica clásica. Sin embargo, esta ley de e.scala 
no es correcta: no se curnple la ley de Wien, 
Y adanás, la densidad de energia (que se ob-­
tiene de u integrando a todas las fr€Cuencias) 
es divergente. Nótese que no hay solución po­
sible -si€I@re dentro de la fisica clásica­
para esta dificultad, porque por la ley de 
Kirchhoff ninguna otra variable puede interve­
nir en el problerr.a. ¿Qué se puede hacer e..T!ton­
ces?. El análisis dimensional indica la causa 
última de la dificultad, y ¡;or ende en que 
d.irec.'Ción hay que buscar la solución. I.D que 
pasa es que en la teoria está falt.an.'lo mm 
constante universal dimensional, que pel1ilita 
establec.oer una "escala natural" de frecuencia, 
en otras palabras, que nos permita obtener tm 
parámetro con el cual canparar v , que nos 
debe decir cuándo u (lJ) debe c:omenzar a descen­
der en ~ü gráfko de la figura 10. 

Med1ante el ar.álisis di.mensional podemos 
caracterizar la nueva constante fisica. Eh e­
fecto al existir otra constante {a<lanás de e 
y k) habrá un nuevo gmpo, n' t independiente 
de n. Sin pérdida de geireralidad podemos su--
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poner que: 

n' = avT0 

dor;rle a repres9nta una cor!lbinación (por ahora 
no espedf:i.cada) de c,k y la nuéva CO!l..stante, 
y n es un exponente que habrá de determinar. 

Pero ahora el invariante n ya no será más 
mm constante como antes, sino que será 1.ma 
fundón del nuevo invariante n': 

n""f(n'), 

y ent~1~~ la ley de escala de u será: 

El e:<qyJ.Uente n se puede detenninar si obsérva-­
riiG'S que de ser correcta la teoria, u debe sa­
t.isfacm· la lBy de St.efan-Eoltzmann: 

Aqu.i a indica tma con.<Jtante universal (la 
C.'Onstante de St.efaq-Bol tzmann} . Es fácil ved­
ficar que ·~sto rE.'({Uiere n=-1. l.ue<JO: 

Es us'Ua.l escribir u=h/k, donde h es lma cons­
tante tmi versal. La e>.'J)resión de u qúeda 
<mto:rK:es de la fonna: 

u ""' ( 
hV ) 

f --­
kt 

Las dimensk:;J.es de la constante h son: [h]=et. 
Ehtonces, la nueva constante wúv~rsal (que no 
es ot.rü, r,;or supuesto, que la C.'OllSt.ante de 
Planck) d.el:.<e: tener las dintensiones de acci¿'ll. 

Es fácil ver que la e.xpresióL que he.troo 
obtenido in~!lica la ley de Wien. En efecto, 

u -

3 3 kT 
x2 f ( x) 



con: 

X = hV/kT 

Para una temperatw:-a fija, el máximo de U,l.\ax 
ocurrirá para cierto x=x_ =tma constante tmi­
versal {un mÍnero) • Pero esto significa que: 

Vm ... Xm kT/h I"..T 

esto es la ley de ltien. 
Hasta aqill se pUede llegar por medio del 

análisis dimensional. Por si solo 1 el análisis 
dimensional no perndte det.enninar la forma 
funcional de f (x) , ni el valor de h. Por otros 
medios que no varros a discutir aqui por que se 
pueden ver en cualquier buen texto de Fisica 
lblerna, se encuentra que: 

8nx 
f(x) -

é-1 

fn la Fisica Atómica se pueden encontrar 
varios bellos ejaiq)los que muestran caro se 
puede hacer estimaciones sencillas basadas en 
el análisis dinien.sional. Por eso 1 es fácil 
hacer estimaciones de orden de magnitud de 
propiedades atánicas tales caro el tamaño, la 
energia del estado ftmdamental, la vida media 
de ni veles excitados, etc, en ténninos de e, 
m (carga y masa del electrón), h y c. No dare-­
m:>s a.qui los detalles para abreviar. Fll. cambio 
IOOStraraoos un par de aplicaciones sacadas de 
la fisica más cotidiana, esto es, la fisica 
macroscópica. 

b) la amsolidacián de suelos. 
los edificios construidos sobre suelos ar­

cillosos tienden a asentarse lentamente. Si el 
· asentamiento es desparejo, caro puede ocurrir 
si se extiende una construcción preexistente, 
los muros de manpJSteria se pueden agrietar. 
Esto es bastante camín en nuestro pais. la 
causa ·del asentamiento es el proceso de con­
solidación, que resulta de la lenta expulsión 
del agua que llena los poros del suelo. la 
arcilla es una estructura de partic.'U.las mine­
rales aruy poco permeable al agua pero bastante 
canpresible. Esto se debe a que pese a ser muy 
porosa (es decir, los huecos entre las parti­
culas constituyen una fracción considerable 

·.del vol\Ee:Jl total) los pasajes que conectan a 
los poros entre si son • muy pequeños. los po-

ros están llenos de agua, que es intrinseca­
mente menos compresible que la matriz rrdneral 
que la rodea. 

CUando se apoya una carga en el suelo, 
ésta es al cardenzo sostenida por el agua que 
llena los poros. Pero a fi!OOida que pasa el 
tiempo, el agua es desalojada de los poros y 
la matriz cede y se canprime hasta que se al­
canza eventualmente illl equilibrio en el cual 
es sostenida exclusivamente por la matriz mi­
neral. 

El fenáoono es análogo al de illl pistón que 
conprime un cilindro lleno de fluido y con un 
resorte en el interior (Fig. 11) • El pistón 
tiene un pequeño orificio A, que permite que 
el fluido escape. Aqui el resorte juega el rol 
de la matriz mineral y el orificio simula la 
baja penneabilidad de la arcilla. El problema 
es también equivalen te al de la ca1:9a de un 
circuito RC. 

Fig. 11 

Un fenáneno relacionado con la consolida­
ción es el de la subsidencia, esto es el hun­
dimiento del terreno cuando se extrae un exce­
so de agua del subsuelo. Ej~los de estos 
procesos ocurrieron en la Ciudad de México y 
en Santa Clara (California, U .S ;A.} • 

Nos interesa aqui estimar la escala t~ 
ral del proceso de consolidación, y la magni­
tud de los desplazamientos. los· cálculos deta­
llados son extremadamente ccmplicad.os, pero el 
uso de rrodelos simples y el análisis dimensio­
nal permiten captar los aspectos esenciales y 
hacer muy fácilmente algtmaS estimaciones gro­
seras. 

Elnodelo reológico más simple que permite 
describir procesoS de relajación de este tipo 
es el del sólido de Kel vin. En un sólido de 
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Kelvin la relación entre l<1 defon1~1c~.6-n: 

o\.! 

\/ 

(V índica el volumen} , su deri vad.a te¡-r.poral Ü, 
y el (~sft<ei'ZO f {la presión de la carga) es: 

f l-i.U ) 
> 

ll --
B 

<.k;,'il.e k indica el módulo de cDmpresión y B es 
lli'1 pa.:rá.met:ro ccEstante. D8 acuerdo c-~1 este 
modclo, si en t = O se aplica la carga, la 
ro.-¡presi6l1 tiende a tm valor Hnal const&"lte: 

f 
u.,= 

en un tiBJl~.,)O caractc-:>ristico: 

B 

k 

en n~osttv c~~o B estará relaci~lado ccn la 
res.i.stencia a la defomacién debida al agua 
que ca.1ya los .PJl"OS. 

Para determinC~.r B, obfx:)!.'Vem..:s q;re: 

[kJ "" mt-21-1 

{B] = mt-1r 1 

flor otra parte, B debe depender de la viscosi­
dad del agua (mayor B a mayor vismsidad} .Y 
de la penneo.bilidad del suelo (merr,)r B a ilnjfor 
permeabilidad} • El coeficiente d-0 v.isc.wid<:li. 
del a~ma .::;s: 

En cu:: .. nto a la :permea1:ülidad, es un parámetro 
a~ tm medio poroso que da una medida de l.a 
cantidad y ta-:naño d~ los pa_qajes a través de 
lm cuales pled.e11 escapar el agua. Si crm e 
:i.nd.icam.fl~ 1~. porosidad {definida ccmo el co­
ciente entr:e el volumen de los pm:os y el vo-­
lumen total} 

e -· 

y con r indkauoo el radio promedio de los pa­
sajes, la pen::ec"lbilidad K estará dada por: 

En la práctica, K se determina e>-.-peri.mental­
!!l>"Snte. Es evidente entonces por :razones dimen­
sionales que debaros tener: 

B~)J---
K 

d&L!e L repre:senta una longitud característica 
dal probl€útta, E"{l el caro considerado, L será 
la dirr~r~ién lir~al tipica de la estructura. 
Resulta ~¡tonces: 

k K 

Obsén1ee,e 4-ue t' no de~ de la magnitud de 
la carga, pero si de su tamaño. 

Para texker una idea de las escalas de 
tiEtiq:.ro de este tipo de procesos, considerenns 
~~ c?~>D ti~ico de ~~ suelo arcilloso: 

k~ 5 .x 107 c.g.s. 

K :;d 10-12 c.g.s. 

y la longitud de m edificio tipico: 

c.g.s. 

'e~~ 2 x 108 seg ~: 6 afias . 
• 

Para. ronpletar el ej511>lo vanm a estimar 
1.::! desplazamiento debido a la coosolidación. 
ill f:i.nal del p.i:'OCeOO tenemos ~: 

f 
u.,= 

k 

1'-~l:-o a menos de factores del orden de la uni­
dad: 



ov oL 
u=-~---

V L 

Si W es el peso de la c:onstrucción, 

I.nego 

w 
oL~­

Lk 

Por consiguiente 6L escala caoo el peso por 
unidad de longitud de la pared. 

e) El.lifDITirdento de un cuerpo en el se:oo de m 
fluido. 

Este es un problema Ílri>Ortantisiro por sus 
mmerosas aplicaciones a la ingeniería y a las . 
ciencias naturales. 

cooáideraoos roov:imiento uniforme C!Oll velo­
cidad v en un fluido Íli<..'al¡:lresible (v nucho 
menor que la velocidad del sonido en un flui­
do). Supondrerros que la fonna del cuerpo no 
cari>ia, de nodo que quedará canpletamente es­
pecificada dando 1, la longitud caracteristica 
del cuerpo, y un conjunto de invariantes de 
escala que agruparemos en un factor de fonoa 
f (a su vez un invariante) . Elrov:imiento que­
da completamente especificado si se conocen 
además, la velocidad v y los ángulos que espe­
cifican la orientación del C.'Uerpo respecto de 
v, que indicarem::>S colectivamente con a. 

V 

Fig. 12 

Tonaremos en cuenta además la inercia del 
fluido, detenninada por su densidad p ,y la 
viscosidad del mi.Sfl"O, dada por el coeficiente 
mrrespondiente,p. Para simplificar vanos a 
suponer que no hay fuerzas de volunen kuro 
por ejanplo el peso) aplicadas al cuerpo~ 

Ei1 C.'OllSec.'Uencia, el roovimiento del fluido 
para un c:uerpo de fonna dada (f=constante) 
queda definido por los siguientes parámetros: 

1, v, a,¡,~ 

Nos interesa conocer la fuerza F ejercida 
por el fluido sobre el cuerpo (que se suele 
llamar arrastre total). Resulta claro que la 

relación: 

F 

debe ser un invariante. Este invariante debe 
ser m1a función de los otros invariantes del 
problema, a saber: a y el núnero de Reynolds: 

R= 
p vl 

Por ende: 

F = p 12v2g( a, R) 

La determinación de la función g(a,R) es 
el problema más fundamental de la aerodinámica 
y la lúdrodinámica. ¿Qué nos puede decir al 
respecto el análisis dimensional?. 

Puesto que )J. interviene en g sólo a través 
de R, se pueden sacar algunas COllClusiones 
generales respecto del rol de la viscosidad a 
partir de la fót1Illla que da el mínero de Rey­
nolds. Fn primer lugar, el efecto de la visco­
sidad disninuye al crec.oer R; si se ignora la 
viscosidad (}!=O) se llega al concepto de W1 

fluido ideal. lilego, en el limite (R-oo) se 
debe tener: 

F .,; f 12v2gl (a) 
rovimiento rápido 

D: el limite opuesto de un ll'DVimi.ento len­
to, el efecto de la viscosidad se acrecienta: 
las fuerzas viscosas dominan sobre la inercia 
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del fluido. Llle<J01 en el limite R- 01 P debe 
desaparec:er de la e.wresión de F; por lo tan­
to: 

Entonces tena:oos: 

1 
gr-v­

R 

F = )J v 1 S2 ( a. ) 
movimiento lento 

Por lo tanto la ley de Stokes es correcta para 
cuerpos de fo11na cualquiera si se desprecian 
los términos de ii1erci.a en la ecuación de Na­
vier-Stokes. 

Hay tm ~rtante clase ,de fenómenos en 
que la siloot:ria de escalas conduee. a ~rtan­
tes simplificaciones por que permite reducir 
el núnero de variables independientes. Fsto 
ocurre debido a que la solución es semejante 
a si mi..sml, (autosimilar) si las variables se 
escalan convenientanente. Ilustremos las ideas 
involucradas por medio de tm ej~lo. 

La difusi<m d?.J. calor 
Supong~ que cierta cantidad de calor/ 

Ql se deposita en el instante t=O en un peque­
ño volumen ~v de tm medio infinito, horoogéneo 
e isótropo. Elegjloos el origen de coordenadas 
dentro ded'V .. Al pasar el ti~, el calor di­
flE.tdirá en el medio. Nos interesa encontrar la 
distribución de temperatura T(r 1 t} para valo­
res grandes de r y t 1 de modo que los detalles 
de la distribución inicial de temperatura den­
tro de ó V son irrelevantes. 

Las variable y parámetros del problema se­
rán pues: 

T, r, t, X 

Q 
H= 

fcp 

donde X es el coeficiente de difusión térmica 
1 

y H es el parámetro relacionado con la tempe­
ratura media iniciál. en: 

16 

r \' { + ~ L~ i r 1 r ) o j '-O,ruedia - n.ro V l 

Puesto ~'Ue las diil'i2nBiones de todas l<>~q varia­
bles y parámetros se pueden ex-presar en ténni­
nos de las dimensiones fundament.al~s l,t,\::1 
(temperatura), habrá dos invariantes de escala 
(c-anbinadones adilrié:nsiomü<~s de l<lli vas:'.iahles 
y parámetros) independientes. Dicha~ coml:ürra .. 
cienes se pueden elegir oo:no: 

~ "" x-1r2t-1 ' 

-r ., x312H-lt312T 

y obviamente, debemos te:r..Br: 

Este resultado significa que si escalail'D:S r 
como tll% y T caro t•Ht 1 la dist.ribucién de 
terr~ratura tendrá el mismo aspecto en todo. 
iP..stante de tiempo. Dicho de otra menerar si 
representamos T{r, t) para un t. fijo cualquie­
ra, ea1tonces €:1 mi.&rtO gráfico repr>e.sentará a 
T' (r 1 

, t 1
) para cualquier otra t' fijo 1 sieffi.':Pr<e 

y cuando cambiemoo la escala en el eje r por 
el factor (t' /t)lt! y la escala en el eje •r por 
el factor (t'/tr·m {Fig. 13}. 

T= Zf-Vx %t ~~ 
T= l"H/X 3.-if ~h 

L, __ _ 

Fig. 13 

-/i!:z. 

r:::{~Xt}~ 
i i:=(,;~t1\1.1 

Esto es lo <iQe se entiende po~ autosimila­
ridad: d?.da la solución en un cierto inst? .. nte, 
la solución para otro i~stante se c.hüe:r,.~ (~e 
la primera mediante· una simple trm;sfm'·, . ...:ioo 



de semejanza (cambio de escala}. 
Para determinar la solución es preciso 

ca1etüar f. Esto, por supuesto no se logra 
mediante el solo análisis dimensional. Hac-e 
fal ta resol ver la ecuación de difusión del 
calor: 

oT 
ot 

sujeta a las adecuadas condidones iniciales 
y de contomo. Nótese que esto no se puede 
hacer en forma exacta en el presente caso 
puesto que no se ha especificado suficiente­
mente la distribución inic.'ial de t~ratura. 
Sin arbargo, si & V es pequeño y si solo nos 
interesa la solución para r, t grandes, poderos 
suponer ~(r,t) y resolver la et~ción: 

oT 
()t 

1 
-X­

r2 
2 aT 

--.r-or ])r 

Teneros que resolver entonces la ecuación en 
las derivadas parciales, lo cual sigue siendo 
W1 problem cotll>licado. Aqui es doode nos ayu­
da la autosimilaridad: ésta nos dice que la 
solución f(~) depende de r y t solamente a 
través de la combinación: 

Xt 

Gracias a este echo se logra una gran s~li­
ficación puesto que en realidad solo tenem:>s 
que resolver tma ecuación diferencial ordina­
ria en la única variable independiente ~ (que 
se denoorl.na la variable de autosimilaridad) . 
Sustituyendo en la ecuación de difusión del 
calor, se encuentra que f satisface la si­
gu:iente ecuación: 

2 ~ (4f'+f) 1 + 3(4f'+f) "" o 
donde la primera significa derivada con res­
pecto a~. Aqui, para que la solución tienda 
a cero al infinito debemos t61'1er: 

4f' + f = o 
y entonces se encuentra la solución: 

f ce-~/4 

y se obtiene finalmente: 

eH 
T{r,i;) -

{Xt )3/2 

e = eonstante 

-r2 /4Xt e 

( c=n-3/2) 

Obsérvese que independientanente de los 
detalles de la distribución inicial de t~ 
ratura, se tiene siempre asintóticamente (r, t 
grandes) a \fila solución autosimilar. Muchos 
problemas canparten esta propiedad, esto es, 
tiendenasintóticamente a laautosimilaridad, 
cuando loo detalles de las c.'Oildiciones inicia­
les se puedén ignorar porque han dejado de GeL' 

relevantes. 
El presente ejemplo pone en evidencia las 

características básicas de la autosimilaridad. 
En la dinámica de gases, la mecánica de fluí­
dos, la física de ondas y varios otros ~ 
de la fisica se presentan numerosos ejemplos 
de problemas autosimilares. 

O:lií!Y.!ntarias F.inales 

I..a simetria de escala, el análisis dimen­
sional y las propiedades de semejanza que de 
ellos derivan son importantes en cálculos, 
experimentos y aplicaciones. El análisis di­
mensional r complementado por una adecuada in­
tuición de la fisica de los fenánenos permite 
obtener respuestas aproximadas, sencilla Y 
rápidamente en muchas situaciones de interés 
práctico. En realidad, en roochos problemas en 
que solo se requieren soluciones cualitativas 
o estimaciones de orden de magnitud, los re-­
sul tados del análisis dimensional pueden ser 
suficientes, y se obtienen con un m:í.nimo de 
esfuerzo. Por cierto que en muchos casos estos 
son los imic.'OS resultados que podemos esperar 
conseguir, debido a las enonnes complicacio­
nes matemáticas del problema, o a nuestro in­
caopleto conocimiento. 

los métodos del análisis dimensional son 
extremadamente simples y de carácter elemen-
tal. . 

Considerando todas estas razones es en 
realidad sorpl""JJ:dente encontrar que general­
mente se hace muy poco uso de ello en la ense­
ñanza de la fisica, y particularmente en los 
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cursos c1e:18Jtales. 
Scrroo lrnlY favorabl€8 al &r.ploo frec~uente 

de 2..rgunt.~ntos iliE~nsiona.le.s e!< dase, pw..s 
PBrmiten sirr,pJ.ifi(ae lamate;:Jc-%tíca, reemplazan 
Ve>."1t~jm~nte rmJcho.s cá1culoo engorros>'JS y 
largas dro.1;.'CCiones fomdles, &'-focan dir<2c:~a-· 
me.r.~t~ la ate.r¡_d{.>n sobJ:-e J.c,z -:IS.FCt.os fisims 
del asunto: acostUJ1;.'b.ran a kB i?:f>tu;li?.ntes a 
ejere]~tar l~ :L-,tu.iclt~ firJica, a tt9ar el sen­
tid,o a:r&G.u y a r€1..."'C'nO...."el.' loo asps-ctos signifi­
cativos {f;e un ¡;ro)lE:~., descatta.wo Io m&"'DB 
:relevante, ~~ loo ayuda a des~trollar urm acti­
tud mentai critic' .... ~, En breve, permiten o-::nr­
~render mejor lo fisica y adquj.rir la W>.JJili­
dad y la ro1fianz..:l que o?R necesitan p--Jra apli­
car loo ro::.l.Od.mi-ento-3 d-2 la fisif'x. y to!m1.Ú.ar 
modelos para l\.r;s:o1ver p:robleThSB CC.'TICl--etoo. 

Mw.ás, e:npl.ea11do ar-:¡m-:a:Jttoom.me.ns:tonilles 
y de sim:ilar:i.d-2.d !?re p¡1Bie.'1 jJlt:.rodt .. ~dr y discu­
tir a u:n rrl.v<el elemental y fád1..~te acc-esi­
ble pm:t1. loo esb.w.antes, distintos t.ópiros 
a1ran.za.d.;)fJ. D.e otra rr¿mera.1 se;d.a i..f!!WSible 
presc-'!ltar tales ter:~w am¡que fuera !m.Ti dese­
able iuclui.rlos ~m los }?rograrraa . .Este },PU.e<le 
ser el caso d·~ v&>j_os teu--w.s de 1~ Hsica mo­
d~lua. 

La e::.perümcia de uno de lo3 autores 
(a.G.) i"lfd.ca q¡.~e loo ben-aficks S<!ñala.éi.cs se 
puedan ~Jtener ~~ la ~ráctica, 

Presentacic.r1:.-es e1etr:-;entales o generales de 
las i&>...as del análi,sis d:i.m~ional, el teo..""€ir..a 
PL etc. Se P'il..":de.'1 enc:antrar ~"1 J.Ju.snas es.!Ci­
dope:lias y nm:<em.sos te;-.;.t<'.s de Fis~Lca G2.oorcü 
Y de ~...áni~ de loo Fluidos; a modo de eje¡r­
plo, :P~IOS citar: 

la voz "Ili1Y.c8.1S:icnal A:nalysis" e..n, la &íC:/­
clop~~a Bri té.mn.ic:i, 

11
ÚYU.ts de Ph~'sique C-iérk:rale:~, G. Bn;.hat, 

Nas~>vn &. Cie., Pél..J.i..s, 1963. 
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J~ E~ IJ.ebot, c. Péraz Garciat 1~1c Gra~·J-Hi.ll! 
1.9H6. 

"PrLneip'i.es of Fluid Yteehanics", li. H. Li, 
S" H. Lili'ü; 1\d·dison Wesley, 1954. 

Ex_r.ozicior.es sist€.11l.áticas de los rrréto:1ce 
de:l . .a.n&lisiB dirnensianal y la siroi.l~..ridhl.d, y 
sua aplicad~ a Ia medmica, partic.'Ulru:nt-~r· 
te a la tfu'lámica de los fluidos, se :¡::.:uooen. 
0:"}'~0ntrar. en las siguientes u::::mf'.A.,Jrafias: 

11Sin'lilarity and D~.á3iooal Met.h.ods in 
f.!b'<'.hanics 11

, L. I. Sedov, Ar...adem.i.c P'.ress, 1959. 

"Similarity, &21f-simi.larity and Interli~ 
c'liate AsjT¡¡ptoticsa, G. I. Berenblatt, Consul­
tan..s Eureau, 1979. 

''Handbook of Fluid Dynmcs", V. Stt'f.;\Ster 
ed. , Me, Co!'aw-Hill r 1%1. 

Para el estudio de proce~<OO autosimílares 
en la d.ir:.ánri.ca de gases puede verse también: 

11I'hysics of Shock Waves and High ~ra­
ture Hyd.rodynamic Phenanena", Ya. B. Zel'do­
vlch, Yu. P. Raizer, Aci:f..C-t'Hdc Press, 1%7. 

l\1\]'!1ero3os ejemplos de la aplicación de 
consideraciortas <Ü.lTI~lsianales para realizm: 
esti'!l.adon-es ~nciHas se ¡:ru:e:len enm'lt:rar 
disp&rBas en la literatura; ~1 pa.."'i:ictuar :re­
com.endatzr.os consultar; 

"Lectures in Physics", R. Fey1IDk1..7ffi .• 

'"fisica para Cien-,-:;ias de la Vida", ya ci­
tad\'~ arriba. 

"PrrJP.ieda&Js de la Materia", B. H. Flo-­
wers, E. ~a, IJ_¡r¡usa, 1979. 

Su:gedJ1lOO asir!rl.smo consultar la serie de 
&:rdculos recie:i1tes tituladoS: 

•••~ S"""'.,.,...,l.. of S1'mn li,.,-H-y¡, V t.lo~ ,,..f.t,.,.,..,.,;: -~-' ~ ~U! .,¡:,.u~ ""'.L '\, t • 't~-..L.Q;:'Irt.l...:~··.&..' 

<!Al::tt""'ecidos en la revista A.o;;erican .'Jo\mr.al of 
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