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Resumen

En la configuracién de una teoria, el proceso de reconstruccién de un modelo matematico permite orientar las
actividades experimentales y la simulacion en los sistemas en estudio. A partir de ello, es posible definir las
funciones de transferencias en tiempo continuo o discreto. En'base a ello proponemos, en el estudio de
sistemas oscilatorios, la implementacion de estrategias didacticas alternativas para fortalecer la comprension
del fenémeno en estudio.
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Abstract

In the configuration of a theory, the reconstruction of a mathematical model to allow orient the experimental
and simulation activities in the systems under study. From this, we can define transfer functions in continuous
or discrete time. On this basis we propose in the study of oscillatory systems, the implementation of
alternative teaching strategies to strengthen the understanding of the phenomenon under study.
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I. INTRODUCCION

A partir te observaciones realizadas en el ciclo basico de las carreras de Fisica de la Facultad de Ciencias
Exactas i Naturales de la UNCa, en la catedras de Métodos Matematicos, consideramos necesario
repensar y redisefiar integralmente distintos aspectos presentes en el planteamiento de las actividades.

Nuestro objetivo es favorecer la compresion y el proceso de construccion del conocimiento cientifico
mediante estrategias de aprendizaje que integren la adquisicion de conceptos con la familiarizacion del
trabajo cientifico. Por lo tanto, proponemos usar simulaciones y practicas de laboratorio que
complementen la préctica tradicional de resolucion de problemas fisicos-matematicos, mediante
funciones de transferencias en tiempo continuo y discreto, tales como los sistemas oscilatorios, en
particular el sistema subamortiguado. Segin Cudmani et al. (1991) expresa ‘“‘creemos que estas
actividades llevan a favorecer la comprension metacognitiva y las transiciones parciales hacia el
conocimiento cientifico”. Se trata entonces, de rescatar globalmente el conocimiento sustancial y
sintactico de la fisica que es el referente permanente del aprendizaje, debiéndose tener siempre presente
que la adquisicion de conocimientos cientificos y la familiarizacion con metodologias, metas, actitudes y
valoraciones cientificas, son procesos no espontaneos ni basados en el sentido comun. Por ello, parece ser
necesario un esfuerzo consciente y sostenido para romper con los modos de razonamiento espontaneos,
para poder enfrentar cientificamente los problemas. (Salinas et al, 1995).

En consecuencia, este proceso ocasionaria que el alumno:

e Analice el interés de la problematica planteada y la aborde cuali y cuantitativamente.

e  Precise el problema y practique el modelado matematico y la abstraccion.

e Consulte antecedentes de estudios vinculados con las funciones de transferencias en tiempo

continuo y discreto.
e Proponga objetivos y metodologia de trabajo.

Revista de Ensefianza de la Fisica. Vol. 27, No. Extra, Nov. 2015, 479-485 479 www.revistas.unc.edu.ar/index.php/revistaEF/

La evaluacion del presente articulo estuvo a cargo de la organizacion de la 19
Reunién Nacional de Educacion en Fisica



Humana y otros

e Conciba disefios experimentales para registrar la validez de la propuesta.
e Verifique mediante la simulacion dinamica los resultados fisicos — matematicos utilizando
software de aplicacion libre para tiempo continuo el GeoGebra. Mientras que para tiempo

discreto el “Ax,” (Juarez y col., 2014) desarrollado por los integrantes del equipo de
investigacion que trabajan con Ecuaciones en Diferencias, que tiene la finalidad de resolver
ecuaciones en diferencias y sistemas en diferencias con valores iniciales, y a través de ello
obtener la grafica respectiva representativa del sistema en cuestion.

e Analice la coherencia de los resultados obtenidos, establezca una analogia con los que reportan
otros que han estudiado problemas relacionados; y elabore un informe con las conclusiones de su
investigacion.

Il. EL FENOMENO FiSICO ESTUDIADO EN LA EXPERIENCIA

En el estudio de sistemas oscilatorios es indispensable representar en forma aproximada el
comportamiento de la dinamica del sistema, para comprender sus caracteristicas. Un modelo matematico
se puede definir como un conjunto de ecuaciones que describen con cierto grado de precision la
dinamica del sistema. Dado que en la mayoria de los problemas dinamicos, el modelado del sistema
adopta la forma de un conjunto de ecuaciones diferenciales, obtenidas a partir de las leyes fisicas que lo
gobiernan; y que los modelos matematicos pueden tomar diferentes formas, la seleccion del modelo es
una cuestion de conveniencia que tiene en cuenta las caracteristicas especificas del problema. (Juarez y
col. 2005); Serway, (2001); Novak, (1998). En las aplicaciones de sistemas oscilatorios, se utilizan con
frecuencia las funciones de transferencias, con el fin de caracterizar las relaciones entre las variables de
entrada — salida de los sistemas que se pueden describir con la Transformada de Laplace en tiempo
continuo y la Transformada Zeta en tiempo discreto, con ciertas condiciones iniciales. (Simmons, 1991).

I11. POBLACION DE ESTUDIO

La experiencia que se propuso fue implementada en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la
Universidad Nacional de Catamarca, con 6 alumnos de segundo afio de las carreras de Fisica en 2014,
donde se desarrollaron los contenidos relacionados con las funciones de transferencias que abordan las
relaciones fisico-matematicas dentro de la Fisica.

IV. DESARROLLO DE LA EXPERIENCIA

Se trabajo con una metodologia experimental, la cual permitié confrontar los valores obtenidos con la
formulacion matematica del modelo matematico propuesto a través de las funciones de transferencias en
tiempo continuo y discreto. (Humana y col, 2013)

El objetivo fue determinar los sistemas oscilatorios a partir del registro de valores experimentales y de
valores simulados de las variables intervinientes con la utilizacion de software de aplicaciones libres.

Utilizando un dispositivo experimental tal lo muestra la (Figura 1), se considera un amortiguador
basico consistente de un resorte de constante elastica k, un objeto de prueba de forma cilindrica cuyo
volumen es de 11 cm® que actia como un embolo en un liquido de baja viscosidad y de constante b, vaso
de precipitado, una regla milimetrada que mide las elongaciones, y un sensor de fuerza (con alcance:
50[N], calibrado previamente con el objetivo de minimizar los correspondientes errores, configurado para
registrar solamente fuerza de tiro positivo, registrandose 100[muestras/s] en un lapso de 13[s].

Realizamos experiencias con liquidos de diferentes densidades y viscosidades, obteniendo las
correspondientes graficas con su respectiva amortiguacion. A partir del analisis y la aplicacion de los
criterios de seleccion adecuados, se puede observar que la experiencia que mejor aporta informacién al
parametro b, es en la que se utiliza como liquido viscoso el agua. Este parametro b, nos permite ajustarlo
a las condiciones iniciales establecidas en el modelo matematico con la aplicacién de las funciones de
transferencia en tiempo continuo y discreto.

Conformemente, la masa ejerce una fuerza conservativa que depende de la deformacion en k-veces,
mientras que el liquido ejerce una fuerza disipativa contraria al movimiento que depende b-veces de la
velocidad. En consecuencia, ante la accion de una fuerza externa se observa el movimiento de la masa.
Debido a una fuerza aplicada, la masa sujeta al resorte comienza a moverse alcanzando una amplitud
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maxima que disminuye gradualmente en el tiempo, siguiendo un patrén de amortiguacién, hasta encontrar
la posicién de equilibrio.
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FIGURA 1: Dispositivo experimental

Existen tres caracteristicas generales de amortiguacion, que en nuestro caso haremos referencia al
movimiento subamortiguado (Figura 2), el cual se ajusta a las condiciones iniciales para la aplicacion de
las funciones de transferencias. Se reconocen entonces la entrada y salida del sistema, que son la fuerza
aplicada y la deformacion producida respectivamente para un instante de tiempo.
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FIGURA 2: Registro de datos experimentales fuerza en funcién de tiempo. Sistema oscilatorio subamortiguado.

De acuerdo a los resultados obtenidos, los cuales se ajustan a las condiciones iniciales que nos

conducen a la aplicacion de las transformadas respectivas, lograndose el valor de k = 3,8163[N/m],
m = 0,0744721[kg] = 74,4721[gr], F = 0,2038[N], analizdndose valores maximos de fuerza en
funcién del tiempo, calculando el parametro b, se obtiene el mejor valor con su correspondiente error:

b= (5= Ab) = (00236 +0,0001) [*9/]

V. MODELADO MATEMATICO

A. Funcién de transferencia en tiempo continuo
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Del sistema experimental disefiado consideramos el modelo matemaético de la funcién de transferencia
Q(s) del sistema masa — resorte subamortiguado que describe su comportamiento dindmico, el cual se
define como el cociente de la transformada de Laplace de la variable de salida Y(s) respecto a la
transformada de Laplace de la variable de entrada R(s), con las condiciones iniciales cero. (Glyn, 2002;
Kreiszig, 2001). Donde la ecuacién diferencial de segundo orden puede escribirse en términos de la
frecuencia angular w, con la cual el sistema oscilara libremente, y el factor de amortiguamiento relativo
B obteniéndose:

d2X ax o
W-'-Z'B(UOE-'— (UOX = bowoR(s) (1)

Por tanto, aplicando la transformada de Laplace se tiene:
$2X(s) + 2B wys X(s) + w2X(s) = byw3R(s)

X(s) _ bowg
R(s)  s2+2Bwys + w?

Q(s) = @

Consideremos, la salida de éste sistema sujeto a una entrada escal6n unitario en el dominio de s, tal
que R(s) = 1/s, entonces:

byw R(s) = byw _ bow?
s +2Bwys + w s(s2+2Bwys +wE) s(s—m)(s—my)

X(s) = €©)

Donde m; y m, son las raices de la ecuacion s? + 2Bw,s + wZ = 0.Para este caso, el tipo de
respuesta que se presenta depende del valor del factor de amortiguamiento relativo cuando g < 1, dichas

raices son complejas: m; = —Bwy + jwe/ (1 — B?) ymy, = —Bwy — jwe/ (1 — B?)

Reemplazando en (3) por los valores obtenidos en la experiencia, teniendo en cuenta el ajuste de datos
y la entrada escalén unitario, se tiene:

X($) = gt @
s " s(s?2+6s +49)
Aplicando la transformada inversa se obtiene:

X(t) = 0,0236[1 — e~ 3tsenbt] (5)

Esta ecuacion representa la solucion de la funcidn de transferencia que satisface las condiciones
iniciales establecidas, y mediante la simulacion dinamica permite confronta este resultado con los datos
experimentales, utilizandose el software libre GeoGebra, (Figura 3).
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FIGURA 3: Simulaciéon dinamica del movimiento subamortiguado en tiempo continGo utilizando Software
GeoGebra.

B. Funcién de transferencia en tiempo discreto
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En forma analoga procederemos a realizar éste andlisis aplicado al sistema subamortiguado, utilizando
como herramienta matematica la transformada Zeta. (Moreno y col.,2003), Sacerdoti (2003).

La funcién de transferencia F[Z] de un sistema lineal e invariante es la relacién que existe entre las
transformadas Z de la salida y de la entrada, para condiciones iniciales determinadas. Por lo tanto, el
algoritmo lineal, en forma de ecuacién en diferencia se expresa como:

SOEDWNEDEPWRIEY) ©
j=0 j=1

Usando la transformada Z, y especificando sus propiedades de linealidad y retardo, para sefiales
causales con condiciones iniciales, se obtiene la funcién de transferencia como:

_X(2) _ 2?:0 b; z7J
" R(z) noa;z7)

Q(2) ™

Para el sistema causal, es ejecutable en tiempo real por lo que x(k) no depende de valores futuros de
laentradar(k + 1), r(k + 2),... se admite el valor presente de la entrada (k) suponiendo que el tiempo
de calculo sea despreciable; es decir que la funcién de transferencia sera una fraccién propia.

Aplicando este concepto se propone un modelo matematico dindmico discreto para el movimiento
subamortiguado, a partir de la ecuacion en diferencia lineal con coeficientes constantes de segundo orden
dado por:

Xy + AXpqp + bxy = 1(k) ()

Donde el término involucrado en el mayor corrimiento de la sucesion {x,} es el término {x,.,} (lo
que implica un corrimiento de dos pasos), que para satisfacer la convergencia establecemos valores que
cumplan los criterios de convergencia siguientes: la] —1 < b < 1y a? — 4b < 0. Ahora asignamos los
valores de a = —1,09; b = 0,95 y la sucesion de entrada {x,} es la sucesion escalén unitario definida
por:

=0 458

Procedemos a resolver (8) reemplazando los valores y utilizando las propiedades de la transformada
Z
X4z + 1,09, , +0,95x, = 0,09 k=0)

[22X(z) — z%xy — zx,] — 1,09[zX (z) — zx,] + 0,95 X (z) = (10)

VA
-1

Reordenando los términos, aplicando las condiciones inicialesx, = 0, x;, = 1lpara el movimiento
escogido, y despejando X (z) se obtiene:

X(2) = z z

C-0G+a) z-DG-a)@z+a)

a1

Cuyas raices sona =0,5+;0,81 ;a = 0,5 —0,81. Luego dividimos por z ambos miembros, y
operando algebraicamente se obtiene:
X(z) _ z

z  (z—a)(z+a)

Se realiza la expansion de la funcién X(z) /z en vez de la funcién X(z) para que las fracciones
simples de la expansion, queden de la misma forma que para las expansiones en fracciones parciales en S
Aplicando la transformada Z inversa y la expansion para el caso de polos complejos conjugados, se

obtiene:

1
{x = meO'S’C(O,Sl cos 0,81k + 0,5 sen 0,81k) (12)

Esta ecuacion representa la sucesion solucion de la ecuacion en diferencias que satisface las

condiciones iniciales establecidas, y mediante la simulacién dinamica se confronté este resultado con los
datos experimentales, utilizando en este caso el software de aplicacion libre“Ax,,” (Figura 4a).
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De acuerdo al resultado de la simulacién obtenida (Figura 4b), se observa que cuando la funcion de
transferencia presenta polos complejos conjugados, el sistema contendra una parte real negativa que
tenderd a estabilizarse alrededor de un valor determinado, y la tendencia de la parte imaginaria del polo
presentard un comportamiento oscilatorio.
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FIGURA 4: a) Simulacion dindmica del movimiento subamortiguado en tiempo discreto, b) Ecuacion en Diferencias
de 2°orden, utilizando Software “Ax;,”

VI. CONCLUSION

De las experiencias realizadas, el alumno logré visualizar la respuesta del sistema a distintas situaciones,
pudiendo resolver y comprender las funciones de transferencias, tanto en tiempo continuo y discreto
mediante la respuesta a la sefial funcion escaldn unitario, de modo que sobre una respuesta
subamortiguado tipica, es posible definir el valor de la elongacién maxima, el tiempo pico y el tiempo que
necesita el sistema para que la diferencia entre el valor de la sefial y el valor limite en estado estacionario
difieran un porcentaje determinado. Asimismo es importante reconocer la utilidad que presenta el
software de aplicaciones libres, que le permite confrontar los resultados experimentales y analiticos del
problema planteado. En base a lo propuesto, es posible contribuir a orientar las actividades para el
aprendizaje de las ciencias y con una forma cientifica de abordar las relaciones fisico-matematicas dentro
de la Fisica.
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