A propésito del ailtimo
teorema de Fermat'

Aroldo Kaplan

Aroldo Kaplan ¢s

Profesor Titular del Departamento
de Matemiticas de la Universidad
de Massachusets en Hamherst.

"... vibrando y forcejeando, ...

acaba por ser todos los guarismos,
la vida entera”.
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erdaderas, concisas, irrelevantes, se ha
dicho de las proposiciones de la matema-
tica pura. ;Podria haber mejor ejemplo
que el asi llamado Ultimo Teorema de Fermat?
Enunciado alrededorde 1637 es, como veremos
més abajo, en verdad conciso. Demostrarlo ver-
dadero, sin embargo, es todo lo contrario. El
Gltimo eslabén del argumento, completado por
Andrew Wiles en lo que sin duda constituyé el
acontecimiento matematicode losdltimos afios,
ocupa cientos de pdginas. Los eslabones pre-
vios ocupan varios cientos mis y alli se entrete-
jenideas profundasysutiles provenientesde las
dreas mis diversas de la matematica clisica y
moderna. Aqui confiaremos en el rigorintelec-
tual de Wiles y de los demis especialistas que
hasta ahora han escrutado el argumento y que
invitan a aceptarlo como vilido.?
Lo de irrelevante —para el pensamientoyla
cultura en general— serd el tema principal de
nuestra discusién.

FERMAT Y SU TEOREMA

Pierre de Fermat, abogado, matematico y
poeta francés del siglo xvi, dejé escritos una
serie de enunciados sobre Teoria de Nuumeros,
aseverandolos como verdaderos pero cuidan-
dose de no dejar indicios sobre sus razones, es
decir, sin incluir las correspondientes demos-
traciones. Negandose por principio a publicar
sus resultados en la manera y medios habitua-
les, los mismos quedaron registrados en su pro-
lifica correspondencia y en el margen de los
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libros que usaba como fuentes.

Luego de la publicacién péstuma de sus escritos en 1670, la profundidad
de los teoremas de Fermat fue rapidamente reconocida por los especialistas
de la época, especialmente por Euler. El trabajo de producir, o re-producir,
sus demostraciones, o de algunas veces hallarlos falsos, fue fuente de
inspiraci6én para varias generaciones de matemdticos, asi como origen de
fértiles teorias.

Hacia principios del siglo xix los Teoremas de Fermat habian sido
convincentemente probados en su totalidad, con la sola excepcion que nos
ocupa: de ahi lo de "Ultimo". Este estimuld a varias generaciones de
matemiticos, impulsando el desarrollo de nuevas teorias que, ademas de
aplicarse a la resolucién de casos particulares del Teorema, pronto hallaron
uso en otros ambitos. Finalmente, la introduccién de profundas ideas
también de otros campos (Geometria, Teoria de Grupos, la "Filosofia" de
Langlands), facilité la sintesis de Wiles.

El Teorema en cuestién fue enunciado por Fermat a propésito de las asi
llamadas ternas pitagéricas: ternas de nimeros enteros X, v, Z, tales que al
sumar los cuadrados de los dos primeros se obtiene el cuadrado del tercero.
En otras palabras, tales que satisfacen la ecuacién

WP y24= 22
Por ejemplo 3, 4, 5 forman tal terna, porque
32+ 4°=94+ 16=25=52

Otra terna pitagoérica es 5, 12, 13 asi como 4961, 6480, 8161. Leyendoa
.Diofanto (siglo 1) dar el método de producirlas todas,? Fermat anota en el
margen, en latin, "... por el contrario, no es posible descomponer un cubo
como suma de dos cubos, o un bicuadrado en suma de dos bicuadrados, o .
cualquier otra potencia como suma de otras dos de las mismas potencias”.*
Es decir, piensa a la ecuacidén de arriba como expresando que algunos
cuadrados de numeros enteros —digamos 5°— pueden descomponerse
como suma de otros dos de tales cuadrados —3%y 4% en el ejemplo— y pasa

1. Versién de la conferencia "El Ultimo Tecrema de Fermat y ¢l fin de las matematicas puras’,
dictada en ocasién del X aniversario de la Facultad de Matemaitica, Astronomia y Fisica,
Universidad Nacional de Cérdoba, julio 1993.

2. Andrew Wiles, profesor de la Universidad de Princeton, presentd una prueba del teorema. La
misma estaba, a principios de 1994, afin en proceso de revisién y completacién.

3. Es facil ver que para cualguier par de nlimeros enteros p, q, la terna de nimeros x=4pq, y=F*
- @7 z=p?+q? es pitagérica. El Teorema en Diofanto afirmaba que toda terna pitagérica debe ser
un miltiplo de una de éstas. Alguna forma de este principio debia ser conocida por los
babilonios hace tres mil quinientos afios, ya que fueron capaces de producir ejemplos como
4961, 6480, 8161.

4. Ycontinta Fermat: "He descubierto una hermosa demostracién de esta proposicidn, aunque
este margen resulte demasiado estrecho para detallarla”.
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a afirmar que las correspondientes descomposiciones para exponentes més
grandes, como x* + y® = 2%, x* + y* = 2%, x® + y® = z5, etcétera, son imposibles,
siempre. En breve, que ninguna ecuacién de la forma

xn+yn=Zn

puede tener soluciones enteras cuando el exponente n es mayor que dos
—salvo, por supuesto, las soluciones : "triviales", donde uno de los tres
€nteros es cero.

El problema estd evidentemente fuera del alcance de la computacién
bruta, ya que es a-priori imposible verificar caso por caso la afirmacién de

‘que para todos los nimeros x, v, z, n, distintos de cero y con n>2, el nimero
z" serd distinto del nimero x® + y*. Es necesario, en cambio, argumentar "en
abstracto”, mostrando, por ejemplo, que la hipdétesis de que una solucién
existe lleva necesariamente a una contradiccién. Para algunos exponentes
es posible llevar esto a cabo con métodos relativamente elementales,®
seguramente conocidos por Fermat —aunque su conviccién en la validez
general del enunciado probablemente se basaba en un error. Hasta hace
poco, mediante el uso de una formidable artilleria teérica, se habia conse-
guido demostrar el Ultimo Teorema en muchos casos particulares, incluyen-
do a todo exponente n menor que cuatro millones, y a todas las ternas de
nimerosx, y, z, menores que 10", es decir jun uno seguido de un millén de
ceros!

Pero, por abismales que sean estos guarismos, insiste el imperativo
matematico, ;qué son comparados con las infinitas posibilidades restantes?
Alfiny el cabo, si bien 10'® es probablemente mucho mayor que el nimero
total de particulas elementales en el universo, también es inmensamente
menor que la cantidad de posibles conjuntos formables con las mismas. Un
resultado tal como "el Ultimo Teorema de Fermat es cierto para todo
exponente menor que 10'®" suena insatisfactorio para el oido matematico,
como una sinfonia inconclusa cuyos Gltimos acordes quizas esconden la
clave. La deteccién de algiin exponente gigantesco para el cual un tal
Teorema falle o la demostracién completamente general del mismo, tiene
frecuentemente mas consecuencias para el resto de la Teoria que la seguri-
dad de saberlo cierto para los primeros treinta y tres trillones trescientos
treinta y tres exponentes.

5. Por ejemplo, si n es maltiplo de 4, la existencia de una solucién no trivial de la ecuacién x*
+y" = z" implica la existencia de otra para x* + y* = z*. Los cuadrados x? y?, z? serdn entonces
una terna pitagérica. Reduciendo al caso en que x, y, z, son positivos y coprimos, y utilizando
la descripcién de tales ternas en la nota anterior, se construye otra solucién similar pero cuyo
"z" es menor que el anterior. Esto es imposible, ya que tal proceso (de "dcscenso como lo
llamaba Fermat) no puede continuar indefinidamente.
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NUMEROS: METAFISICA

El Ultimo Teorema de Fermat pertenece a lo que habitualmente se
denomina Teoria de Niimeros, que trata especificamente de las propiedades
de los numeros naturales: 1, 2, 3, ..., y de las ecuaciones satisfechas por los
mismos.

Estos son los que primero aparecen, tanto historica como cognitivamente,
y que, en diversos sentidos, generan eventualmente a todos los demas
(enteros, racionales, reales, complejos, modulares, p-adicos...).

:Qué son los nimeros naturales? Entidades a la vez obvias y elusivas,
objeto de uso e interés en la ciencia y en la mistica, la finanzay la filosofia...
¢Qué constituye su Teoria? ¢Es posible explicar su trascendencia
"aprioristicamente”, recurriendo a las posibles aplicaciones s6lo como con-
firmacién ulterior de su necesidad? En efecto, argumentaremos aqui que la
Teoria de Numeros deberia considerarse como la verdadera Ciencia de la
Distinciéon Fundamental.

La distincién en cuestién es la encarnada en las oposiciones sujeto-
predicado, sustantivo-adjetivo, objeto-propiedad, elemento-conjunto. La
atribucién de significado a las afirmaciones del tipo "tal cosa tiene tal
propiedad”, o "tal objeto pertenece a tal conjunto”, es tan caracteristica del
lenguaje y el entendimiento humanos, que esta afirmacién puede pecar de
trivial. Insistimos que hablar de predicados o propiedades es esencialmente
equivalente a hablar de conjuntos o clases. Enunciar una propiedad dada es
légicamente equivalente a describir su rango, es decir, el conjunto de
objetos que la poseen. Asimismo, todo conjunto corresponde a una propie-
dad —la de pertenecer a ese conjunto. Paramantenernos en lo primitivo y
evitar problemas légicos, consideraremos en principio s6lo conjuntos fini-
wos, correspondientes a propiedades de rango finito, es decir, predicables,
alo mas de una cantidad finita de objetos (aunque ésta pueda ser arbitraria-
mente grande, dependiendo de la propiedad de que se trate). Las ciencias
—exactas o no, exceptuando quizés a la matemética— no verian aqui una
limitacién demasiado grande.

Como primer paso hacia la consitucién de la ciencia de esta distincién
fundamental, cabe preguntarse: ;qué propiedades tienen, en cuanto tales,
los conjuntos finitos? Es decir, ¢qué propiedades absolutas tienen, lo mas
independientes posibles de la naturaleza de los objetos que las satisfacen?

La busqueda de propiedades absolutas —invariantes— del ' mundo es
caracteristica de las ciencias, pero cada una restringe su atencidén a ciertos
objetos, a ciertos predicados, y formula leyes invariantes por ciertas trans-
formaciones particulares entre objetos o conjuntos. La Antropologia, la
Linguistica, la Fisica, en tanto ciencias, se interesan por leyes generales
—no proposiciones aisladas sobre los tabties de una tnica familia polinesia,
o sobre el nicleo de un determinado 4tomo de hidrégeno. Al mismo
tiempo, el valor de este imperativo de generalidad depende de la misma
particularidad de los enunciados cientificos: una buena ley linguistica
sobre, digamos, la sintaxis de verbos, sera invariante si se sustituye un verbo
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por otro cualquiera o si se traduce a otro lenguaje, pero no si un verbo se
sustituye por un sustantivo o por un protdén.

Aqui, en cambio, nos estamos preguntando por los "absolutos en serio".
No restringimos la naturaleza de los objetos o de las propiedades a conside-
rar, jy requerimos la invariancia por foda transformacién de unos objetos en
otros! ;Queda algo? ,

Lo que queda —lo tinico— luego de tamafia limpieza conceptual, es la
cardinalidad de un conjunto, en el siguiente sentido. En vez de cosificar a
ésta como "el nimero"” de elementos del conjunto, lo que nos devolveria a
la pregunta inicial, consideramos a la cardinalidad como una propiedad de
conjuntos, a saber aquella que hace que un conjunto dado se pueda poner

‘en correspondencia biunivoca con algunos conjuntos pero no con otros.

Notemos que para determinar si dos conjuntos finitos A y B pueden
ponerse en correspondencia biunivoca, no hace falta saber contar: basta
asignarle a cada elemento de A un elemento bien especificado de B, de
manera que todo elemento de B resulte asignado a un Gnico elemento de A.
Si esto es posible, decimos que A y B "son equivalentes” o que tienen "la
misma cardinalidad”, o "el mismo nimero de elementos”. Recién después,
si queremos, diremos qué significa por ejemplo, "tener cinco elementos™:
significa, digamos, que tienen la misma cardinalidad que el siguiente con-
junto de simbolos:

@ # % * &

Asi, el problema de la "naturaleza" de los niimeros se esfuma de manera
parecida a la del calor, al reconocer a éste como una propiedad de —en vez
de una substancia en— los cuerpos. Pensaremos entonces a los ntimeros
como las Gnicas propiedades absolutas de los conjuntos finitos —absolutas
en el sentido de ser invariantes por toda sustitucién de elementos por otros
0, equivalentemente, independientes de la naturaleza especifica de los
elementos que los constituyen.

NUMEROS: FISICA

Si los conjuntos finitos de elementos arbitrarios, o los predicados de
rango finito, constituyen nuestro tema, la verdadera Ciencia de los mismos
deberia identificarse con el estudio de las relaciones, u operaciones, tam-
bién invariantes, que se pueden establecer entre los mismos. Que esta
identificacién no siempre se aplique en otras ciencias se debe a que los
imbitos y requerimientos de invariancia nunca son formulables tan simple
y exhaustivamente como en nuestro caso.

Curiosamente, la Teoria de Conjuntos usual, o de Predicados, no satisfa-
ce nuestros requerimientos. De las tres operaciones basicas: complemento,
unién, interseccién —o, para predicados, negacién, disyuncién, conjun-
cidn—, la primera no se aplica en nuestro contexto (el complemento de un
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conjunto finito no necesariamente es un conjunto finito) mientras que las
otras dos no satisfacen el requerimiento de invariancia. En efecto, el que la
unién o interseccién de un par de conjuntos Ay Bsea o no equivalente a la
unién o interseccién de otro par, A' y B, depende de la naturaleza de los
objetos que los constituyen, en la medida en que éste determina cuintos
elementos comunes tiene cada par. El principio de invariancia absoluta
requeriria que cada vez que A sea equivalente a A', y B a B, A u B resulte
equivalente a2 A'U B', y AnB a A'nB', lo cual es evidentemente falso. En
términos méas pedestres: el nimero de elementos en la unién o interseccién
de dos conujuntos depende de los elementos que ambos tengan en comin,
no s6lo del niimero de elementos en cada uno.

Un ejemplo de operacién entre conjuntos finitos que es en cambio
absolutamente invariante, es el producte cartesiano A x B, definido como el
conjunto de pares ordenados (a,b) formados por un primer elemento de A
y uno segundo de B. Otro ejemplo es lo que podemos pensar como unién
disjunta A + B de dos conuntos, describible fijando dos objetos distinguidos
o, 0,, distintos entre si (arquetipos de "diferencia”) y definiendo

A®B= (A®{0,) U (BOIo})

Estas operaciones carecen de las propiedades formales habituales; por
ejemplo, no son conmutativas, como lo son la unién e interseccién. Sin
embargo, poseen la invariancia deseada: si A es equivalente a A', y B es
equivalente a B', entonces A + B resulta equivalentea A'+B',yAxBa A'x
B'. En términos pedestres, la cardinalidad del producto cartesiano es
siempre el producto aritmético (multiplicacién) de las cardinalidades de los
factores, mientras que la cardinalidad de la unién disjunta es siempre la
suma aritmética de las cardinalidades de cada término.®

No es extrafio que las operaciones aritméticas usuales broten esponta-
neamente del requerimiento de invariancia. Si el nimero de elementos de .
un conjunto es su inico invariante absoluto, la Ciencia de los conjuntos,
como estudio de las relaciones invariantes que se pueden establecer entre
los mismos, deberiareducirse precisamente al estudio de las propiedades de
esos invariantes, es decir, de los nimeros naturales.

En efecto, es posible describir exactamente las relaciones entre conjun-

6. (i) Un par ordenado es no sélo un conjunto de dos elementos. El orden de los mismos
también se toma en cuenta: cuil es el primero y cuél es el segundo. Por ejemplo con el par de
niimeros 3, 8 podemos considerar dos —distintos— pares ordenados (3,8) v (8,3).

(ii) La unidn disjunta, como lo sugiere el nombre, es una construccién de un nuevo conjunto a
partir de dos datos A, B que "ignora” la interseccién AN B. El recurso técnico, —elegir dos
objetos distintos o,, 0,— permite usar un conjunto, el de todos los pares ordenados (a, 0} con
a en A que es esencialmente una "copia” de Ay, andlogamente, todos los pares (b, 0,). Como
nunca puede ocurrir que (2,, o)) = (b, 0,) —porque o#o0,—no hay elementos en la interseccién
de las copias de Ay B. Piensen por ejemplo que si a tiene 5 elementosy B tiene 7 elementos y
si hay 4 elementos en la interseccién, entonces A U B tiene 8 elementos. Pero A (D B tiene 12
=5 +.7

86



A propésito del ultimo teorema de Fermat

tos finitos que satisfacen el requerimiento de invariancia. Son todas de la
forma general "el conjunto construido de tal manera, a partir de tales
conjuntos, mediante las operaciones de producto cartesiano y unién disjunta,
es equivalente a aquél construido de tal otra manera a partir de tales otros
conjuntos”. En términos de nuestros invariantes, estas relaciones seran las
describibles mediante ecuaciones entre variables numéricas naturales, liga-
das por la suma y el producto. Por ejemplo, el que la ecuacién x? + y? = 2?
tenga infinitas soluciones naturales, y el que x* + y® = z° no tenga ninguna,
son tipicos ejemplos de tales proposiciones.”

La verdadera "Teoria de Conjuntos”, entonces, deberia ser ni mis ni
menos, la venerable Teoria de Nimeros, especificamente el estudio de las
Ecuaciones Diofanticas: ecuaciones de la forma P=Q, donde P y Q son
polinomios a coeficientes naturales —o enteros— en variables naturales.
Describir las propiedades de las soluciones de sistemas de ecuaciones
diofidnticas,® Aparece ahora como un imperativo epistemolégico primario.
Desde este punto de vista, el Ultimo Teorema de Fermatresulta importante
como parte de tal empresa, no tanto por la forma particular de la ecuacién
involucrada.

TEORIA Y REALIDAD

El que los nimeros naturales surjan "vibrando y forcejeando” en tantos
dominios humanos, no constituye ahora ninguna sorpresa, ya que son las
Unicas propiedades invariantes de la nocidn mas basica.

De acuerdo a lo que hemos visto, el que las operaciones aritméticas de
suma y producto, y sus propiedades mas elementales también surjan asi,
tampoco sorprende.

El misterio ahora parece ser por quéla Teoria de Nameros "superior”, no
"surge" mas de lo que parece hacerlo, siendo "la Gnica ciencia de lo mis
fundamental”. Una posible respuesta es que el desarrollo de proyectos
intelectuales hasta sus Gltimas consecuencias no es necesariamente produc-
tivo: frecuentemente es una exageracién. Los mismos practicantes de este
arte tienden a compartir variantes més o menos arrogantes de esta actitud,
explicando que trabajan en Teoria de Nimeros "asi cuando les pregunten
por la utilidad practica de lo que hacen, pueden contestar sin miedo a
equivocarse: ninguna”; o, mas rimbombantemente, "sélo por el honor del
espiritu humano"”. En efecto, denuro de las matemadticas, la Teoria de

7. Para visualizar "conjuntisticamente” lo que afirman estas dos ecuaciones, notemos que, por
ejemplo, x? es el nGmero de objetos en un cuadrado de objetos con x objetos por lado. Las
soluciones a la primera ecuacién corresponden ahora a cuadrados de objetos que son unidén
disjunta de otros dos cuadrados, mientras que la no solubilidad de la segunda significa que un
cubo de objetos no puede ser unidon disjunta de otros dos.

8. Esto se haria en una verdadera geometria analitica "natural” (la usual es "real”}.
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Numeroshasidosiempre un paradigmadeloirremediablemente inaplicable.
Siendo lo més puro de las mateméticas puras, explicar cudl puede ser su
impacto-en-el-mundo implica necesariamente hacerlo para todas éstas.

Este acoplamiento en realidad contribuye a dar una respuesta parcial a
nuestra preocupacién. En primer lugar la interaccién entre la Teoria de
Nimeros "superior” y el resto de las matematicas puras no es puesta en duda,
desde que seleincorporaron las técnicasdel analisis infinitesimal en el siglo
xviil, e impulsé el desarrollo de buena parte del Algebra Moderna. Y ahora
menos que nunca, ya que los trabajos de Wiles citados arriba aparecen como
corolarios de teorias y métodos mucho mdas emparentados con la Fisica-
Matemética que con los abstractos enunciados de la Teoriade Numeros. Las
matemAaticas constituyen hoy un cuerpo organico en el cual es dificil o
contraproducente separar conceptual y pedagégicamente unos temas de
otros: el Algebra del Analisis, la Geometriade la Teoria de Numeros, lo puro
de lo aplicado. Para existir y ser efectiva, necesita del desarrollo arménico
y desprejuiciado de sus partes. Su notable rol modelador es cada vez mis
evidente: geometria y teoria de grupos en fisica, anélisis en tomografia,
sistemas dindmicos en fisiologiay meteorologia, teoria de nudos en biologia
y fisica, légica matematica en informatica, ondelettes en la reproduccién
musical y en comunicaciones, ... La Teoria de Niimeros, en tanto parte de
ese cuerpo orgéanico, hereda al menos algo de la responsabilidad por este
contemporaneo reencuentro entre lo imaginario y lo real. Junto con su rol
pedagdgico, esto era todo lo que se podia decir en favor de la relevancia de
esta Teoria. Pero por suficientes que sean estos argumentos para calmar las
preocupaciones éticas de algunos practicantes o para fundamentar proyec-
tos de investigacién, admitamos que se quedan algo cortos. Esperariamos
que una Unica teoria de lo més fundamental se hiciese sentir un poco mejor
que eso, que sus ecos fuesen mas obvios y mds alld de lo meramente
tecnolégico.

CODIGOS

Consideremos un texto cualquiera en un lenguaje cualquiera (natural,
genético-molecular, musical o digitalmente telecomunicado) como una
sucesion de objetos basicos (letras), tomadas de un conjunto finito (alfabe-
to), estructuradas en trozos (palabras), tomados de un conj_tinto finito
(léxico).

Textos en lenguajes sofisticados, como los de los tres primeros ejemplos,
poseeran 6rdenes adicionales de organizacién: gramaticales, sintacticos,
literarios. Todas estas estructuras, responsables de la efectividad de un
lenguaje para codificar o transmitir mensajes y de su capacidad de significa-
cién, son frecuentemente formulables en término de sustituciones,
amalgamientos e invariancia que parecen estar s6lo unos escalones mis alla
delos aplicables alos conjuntos finitos. Entonces, es quizas en estos ambitos
donde deberian escucharse aquellos ecos.
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La Teoria Matematica de Codigos trata de los sistemas formales de
codificacién usados en ingenieria parala transmisién y el procesamiento de
informacién. El tema fundamental, un cédigo, no es mas que lo que arriba
llamamos léxico. ¢Qué podra decir una linglistica asi de empobrecida, que
voluntariamente ignora todo "contexto"? En la prdctica importan ciertos
parametros especificos del 1éxico: su riqueza, que determina su densidad
informativa potencial; la facilidad con que se detectan errores en un texto;
su eficiencia para ser (o no) decodificado. Estos parametros son frecuente-
mente antagdnicos; por ejemplo, mientras masrico sea el l1éxico, mayor sera
la probabilidad de que un error cambie una palabra por otra igualmente
permitida y, por lo tanto, sea indetectable. El problema fundamental de la
" Teoria de Codigos es encontrar los que optimizan adecuadamente a tales
parametros.

Los mejores codigos construidos hasta ahora estdn basados en la aritmé-
tica modular. En estos casos el alfabeto consiste de un niimero primo de
simbolos (0 una potencia de un primo). La eleccién de cédigo, o 1éxico de
palabras admisibles, explota la estructura aritmética inherente en un tal
alfabeto, de la siguiente manera. Identificando a un alfabeto de q letras con
la lista de nimeros

Fq=0,1,2,..,q-1

bajo las operaciones de "suma y producto moédulo q", en las cuales se
reemplaza el resultado de las operaciones usuales por el resto de su division
por q, el alfabeto Fq constituye un cuerpo. Esta estructura algebraica,
formalmente similar a la de los nimeros reales, aunque finita, permite
pensar a Fq como una "recta”, y a las posibles palabras de una longitud n
dada, como puntos del espacio multidimensional Fq®, producto cartesiano
n copias de Fq consigo mismo.® Asi un coédigo deviene un subconjunto
arbitrario de un tal espacio.

Esta matematizacién no es en vano: si se elige el codigo en forma
geométricamente natural —por ejemplo, como una recta o un objeto
geométrico mas general de Fq"— los parametros relevantes en comunica-
ci6n resultan expresables en término de invariantes geométrico-aritméticos
del objeto correspondiente. La teoria de estos invariantes ya existe: deno-
minada "geometria algebraica sobre cuerpos finitos", ha sido un area activa
de investigacion por mas de un siglo, sin aparente motivacién externa. En
los casos mas elementales, el codigo consiste de todas las palabras de la
forma

(£(P1), f(p2), ..., £(Pk))

9. Esto es anidlogo a la conocida identificacién de la recta con los nimeros reales y a la
construccién de sistemas de coordenadas en el plano o el espacio. Ver, por ejemplo, H. Alagia,
"Nimeros y Utopias”, Estudios, Namero 1, Cérdoba, 1993, pags. 73-74.
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donde f es un polinomio arbitrario con coeficientes en Fq, de grado fijo, y
P1, P2,..., Pk, son elementos fijos de Fq. Estos, o variantes de éstos, estan
detras de mucha de la tecnologia corriente —la de discos compactos, por
ejemplo. Ya aqui la Teoria de Nimeros superior resulta esencial, al menos
en sus aspectos mas clasicos.'®

Pero son los codigos, basados en los aspectos mas sutiles de la Teoria, los
que recientemente han causado especial sensacién, por lo inesperado de su
eficiencia. Denominados "algebro-geométricos”, optimizan los parimetros
derelevancia comunicacional mucho mis alld de lo que se consideraba eran
sus barreras naturales.!’ En los mismos, las palabras todavia poseen la forma
general sefialada arriba, pero los polinomios (funciones sobre la "recta” Fq)
son reemplazados por funciones meromorfas sobre variedades analogas a las
superficies de Riemann, pero modeladas sobre la clausura algebraica del
cuerpo Fq (en vez de la del cuerpo real). Los p, pasan a ser ciertas
colecciones de puntos ("divisores racionales") en esas variedades.

Aqui si que estamos en el &mbito de la verdadera Teoria de Numeros, de
sus partes mas sofisticadas. Los problemas matematicos de los que se trata
estan, tanto en sus aspectos generales como en los detalles mis especificos,
muy cerca de los involucrados en los trabajos de Wiles. También lo estan de
aquellos que brotan ahora en Fisica, en los modelos "sigma-no lineales” de
gravitacién cuéntica. Gran parte de estos problemas comunes tienen que
ver con la abundancia de puntos, divisores, o subvariedades racionales en
variedades algebraicas convenientes (curvas elipticas o algebraicas, varieda-
des de Calabi-Yau) sobre distintos cuerpos.

Esto en cuanto a los ecos.

Para las otras insatisfacciones mencionadas habria que mirar a estructu-
ras mas finas, contextuales. Sefialemos que aun en las cuestiones de los
pardmetros elementales dela teoria de c6digos, el papel del contexto puede
ser crucial tanto para decodificar la informacién (o para ocultarla) como
parala capacidad correctiva. Al aumentar el grado de complejidad, el papel
del contexto, de la sintaxis es todavia mas obvio.

Desde el punto de vista bio-evolutivo, D. Bickerton'? nos sefiala estas
diferencias de complejidad y apunta a sus consecuencias: "Un vocabulario
ricoy sutilmente estructurado podria haber resultado suficiente pararepre-
sentar a nuestro entorno y a todo lo que pensiramos que el mismo pudiese
contener. Pero si ibamos a poder intercambiar entre nosostros esas repre-

10. En la practica las palabras del cédigo o léxico se transmiten a través de un canal a un
receptor. Pero el canal es "ruidoso”: si una palabra p es enviada, normalmente se recibe otra
palabra g diferente de p (digamos: "la sefial recibida es una deformacién de la senal emitida”).
El problema ingenieril que se plantea es cémo corregir estos errores para mejorar el mensaje.
Para algunos detalles matemiticos ver Bulletin Am. Math. Soc., vol. 27, Nimero 2, pag. 306
(1992).

11. Por ejemplo la cota de Gilbert-Varshamov, que provee una estimacién del tamano de un
codigo. :

12. "Language and Species”, U. of Chicago Press, 1990 (Traduccién del autor).
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sentaciones... con el correspondiente y vasto incremento de capacidad
cognitiva que conlleva el poder manipulary transmitir nuestros pensamien-
tos, ... todo esto sin tener que reflexionar un instante sobre 'cémo’ hacerlo,
entonces la triple estructura derivada de la Predicabilidad, la Gramatizacién
y la Sintaxis (la mas importante de las cuales es la Sintaxis) era esencial. No
importa cuan rico fuese el vocabulario, esos pensamientos no podrian
haberse constituido sin la presencia de un sistema especifico para organizar-
los”.

Nada nos impide especular sobre la matematica que se revelara en el
estudio de las estructuras profundas del lenguaje y sobre cuian importante
serda para resolver el misterio del origen de este Gltimo. Seria un buen
destino para esa teoria de la distincién fundamental llegar a ser ya mas que
"todos los guarismos, la vida entera”.
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