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Resumen

La demostracién heterogénea ha sido objeto de intensa atencion fi-
losofica y l6gica. Un trabajo pionero al respecto lo constituye el clasico
articulo de Barwise y Etchemendy: Visual Inference and Valid Reaso-
ning. Es dificil sostener que la perspectiva alli delineada haya marcado
en forma absoluta el horizonte reflexivo sobre esta tematica, pero es
indiscutible su poderosa influencia en el desarrollo de la investigacion
sobre la heterogeneidad inferencial. El propdsito de este trabajo es re-
visitar dicha obra, no tanto para aislar las tesis principales, cuanto para
hacer emerger las cuestiones a las que aquellas buscan hacer justicia.
El principal resultado consiste en ciertas reformulaciones de algunas
de las interrogantes iniciales.
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Abstract

Heterogeneous proof has been the object of intense philosophical
and logic discussions. A seminal paper in this area is the classical work
of Barwise and Etchemendy: Visual Inference and Valid Reasoning. Al-
though the influence of this work has been very important, particu-
larly regarding heterogeneous inference, it is rather difficult to hold
that such perspective was the unique dominant point of view. The aim
of this paper is to revisit the above-mentioned work, not so much in
order to reconstruct its main theses, but mainly to unveil a series of is-
sues that underlie those theses. The major result consists in suggesting
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a set of reformulations of such initial questions.
Key words

<heterogeneous proof> <philosophy of mathematical practice> <phi-
losophy of image>

Es frecuente predicar la formalidad de la demostracién matematica,
aunqgue esto puede hacerse por razones variadas. Por ejemplo, suele
entenderse que cierta trama inferencial es formal en el sentido de que
su legitimidad o justificacién no depende del tépico particular, es de-
cir, de los objetos matematicos involucrados?. Sin embargo, en estas
paginas se entenderd que una demostracion es formal si y solamente
si se desarrolla en el contexto de un sistema formal, i. e., un sistema re-
presentacional e inferencial caracterizable sintacticamente. Demostra-
ciones formales suelen encontrarse casi exclusivamente en los textos
introductorios de légica. Una demostracién informal es aquella que se
desarrolla fuera de un sistema formal. En cualquier manual de calculo
o de algebra, por ejemplo, pueden consultarse multiples ejemplos. En
realidad, practicamente todas las demostraciones que conocemos son
de esta ultima clase.

Una demostracion matematica puede ser lingiiistica, es decir, ex-
presarse exclusivamente a través de un lenguaje, ya sea este histérico
o manufacturado para servir a algln objetivo especifico. O puede ser
heterogénea, es decir, expresarse conjugando componentes linglisti-
cos y componentes visuales. Tal heterogeneidad puede ser expresiva
o légica. Para considerarse “expresiva” es condicidon necesaria y sufi-
ciente que se produzca la concurrencia en la trama demostrativa de
componentes visuales y lingliisticos. Para considerarse “légica” es con-
dicidn necesaria y suficiente que sea expresiva y el componente visual
sea esencial en la justificacidn o respaldo de la conclusidn o teorema.
El componente visual cumple asi un papel decisivo. No se trata de que
ilustre o facilite didacticamente la comprensién de la demostracioén;
debe contribuir sustantivamente a su economia. Un test simple es el
siguiente: si puede eliminarse de la demostracién el componente vi-
sual y ésta subsiste como tal, entonces la demostracidn original no era
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heterogénea en su acepcion légica. En general, una demostracién he-
terogénea exhibe componentes visuales explicitos, pero, con frecuen-
cia, recurre también a, por asi decirlo, componentes visuales “impli-
citos”, es decir, que no aparecen en forma expresa, material, explicita
en la trama demostrativa, pero le corresponda un papel relevante en
la representacion mental del proceso demostrativo®. En este texto se
entendera heterogeneidad (en su acepcion légica) y se admitird en su
expresion componentes visuales explicitos e implicitos®.

Si se combinan las dos distinciones principales arriba discutidas se
obtiene el siguiente cuadro de doble entrada:

Demostraciones

informales formales
lingiiisticas
heterogéneas X

Este cuadro es interesante al menos por dos razones. La primera
es que no se trata de un mero juego combinatorio: ninguno de los
casilleros es vacio. Cada una de las categorias por ellos representadas,
como es bien conocido, posee multiples instancias en la practica légica
y matematica. Esto revela que el cuadro describe (aunque en forma
estilizada) una situacién preexistente. La segunda razén reside en que
permite identificar con precisidn un tipo de argumentacion que ha sido
objeto de intensa atencidn filoséfica y logica, a saber, la demostracién
heterogénea informal.

Un trabajo pionero al respecto lo constituye el clasico articulo de
Barwise y Etchemendy: Visual Inference and Valid Reasoning’. Es dificil
sostener que la perspectiva alli delineada haya marcado en forma ab-
soluta el horizonte reflexivo sobre esta tematica, pero es igualmente
indiscutible que ha influido poderosamente en el desarrollo de la in-
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vestigacion sobre la heterogeneidad inferencial o légica. El propdsito
de este trabajo es revisitar, no tanto las tesis iniciales defendidas por
ambos autores en dicho trabajo, cuanto las cuestiones a las que aque-
llas buscan hacer justicia. La conclusidon fundamental apunta a la con-
veniencia de reformular algunas de dichas cuestiones.

El plan de este escrito es el siguiente. En la seccidn 2 se introduce,
en forma esquematica, el punto de vista estandar y se identifican tres
interrogantes centrales que este intenta resolver; en las secciones 3 y
4 se exploran criticamente aquellas y se sugieren sendas reformula-
ciones. Finalmente, la secciéon 5 expone dos conclusiones principales
de los desarrollos anteriores: la conveniencia de revisar el caracter de-
notacional de la imagen y el interés de atender privilegiadamente a la
sociedad visual-linglistica en la dindmica de la demostracion hetero-
génea.

2.

El objetivo de Barwise y Etchemendy en el escrito citado es neto:
vindicar la representacion visual como componente legitimo de la tra-
ma inferencial. Ellos despliegan a tal fin una suerte de estrategia doble.

Por una parte, una politica defensiva, consistente en denunciar
como infundados los ataques a la legitimidad de los elementos visuales
en tanto piezas sustantivas de la inferencia. El caracter racionalmente
injustificado de tal rechazo los lleva a identificarlo como dogmatico;
especificamente lo denominan “dogma logocéntrico”. Este consiste en
aceptar como Unico soporte legitimo de informacidn, en el contexto
inferencial, al soporte lingtistico, y negar asi (en tal dmbito) la “ciuda-
dania plena” al soporte visual.

Por otra parte, desarrollan una politica ofensiva, consistente en
analizar ejemplos de inferencia heterogénea. En particular, se llamara
la atencién aqui hacia dos de ellos. La razén es que estos juegan un
papel especial: cada uno funciona, por asi decirlo, como representante
de una cierta clase argumental. Quiza podria aventurarse que ambas
clases conformarian una auténtica particion del conjunto de inferen-
cias heterogéneas informales.

El primer argumento es el siguiente:

Suppose you are a tourist in San Francisco’s Chinatowm, and a

motorist stops and asks how to get to China Basin. You take out
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your map, find both’s Chinatown and China Basin, and tell him
what route he could take. (Barwise y Etchemendy, 1996: 5)

La conclusidn de la inferencia en cuestion es la ruta a tomar; entre
la informacidn de partida, es decir, las premisas de la inferencia, se
encuentra aquella codificada en el mapa, i. e. visualmente, asi como
informacién aportada linglisticamente (el destino pretendido)’. Los
autores usan este argumento a los efectos de mostrar la superioridad
de la codificacién visual versus la codificacidn linglistica respecto de
una situacién especifica. No se niega la posibilidad (tedrica) de repro-
ducir linglisticamente la informacidn contenida en el mapa; el punto
es la superioridad del mapa desde el angulo de la eficiencia inferencial.
No se trata pues de la indispensabilidad, sino de la preferencia por una
cierta forma de codificar la informacién, respecto de otra, en relacion
con una finalidad particular. ¢Cual seria la clase argumental referida?
La de todos aquellos argumentos en los cuales la inclusion del recur-
so visual posee estas virtudes de facilitacion del raciocinio. Como se
advierte, tal punto de vista sugiere asi, dado un cierto contexto, una
suerte de “medicidn” de eficiencia inferencial en funcién de los diver-
sos soportes de informacién.

El segundo ejemplo es el siguiente:

Suppose you are at a large party and want to meet a visiting
mathematician (Anna, to give her a name) whom you know to be
there. You are told that Anna is in the next room talking to a man
with a beard. When you enter the room you see that, unfortuna-
tely, there are two bearded men. Fortunately, though, they are
both talking to the same woman. You conclude that she must be
Anna. (Barwise y Etchemendy, 1996: 5)

En la interpretacion de Barwise y Etchemendy este ejemplo difiere
esencialmente del anterior. La conclusion reside en la identificacion de
Anna. La percepcidn visual de la mujer que conversa con los hombres
con barba juega un rol esencial en la trama inferencial. Pero hay mas:
la conclusién consiste (segln estos autores) en vincular nombre y de-
notacién del nombre. Y esto, en su perspectiva, significa obtener algo
que le estd vedado a cualquiera de los dos sistemas representacionales
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por separado (linglistico y visual). En particular y por esta razén, no
puede haber un sistema lingtiistico formal capaz de captar esa estruc-
tura inferencial. Asi lo expresan:

For our purposes, the crucial feature of this example is that the
conclusion associates a name with a person in a way that trans-
cends each domain individually, both the linguistic and the visual.
Because of this, the reasoning cannot be accurately modeled by
deductions in a standard formal language. (Barwise y Etche-
mendy, 1996: 6)

No se trata pues de una preferencia por el soporte visual respecto
del soporte lingtistico (como en el caso anterior), sino de la indispen-
sabilidad del primero. ¢Cual seria la clase argumental en cuestién? La
compuesta por aquellos argumentos en los cuales la apelacién a la co-
dificacién visual de la informacion es indispensable.

Independientemente de la solidez de las tesis presentadas, el as-
pecto sobre el cual se aspira a llamar la atencién aqui es la cuestion
o inquietud intelectual que subyace a estas. No parece, en este caso
particular, excesivamente dificil aislarla. El problema que intenta des-
entrafar el analisis de ambos argumentos es el del aporte de la codi-
ficacion visual a la economia de la inferencia. O, dicho de otro modo,
qué trabajo particular hace, en cada caso, el componente visual. For-
mulada tal inquietud como una interrogante, puede expresarse asi:

1) ¢Cudl es la contribucién especifica del componente visual a la
inferencia heterogénea informal?

Es este ciertamente un desafio mayor. Pero ndtese que, desde el
punto de vista metodoldgico, Barwise y Etchemendy asumen un hori-
zonte relativamente preciso:

In this way we can hope to do something analogous to what Fre-
ge and his followers did for reasoning based on linguistic infor-
mation. Frege made great strides in studying linguistically based
inference by carving out a simple, formal language and investiga-
ting the deductive relationships among its sentences. Our hope is
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that the tools we have begun to develop will allow something
similar to be done with information presented in more than one
mode. (Barwise y Etchemendy, 1996: 22)

Simplificando la lectura podria decirse que la “similaridad” preten-
dida se vincula, directamente, con la formalizacion de la inferencia he-
terogénea. Si se quiere graficar la situacion (explotando el cuadro an-
terior), podria exponerse asi el esfuerzo de Frege y sus continuadores
como el pasaje de X1 a X2: &

Demostraciones

informales formales
lingiiisticas X, %
heterogéneas

Es decir, construir un lenguaje formal capaz de “traducir” adecua-
damente cada demostracién informal. Esta “traduccién” puede asumir
objetivos diversos, dependiendo de aquello que se pretende preservar
y aquello que se pretende perfeccionar por medio de tal operacién. En
términos generales, la tarea que enfrentarian Barwise y Etchemendy
seria el pasaje de Y1 a Y2:

Demostraciones

informales formales
lingiiisticas
heterogéneas Y e

Es decir, el objetivo es construir un sistema formal capaz de permi-
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tir la “traduccién” de raciocinios que combinen ambos componentes.
En cierta forma, es razonable pensar que parte de ese trabajo ya esta
hecho (a saber, la formalizacién de la dimensidn linglistica); el desafio
que resta consistiria en “disciplinar” los componentes visuales. ¢Cual
es la cuestidn subyacente a este programa? Puede formularse la pre-
gunta directamente:

2) éCémo formalizar la inferencia heterogénea informal?

Quiza valga la pena destacar que tal interrogante ha significado un
estimulo excepcionalmente valioso para el trabajo l6gico. Entre otros,
los esfuerzos de Barwise y Etchemendy (Barwise y Etchemendy, 1991),
Shimojima (Shimojima, 1996), Shin (Shin, 1994) y Luengo (Luengo,
1993) pueden contarse como iniciativas orientadas a responder esta
cuestién en casos especificos.

Las observaciones anteriores sugieren dos comentarios relevantes.
El programa inducido por esta importante orientacién hace que el ana-
lisis de las inferencias informales heterogéneas resulte, dicho metafo-
ricamente, una espacie de “estacion intermedia” en el camino hacia
el destino fundamental: la construccién del sistema formal correspon-
diente. Hammer, por ejemplo, lo expresa con ejemplar elocuencia:

The existence of formal diagrammatic proofs shows that is pos-
sible to spell out a proof in more and more detail without ever
abandoning the proof’s visual aspect. Even at the ultimate le-
vel of the formalization of the syntax and semantics, diagrams
can appear alongside sentences. Giving that diagrams can be
formalized just like linguistic proofs, an informal proof involving
diagrams might as well be taken as being shorthand for some
formal proof in a diagrammatic or heterogeneous system. (Ham-
mer, 1995: 27)

La distribucién del trabajo l6gico arriba esbozada en relacion con tal
construccion tiende a concentrar el esfuerzo en captar (fundamental-
mente) el comportamiento inferencial del componente visual.

Este énfasis en la inteleccién del componente visual (mas bien en
forma aislada o auténomamente considerado) auspicia un esfuerzo
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por aprehender su especificidad en oposicion al lenguaje. En el articu-
lo pionero de Barwise y Etchemendy se discute esta cuestion en una
seccion que posee un titulo elocuente: “Comparing visual and linguis-
tic representations”. Una idea que ha jugado un papel muy importante
en la exploraciéon de tal contraste es introducida en dicha seccién. En
palabras de estos autores

[...] a good diagram is isomorphic, or at least homomorphic, to
the situation it represents, at least along certain crucial dimen-
sions [...] In our Venn diagram proof, there is a homomorphic re-
lationship between regions and sets. By contrast, the relationship
between the linguistic structure of a sentence and that of its con-
tent is far more complex. It is certainly nothing like a homomor-
phism in any obvious way. (Barwise y Etchemendy, 1996: 24)

La idea central aparece como una reformulacion de ideas tradicio-
nales acerca de como denota el lenguaje y como denotan las iméagenes.
El primero lo hace vinculando arbitrariamente signo y referente; la se-
gunda se apoya en una relacion de semejanza. O, en los términos de esta
propuesta, en una relacion isomorfica o al menos homomorfica entre
denotador y denotado. Si el contraste entre estas modalidades represen-
tacionales se sitia en ese plano, entonces la pregunta subyacente podria
expresarse asi:

3) éCudl es la especificidad denotacional de la imagen (que permite
diferenciarla del lenguaje) en el contexto de la inferencia informal he-
terogénea?

Esta especificidad se refiere a la relacién denotacional, no a la par-
ticularidad o calidad de la denotacién. Lo relevante es como denotan.
Lo hacen de forma diferente, aunque eventualmente lo denotado sea
idéntico. Hommer (en su monografia clasica) intentd evaluar esta pers-
pectiva con un resultado mas bien moderado (Hammer, 1995; espe-
cialmente pdagina 12); Shimojima elaboré un panorama de los distintos
esfuerzos dirigidos a atrapar la distincién linglistico y visual (linglistico
y grafico, en su terminologia) aportando una interesante alternativa
(Shimojima, 2001).
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En sintesis, las preguntas arriba presentadas han evidenciado una
enorme fecundidad en su capacidad de orientar la investigacidn filo-
sofica y légica; los diversos trabajos referidos son apenas una muestra
de ese valioso impacto en la produccidén de conocimiento en el area.
Por lo tanto, las reflexiones que siguen no apuntan a cuestionar aque-
llas preguntas, sino mas bien a reformularlas, a los efectos de acoger
nuevos aspectos complementarios o a enfatizar dimensiones relativa-
mente novedosas.

La primera pregunta sugiere una atencion exclusiva a la contribu-
ciéon visual y quizd una comprension relativamente auténoma o inde-
pendiente de esta en relacion con el aporte linglistico. Dicho de otra
forma, parece privilegiar un estudio “por separado” de la contribucién
visual. Sin embargo, en la economia de la inferencia heterogénea, pue-
de poseer interés entender codmo cooperan imagen y lenguaje. Tal vez
la especificidad de la contribucién visual sea descifrable mas a partir
de la exploracién de tal interaccion que por el discernimiento de las
propiedades de la imagen solitaria. Luego una variante de aquella inte-
rrogante podria ser la siguiente:

1’) ¢ Cuadl es la contribucidn especifica de la sociedad visual-linglisti-
ca a la demostracién heterogénea informal?

Es necesario remarcar el impacto holistico o estructural de la eco-
nomia argumental heterogénea, a saber, esta no implica apenas adi-
ciéon de componentes linglisticos y visuales. No se trata meramente
de sumar elementos de diversa naturaleza; la interaccidn generada
supone, es cierto, una auténtica “division del trabajo”, pero esta tam-
bién alienta posibilidades innovadoras y plasticas. La heterogeneidad
es auténtica y profunda; si hubiera que optar por una metafora se tra-
ta mucho mas de la compenetracion de medios expresivos que de su
mera adicion.

Luego, la trama demostrativa no se reduce a ninguno de los com-
ponentes en solitario; en particular, no se agota en la accién del com-
ponente visual. Por ejemplo, la formulacidn del resultado a demostrar
es tarea imprescindiblemente lingtistica. Se establece alli el nivel de
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generalidad pretendido y esa operacién resignifica la totalidad de la
estrategia mixta y, en particular, la comprensidn del aporte del compo-
nente visual La relevancia de la sociedad visual-linglistica en la trama
demostrativa heterogénea puede sintetizarse en lo que se denominé
su caracter cooperativo.’ ¢Es este énfasis absolutamente novedoso?
Seguramente no. Por lo menos podria evocarse un antecedente no-
table. Resulta razonable atribuir una sensibilidad intelectual de este
tipo al esfuerzo de Kenneth Manders por captar la originalidad de la
demostracioén euclidea. En sus palabras:

It is interesting to reclaim our philosophical grip on traditional
geometrical reasoning especially because such reasoning coordi-
nates two means of expression with very different characteristics:
diagrams and ordinary text-based argument. Philosophers of our
age seem to have ignored such representational contrasts, which
nonetheless appear to be of great interest. (Manders, 1995: 80)

El autor llama la atencidn sobre el contraste entre ambos regime-
nes representacionales, pero a la vez apunta a la “coordinacién” entre
estos. El resultado es una iluminadora division del trabajo entre figu-
ras y lenguaje, asi como una intensa cooperacién entre ellos, lo que
permite captar el modelo de rigor que regula tales demostraciones.
En tal sentido, podria decirse que el “contraste” va mas alla del plano
representacional, para alcanzar la propia dindmica demostrativa (Las-
salle Casanave y Seoane, 2016). Por las razones antes apuntadas, no
es plausible atribuir un protagonismo a tal interaccidn exclusivamente
en el raciocinio geométrico; ni debiera asumirse en forma acritica la
identidad de modalidades, aun dentro de un drea determinada de la
matematica. Surge asi una diversidad de interrogantes dignas de inte-
rés filosdfico; entre otras: ¢cudles son esas modalidades cooperativas
en campos matematicos diversos?, écudn generalizables son determi-
nadas tareas asumidas por una y otra forma de codificacion de la infor-
macion?, é¢cudn pldsticas son estas formas en relacién con las tareas a
asumir en la economia inferencial?

Un examen rapido de la siguiente demostracion heterogénea infor-
mal (esquemdticamente expuesta) permite ejemplificar algunas de las
consideraciones esbozadas antes respecto a la cooperacion visual-lin-
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glistica.

El lector puede reconstruir la demostracién heterogénea a partir de
esta imagen (las intervenciones lingliisticas necesarias dependen del
contexto pero, como es obvio, al menos deben incorporar el enuncia-
do del resultado a demostrar):°

n2

1+2+---+n=?+

N

Como se sefiald, aquello que se pretende demostrar es expresado
lingliisticamente (y dicha cldusula aporta, ademas, el nivel de genera-
lidad pretendido). Esta informacion da la clave para interpretar la figu-
ra: importa abstraer el patréon constructivo, independiente del nimero
de cuadrados en cuestion. Si alguien reclamara una explicacion o una
explicitacién de la estrategia demostrativa, el componente linglistico
resultaria decisivo para reconstruir la secuencia de “pasos” y, espe-
cialmente, para colaborar en el proceso abstractivo antes referido. Es
interesante notar que tal elemento linglistico deberia (en una expli-
citacion quiza extrema) contribuir a sugerir una representacion visual
“complementaria” a la explicitamente dibujada. En tal sentido, el tra-
bajo del lenguaje y de la imagen parece exceder lo que en muchos
contextos demostrativos heterogéneos hacen, pues aqui debieran
cooperar en la comunicacion de la imagen mental “complementaria”,
cuyo papel en la economia de esta demostracién es esencial y obvio.
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El lector atento advertira que en este caso se combinan la represen-
tacion visual explicita (diagrama explicito) y la implicita (diagrama im-
plicito), permitiendo apreciar la conveniencia de adoptar una defini-
cion de heterogeneidad que (como la arriba formulada) atiende a las
dos dimensiones o modalidades representacionales. En realidad, esta
caracteristica no es un rasgo extraordinario del ejemplo considerado:
el fenémeno frecuente en la inferencia heterogénea denominado “si-
metria” provee multiples ejemplos de tal combinacién de modalidad
explicita y modalidad implicita.°

Los desarrollos que anteceden suponen indagar los rasgos caracte-
risticos de la demostracién informal heterogénea, con el objetivo de
alcanzar una comprensién mas fina de este tipo de trama argumental,
mas allad de un programa de traduccidn o rigorizacién formal. Dicho de
otra forma, la cuestion a la que apunta un examen de esta naturaleza
parece desbordar ampliamente aquellos aspectos directamente cap-
tados por la segunda pregunta arriba establecida, a saber, écdmo for-
malizar la demostracién heterogénea informal? Una interrogante mas
amplia (que en cierta forma incluye la anterior) podria expresarse asi:

2’) éCémo caracterizar la inferencia heterogénea informal?

4,

La tercera pregunta asume que el contraste entre imagen y lenguaje
se sitla en una peculiar relacién denotacional. Dicho de otra forma:
ambos denotan; la diferencia reside en cdmo lo hacen. La especificidad
de la imagen es que entre ella y su denotado no existe (como en el
lenguaje) un vinculo puramente arbitrario; la relacién entre una y otro
(en el caso de la imagen) debera ser un isomorfismo o, al menos, un
homomorfismo. Eso es lo que ocurre, dicen Barwise y Etchemendy, en
los “buenos diagramas”. Eric Hammer estudia con cierto detenimiento
esta idea; él la denomina “tesis del isomorfismo”. Segln este autor
entre sus promotores se encuentran Umberto Eco, Charles Sanders
Peirce y Barwise y Etchemendy. Escribe Hammer:

All of these scholars refer to the “closeness” and “mirroring” of
what is being represented by a diagram in the syntax of the dia-
gram. Let’s call this the “isomorphism thesis”. (Hammer, 1995: 3)
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Un aspecto encomiable del esfuerzo de Hammer es su preocupa-
cién por lograr avanzar en la comprension de la relacion pretendida
entre la sintaxis del diagrama y su denotacion (i. e. su semantica). Una
primera condicidn que exige este autor es que tal sintonia sea fruto de
una accion intencional:

A necessary condition for a symbol to be a diagram is that the
connection between properties of the symbol and properties be-
ing asserted to hold in the world be intentional, not accidental.
(Hammer, 1995: 6)

Pero quiza el aspecto mads relevante de su discusion sea la distin-
ciéon entre los dos fendmenos que el autor denomina, respectivamen-
te, “preservacion literal” y “preservacion no literal”. El primer caso se
da cuando la relacidon que se pretende representar entre determinados
objetos es la misma que se da en el diagrama entre los representantes
de esos objetos. Por ejemplo, cuando la distancia entre los nombres
de dos planetas representa proporcionalmente la distancia entre los
planetas respectivos. El segundo caso se da cuando la relacién no es la
misma. Por ejemplo, la relacion de inclusidn fisica de un circulo dentro
de otro (en los diagramas de Euler) representa la inclusion de conjun-
tos que, ciertamente, no es una relacién de inclusion fisica. Observa
justamente este autor que la tesis del isomorfismo resulta muy atracti-
va cuando se trata de dar cuenta de la preservacion literal, pero resulta
menos obvia cuando la preservacién ya no es literal. En particular, lain-
troduccién de un componente convencional (que supone la adopcién
de la preservacion no literal) podria pensarse que importa el abandono
de la busqueda de identificar cualquier similitud o semejanza entre el
diagrama y lo representado. Esta parecer ser, por ejemplo, la conclu-
sién a la que arriba Eco. El dictamen de Hammer es otro:

[...] it seems that one can agree with him in that iconic symbols, at
least diagrams, have the meaning they do because of previously
established conventions. But it doesn’t seem that such conven-
tionality rules out a very simple and straightforward notion of re-
semblance between a diagram and what represents, given those
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conventions. (Hammer, 1995: 8)

La estrategia de este autor es, en cada caso, proponer la reduc-
cién de la preservacién no-literal a la preservacion literal, mediante la
adopcién de una relacién mas abstracta o general. Por ejemplo, como
se sefialé arriba, la relacion de inclusién entre conjuntos no es una re-
lacion fisica. Es decir, el diagrama de Euler correspondiente fracasa en
términos de preservacion literal:

In particular, it seems that one can agree with him that iconic
signs, at least diagrams, have the meaning they do because of
previously established conventions. But it doesn’t seem that such
conventionality rule out a very simple and straightforward notion
of resemblance between a diagram and what it represents, given
those conventions. (Hammer, 1995: 8)

Asumase que el componente sintactico relevante del diagrama (en
términos representacionales) es la superficie, no exclusivamente el cir-
culo. Entonces la relacidn sintactica relevante es la de “ser parte de”:
A “es parte de” B. Ahora se establece la relacidn entre conjuntos: A es
parte de B si y solamente si A es un subconjunto de B. Esta operacién
permitiria asi recuperar la literalidad perdida y afiorada. Hammer se-
fiala explicitamente las severas dificultades que exhibe esta estrategia.
Su conclusion final es abiertamente mas moderada:

The property of having a strong isomorphic connection with the
world is not so much a criterion required for a representation to
be a diagram, but rather a normative criterion, a criterion nee-
ded for a diagram to be a good diagram. Having an isomorphic
connection to the world is what makes diagrams visually compe-
lling. (Hammer, 1995: 12)

Esta rapida excursién a las discusiones sobre la tesis de isomorfis-
mo no pretende resumir el estado del debate. Su objetivo (como se-
guramente el lector ya sospecha) es muy distinto: se trata de ilustrar
la importancia de aquella orientaciéon que llama la atencién hacia la
relacion entre la imagen y su denotaciéon como clave para diferenciarla
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del lenguaje. O, en su acepcién mas maddica, diferenciar los “buenos
diagramas” (del lenguaje y de los diagramas menos eficientes).
Atsushi Shimojima describe un panorama de los criterios propues-
tos para distinguir adecuadamente lo visual de lo linglistico (Shimoji-
ma, 2001). Este autor expone y evalua diversas alternativas (incluida
su propia propuesta). Algunas de ellas asumen explicitamente el com-
promiso denotacional; otras dejan la cuestion abierta, pero pueden
entenderse como complementarias de una tal perspectiva. Quiza sélo
una de estos esfuerzos (originado en una observacién de Bertrand
Russell acerca de la diferencia entre usar un signo para referir a una
relacién o usar para ello a su vez una relacién'?) sugiera un enfoque
diferente, pero ese aspecto particular no merece (en el contexto de la
discusion referida) ningun desarrollo. ¢Es esta concepcién denotacio-
nal extrafia o sorprendente? La respuesta debiera ser: no. En buena
medida, dicha concepcion formaba parte de cierto clima intelectual; el
influyente enfoque de Goodman no deja lugar a la menor duda:*?

A picture that represents—like a passage that describes—an
object refers to and, more particularly, denotes it. Denotation is
the core of representation and is independent of resemblance.
(Goodman, 1976: 5)

En sintesis, independientemente de los méritos o deméritos de las
diversas propuestas, ninguna de ellas supone una alternativa (al me-
nos desarrollada con cierto minimo nivel de detalle) a la opcién de-
notacional. De esta forma, aunque puedan enfatizarse en ellas otros
aspectos de enorme interés, respecto del punto aqui en debate y mas
alla de sus eventuales calidades, no ofrecen novedad alguna.

Sin embargo, una mirada a la reflexidn filoséfica convocada por los
enigmas de la imagen (originalmente motivada en el interés estético)
sugiere la inconveniencia de asumir (en forma acritica) que la Unica re-
lacién posible imagen-representado sea la relacién denotacional. Estas
observaciones estimulan entonces una reformulacién ampliatoria de
la cuestion discutida en esta seccién. Esta podria formularse asi:

3’) ¢ Cual es la especificidad representacional de la imagen (que per-
mite diferenciarla del lenguaje) en el contexto de la inferencia informal
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heterogénea?

John Kulvicki, en una obra reciente, ha presentado un panorama de
las respuestas dadas por la filosofia de la imagen a la cuestion de cémo
esta representa.’ En una forma algo grosera, podrian tales alternativas
denominarse asi: teorias de la experiencia, del reconocimiento, de la
semejanza, de la simulaciéon y, finalmente, teorias estructurales. Las
primeras procurarian captar la singularidad o especificidad de la expe-
riencia involucrada en la apreciacidn de la imagen figurativa; las segun-
das se concentrarian en la identidad de recursos o procesos puestos
en obra frente a la imagen y a lo representado por ella; las terceras
resaltan la semejanza o similitud entre la representacién y su “tema”
como la clave para comprender la peculiaridad de la recepcion de la
imagen figurativa; las cuartas apuntan a entender las imagenes como
“sustitutos” visuales de lo que ellas representan, permitiendo tales
“simulaciones” operar con ellas “como si” operasemos con lo repre-
sentado; las ultimas son, precisamente, las estructurales: las imagenes
figurativas comparten o preservan la estructura de lo que representan.
Es facil clasificar los enfoques inspirados en “la tesis del isomorfismo”
como estructurales.’

A primera vista, no todas estas alternativas poseen la misma capa-
cidad contributiva al problema aqui discutido. Kulvicki parece desca-
lificar las tres primeras en su capacidad de dar cuenta de representa-
ciones tales como diagramas, figuras, etcétera. En palabras del autor,

Experience, recognition, and experienced resemblance theories
might capture what is special about depiction but they fail to en-
gage much with graphs, diagrams, and other images, broadly
speaking. (Kulvicki, 2014: 15)

Sin embargo, al discutir especificamente la “imagen cientifica”, este
autor advierte que las teorias de la representacion cientifica se han de-
sarrollado en buena medida de espaldas a la elaboracién desarrollada
en el campo de la reflexién sobre el arte

[...] even though resemblance, pretense, and structures theories
can be applied readily to scientific representations of many kinds.
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Part of this reason for these is that the work in early chapters fall
under the heading Philosophy of Art. There is no rich tradition of
making diagrams, graphs, and tables as art, despite how artfully
some of them represent, and so most theories the star with the
arts do not emphasize representations in science, pretense and
structure included. We will see that, despite this, work of phi-
losophy of art can inform the philosophy of art and vice versa.
(Kulvicki, 2014: 133-134)

éRepresentan algunas de aquellas concepciones filoséficas alterna-
tivas solidas a la asuncién denotacional? ¢Son los enigmas de la repre-
sentacion artistica absolutamente ajenos a los enigmas de la repre-
sentacion cientifica? En particular, ¢ cuanto podria aprender la filosofia
de la practica matematica de estos variados esfuerzos originalmente
surgidos en el contexto de la filosofia del arte? Podria razonablemen-
te sospecharse el interés de enfoques que permitan, como estrategia
mas apropiada para la mejor comprensién de la practica, la comple-
mentariedad mas que la exclusién. Tales inquietudes son alentadas por
el amplio horizonte abierto por 3.

5.

Se han identificado algunas cuestiones cuya valia e influencia son
reconocidas y apreciadas. Este escrito no pretende entonces proponer
su rechazo o abandono. Por el contrario, procura evidenciar su fecun-
didady, alavez, llamar la atencidn sobre ciertos aspectos que merecen
ser incorporados a la agenda de investigacidn sobre heterogeneidad en
matematicas. Esta complementacion o enriquecimiento puede expre-
sarse como una reformulacion de aquellas cuestiones iniciales. Quiza
los dos aspectos mas relevantes en esta direccion puedan identificarse
asi. Por una parte, la posibilidad de reconsiderar la especificidad de la
modalidad representacional propia de las imagenes, abandonando la
suposicién denotacional como exclusiva. Por otra parte, el reconoci-
miento de la relevancia de la sociedad visual-lingtiistica en el contexto
de la demostracién matematica heterogénea informal, y el interés de
explorar las diversas modalidades de concretarse en las distintas areas
de la matematica.
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Notas

'Deseo agradecer las observaciones de un arbitro anénimo que
(creo) me ayudaron a precisar algunos argumentos. Los errores subsis-
tentes son de mi entera responsabilidad.

2Un interesante estudio acerca de los sentidos del término “formal”
cuando se aplica a la légica se encuentra en MacFarlane (2000).

3Tal alternativa se encuentra sugerida en un pasaje de Barwise y
Etchemendy (1991: 13): “Visual information can also be integral to the
reasoning itself. At its most explicit, such reasoning will employ an ac-
tual diagram, as in the examples above. In other cases, there may be
no need for such an explicit diagram, since the reader will be able to
visualize the steps without it”. Por supuesto, parece pertinente pre-
guntarse en qué forma podria (en base a recursos exclusivamente lin-
glisticos) lograrse tal efecto.

“Aunque no se atendera en este trabajo, merece repararse en la
cuestion siguiente. El contraste heterogeneidad expresiva/heteroge-
neidad inferencial no es equivalente a la distincidn irrelevancia cogniti-
va/relevancia cognitiva. Desde el punto de vista epistémico, las moda-
lidades o formas expresivas suelen resultar importantes.
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*Véase Allwein y Barwise (1996: 4-25). Este articulo aparecié ori-
ginalmente en 1991. Se citara por ello como Barwise y Etchemendy
(1991) pero por el nimero de pagina de esta reimpresién de 1996.

®Por ejemplo, un argumento a favor del logocentrismo aparece es-
bozado en Tennant (1986). Una reconstruccién y discusién detallada se
encuentra en Seoane (2011).

’La codificacién del mapa es, obviamente, heterogénea, pero el
acento de los autores comentados esta en la contribucion visual.

8Por supuesto no se pretende atribuir a Frege la nocidn contempo-
ranea de sistema formal, pero si su pertenencia a una tradicion forma-
lizadora que asume, en nuestros dias, tal herramienta. Esta parece ser,
por otra parte, la interpretacion natural del pasaje citado.

°Esta atribucion aparece en Seoane (2013), conjuntamente con otra
serie de rasgos que caracterizarian las demostraciones heterogéneas
informales.

°La imagen se ha tomado del excelente libro de Nelsen (1993: 70).
Si el lector esta interesado en explorar demostraciones que se apoyan
en el componente visual se le recomienda enfaticamente que consul-
te, ademas del libro referido, Nelsen (2000).

1Por una caracterizacion sucinta de la simetria puede consultarse,
por ejemplo, Barwise y Etchemendy (1991: 24-25).

2Un tratamiento de tal observacion en esta clave puede leerse en
Simojima (2001: 10-12).

13\éase Goodman (1976: 5). La influencia de este filésofo, por ejem-
plo, en Shimojima es explicita; véase Shimojima (1996: 1).

14véase Kulvicki (2014). Una exposicion precisa del esfuerzo siste-
matico emprendido por este autor excede en mucho la estrategia es-
guematica aqui adoptada, pero a los fines de esta reflexion se entiende
esta aproximacion parcial esencialmente correcta.

>Por un esfuerzo clasificatorio semejante, puede consultarse Abell
y Bantinaki (2010).
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