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RESUMEN

En el presente trabajo se desarrollan modelos matematicos para
determinar cuantitativamente las variables tipicas de eficiencia y la distribucién
de probabilidades de estado en sistemas de colas con interrupciones aleatorias
del servicio que brindan, con la particularidad de que los clientes presentan
caracteristicas de intolerancia y, en consecuencia, pueden abandonar el
sistema sin recibir o completar la atencidon. Se describen situaciones de
sistemas PP1, es decir con un unico servidor con poblacion infinita y con
procesos poissonianos tanto para los clientes como para las interrupciones,
mediante un enfoque analitico. Estos modelos permiten resolver adicionalmente
sistemas de clases multiples con prioridad absoluta que operen bajo las mismas
hipétesis de intolerancia.

PALABRAS CLAVE: Sistemas. Colas. Interrupcion. Abandono. Intolerancia.
PP1. Prioridades.

ABSTRACT

This paper provides mathematical models for quantitatively determining
the typical variables of efficiency and the distribution of the steady-state
probabilities for queueing systems with random breakdowns, wherein the
customers present characteristics of intolerance. In particular, MM1 single server
systems with infinite population and Markovian processes for both, clients and
interruptions, are herein described through an analytical approach. These
models further allow solving multiclass systems with preemptive priority
operating under the same hypothesis of intolerance.

KEY WORDS: Systems — Queues — Breakdowns — Intolerance — MM1 —
Preemtive priorities.
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1. INTRODUCCION

La mayoria de los sistemas de colas que observamos en el mundo real
estan sujetos a situaciones de intermision (es decir, interrupciones temporales)
del servicio que se brinda en ellos (Thiruvengadam, 1962). Estos sistemas
estan operativos durante un periodo de tiempo hasta que se produce la
interrupcion. A partir de ese instante, quedaran fuera de servicio durante un
cierto periodo (llamado tiempo de interrupcién o tiempo muerto) hasta que se
restaure la actividad. Tipicamente, tanto el tiempo de funcionamiento como la
duraciéon de la interrupcion son variables aleatorias y, en muchos casos,
responden a distribuciones exponenciales (procesos Poisson).

El corte del servicio puede ser provocado por muy diversas causas,
endogenas o exogenas al sistema, tales como desperfectos en el
funcionamiento de maquinas, recesos o descansos del personal de atencion,
pérdida de comunicacion, fallas en el suministro de energia, etc., que impiden
que algunos o todos los canales puedan prestar el servicio hasta que se
restauren las condiciones de funcionamiento.

Esta intermitencia operativa tiene normalmente un impacto econémico
de importancia, ya que la desercion de clientes puede generar lucro cesante y
desaprovechamiento de recursos, ademas del efecto psicoldgico en términos de
insatisfaccion que provoca en los clientes. Por ejemplo, si el sistema percibe
ingresos por los servicios prestados, los usuarios que se retiran sin recibir la
atencién completa no los abona.

Adicionalmente, en los denominados sistemas “no conservantes” del
trabajo (que son aquellos en los cuales no puede recuperarse el trabajo que se
realizé parcialmente hasta que se produzco el corte) se incurre en costos
hundidos por la dedicacion de tiempo y recursos fisicos, humanos, materiales y
operativos dedicados a un trabajo inconcluso que se pierde.

Llamaremos “tolerancia” a la actitud que tienen los clientes frente a las
interrupciones, ya sea que ellos estén arribando al sistema o que se encuentren
esperando en cola o recibiendo el servicio. Si se produce una interrupcién, un
cliente con un alto grado de tolerancia, tipicamente decide esperar a que se
reanude el servicio, mientras que un cliente muy poco tolerante, probablemente
opte por abandonar el sistema.

Se analizaran aqui sistemas de un solo canal, en régimen permanente,
con disciplina de atencion tipo FIFO (de manera que el canal selecciona para la
proxima atencion al cliente que haya arribado primero al sistema), con una
poblacién infinita de clientes pertenecientes a una misma clase o categoria.
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Asimismo se consideraran casos de interrupcion absoluta, que son
aquellos en los cuales el servicio que se esta brindando a un cliente se detiene
inmediatamente cuando se produce la interrupcion; es decir, estos sistemas no
tiene capacidad para finalizar una atencion en proceso antes de quedar
efectivamente fuera de servicio (como seria, por ejemplo, el caso en el que se
dispusiera de un UPS). Otra hipdtesis de trabajo es que tanto los procesos de
arribo y de atencion de clientes, como los de interrupcion y de restauracion de
los servicios son de tipo Poisson. Es decir, se asume que el tiempo entre arribo
de clientes, la duracion del servicio, el tiempo que transcurre hasta que se
produce una interrupcion y el tiempo del corte hasta que se activa nuevamente
el servicio son variables aleatorias de distribucién exponencial. Para el
desarrollo de los modelos se adoptara la siguiente nomenclatura (Miranda,
2013):

A: Numero promedio de clientes que arriban al sistema por unidad de tiempo
(tasa promedio de arribos). La inversa de este parametro es el intervalo
promedio entre arribos de clientes: TA =1/\.

J: Tasa promedio de servicios a clientes cuando el canal esta funcionando. La
inversa es la duracién promedio del servicio: TS =1/u.

p: Factor de trafico del sistema: p = Mp.

)\R: Cantidad promedio de interrupciones por unidad de tiempo de

funcionamiento del sistema. La inversa de este parametro es el tiempo
promedio que transcurre desde que se reanuda el funcionamiento hasta que
se produce la proxima interrupcion: TR= 1/)\R.

He: Velocidad promedio de restitucién del servicio. La inversa de este parametro
es la duracién promedio de la interrupcion. TSR= 1/ He-

Pr: Factor de interrupcion del sistema: Ps= )\R/pR.

L: Longitud promedio de clientes en el sistema.

Lc: Longitud promedio de clientes en la cola.

W: Tiempo promedio de permanencia de un cliente en el sistema.
Wc: Tiempo promedio de espera de un cliente en la cola.

La suma T¢c = Tgr + Tsr constituye el tiempo de un ciclo entre dos
interrupciones sucesivas: la inversa de esta variable (A¢) indica la frecuencia
efectiva de interrupciones, es decir la cantidad de interrupciones promedio que
se dan sobre el tiempo total (funcionamiento mas interrupcion) en el sistema, tal
como puede observarse en la FIGURA 1.

El sistema puede encontrarse en alguno de los dos metaestados
siguientes: en “Funcionamiento” (operativo) o en “Restauracion” (fuera de
servicio). Llamaremos “F” al porcentaje de tiempo en funcionamiento, o
probabilidad de que el sistema se encuentre operativo:

— TR — IJR (1)
Tr+Tsr AR *HR
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y “R” a su complemento, es decir al porcentaje de tiempo en restauracion, o
probabilidad de que el sistema se encuentre fuera de servicio.

R = Tsr _ AR )
Tr+Tsr  Art+HR

Puede observarse que:

F=Ac-Tr 3)
R = )\C 'TRS (4)
y que:
R
= 5
PR F (5)

Un estado del sistema queda definido por dos dimensiones: la cantidad
de clientes (“n”) y la condicion operativa (“F” o “R”). Llamaremos:

p(n,F): Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado “n” y operativo
(es decir, funcionando o en condiciones de funcionar).

p(n,R): Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado “n” y fuera de
servicio.

(7 }]

p(n): Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado “n”.
Obviamente:
p(n) = p(n,F) + p(n,R) (6)

A su vez, el porcentaje de funcionamiento del sistema sera la sumatoria
de todas las probabilidades p(n,F), para n variando entre 0 y la capacidad
maxima del sistema (que en este caso es infinita):

0

F =2 p(nF) (7)

0

Llamando “H” al nUmero promedio de clientes recibiendo servicio en el
sistema, dado que hay un unico canal de atencién, tendremos que es también el
porcentaje del tiempo en que el canal esta funcionando, es decir:

H=3 P F) ®)
1

Tendremos que:
F=p(0,F)+H (9)
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Comienza Fin de Comienza
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Tr+ Tsr
R F
FIGURA N° 1

De esta forma, conocido H, se puede determinar p(0,F), que es la
probabilidad de que el sistema esté vacio pero en condiciones de operar. Por su
parte, el porcentaje de interrupcién del sistema sera igual a la sumatoria de

todas las probabilidades p(n,F) para “n” variando entre 0 y la capacidad maxima
del sistema:

R=> p(nR) (10)
0

Denominaremos ‘“interferencia” al estado para el cual, estando el
sistema fuera de servicio, hay por lo menos un cliente para ser atendido. Al
porcentaje del tiempo en que el sistema se encuentra en estado de interferencia
lo llamaremos “I”.

1= "p(nR) (11)
1

Ademas,
R =p(0,R)+]1 (12)

De modo que, determinandose |, se puede calcular p(0,R), que es la
probabilidad de que el sistema se encuentre sin clientes y que, ademas, esté
fuera de servicio.

Parte del tiempo el sistema estard vacio (probabilidad p(0)), parte del

tiempo el canal estara atendiendo (H) y parte del tiempo habra interferencia (1),
tal como se muestra de manera esquematica en la FIGURA 2:
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p(0) H
1-p(0)
FIGURA N° 2
Esto significa que:
p(0)=1-1-H (13)

Las condiciones anteriores son validas para cualquier modalidad de
intermisién (reanudacion, reiniciacion, abandono, interrupcion relativa), dado
que las interrupciones se dan con independencia del estado del sistema, y se
tendran en cuenta para la formulaciéon de los modelos matematicos siguientes.

2. SISTEMAS CON ABANDONO PARCIAL

Consideraremos primero el caso de un sistema en el cual hay desercion
solamente del cliente que se esta atendiendo en el canal cuando se produce la
interrupcion del servicio, pero no del resto de los que estan esperando en la
cola. Es decir, hay intolerancia total por parte del usuario en atencion, e
intolerancia nula por parte del resto de los clientes. Supondremos,
adicionalmente, que no hay impaciencia ni intolerancia por parte de los usuarios
que arriban.

Un ejemplo de abandono parcial es el de una unidad productiva
constituida por una maquina (canal) que recibe piezas (clientes) para ser
procesadas en forma individual, con gran capacidad de almacenamiento en el
sector (cola ilimitada), en donde se debe descartar toda pieza cuya elaboracién
se haya visto interrumpida (por ej. por desperfecto de la maquina, por
interrupcién de energia, etc.).

En la FIGURA 3 se muestran esquematicamente los flujos de los clientes

(en flechas dobles) y la ocurrencia de interrupciones (en flecha punteada).

Teniendo en cuenta que no hay impaciencia, ni restricciones de capacidad,
tendremos que la tasa efectiva de ingresos al sistema es:

A=A (14)

La cantidad de clientes que por unidad de tiempo termina la atencién es
p-H. La cantidad de clientes que abandonan el canal porque se interrumpié el
servicio cuando estaban siendo atendidos es Ar‘H. Por lo tanto, el flujo total de
clientes que se retiran del sistema es:
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M=M-H+Ag-H (15)
que es igual al flujo ingresante de clientes. Luego, igualando (14) y (15):
A=p-H+Agz-H

Despejando, el porcentaje de atencién del canal es:

A
M+ AR

(16)

La proporcidn de clientes cuyo servicio se completa, es obviamente:

uH _H U

Pyr=—7—= 7N
A P [ ,u+/1Rj

y el porcentaje de clientes que abandonan el sistema sin completarlo:

_ﬂ’R'H_ /113
A (p+2)
El tiempo promedio que un cliente permanece en el canal (haya

finalizado o no el servicio) estda dado por la relacion entre el porcentaje de
ocupacion activa (H) y el flujo de clientes que pasan por él. Es decir:

D

H 1
To= —= 17
P7ON Ag+u (an
Esto es asi, ya que el tiempo que un cliente permanece en el canal es el
tiempo minimo que transcurre entre el tiempo de un servicio y el tiempo de un
arribo (Stewart, 2009), siendo las distribuciones de estas dos variables
distribuciones exponenciales2.

2 E| “valor minimo” de “n” variables independientes con distribucion exponencial de medias 1/ tiene
también distribucién exponencial y su media es:
1

l,
A Zn:)\

T=
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FIGURAN® 3

Consideraremos ahora la propiedad PASTA de los procesos Poisson
(Gross y Harris, 1988). Cuando un cliente llega al sistema, el tiempo promedio
que permanecera desde que arriba hasta que se retira (por atencién o
abandono) esta comprendido por:

— El tiempo de espera por la ocupacion del canal de todos los clientes que
estan por delante de él: L-Tp

— El tiempo de su propia atencién en el canal: Tp

— El tiempo de espera por la probable interrupcion del sistema en el
instante de ingreso del cliente: Tsg R

— El tiempo de las interrupciones que se producen mientras el cliente
permanece en la cola (descontando el tiempo que tuvo que esperar por
la probable interrupcion al momento del arribo):

(WC _TSR R) ')\C'TSR

En consecuencia, la expresion del tiempo de permanencia de un cliente
en el sistema es:

W=LT,+T,+Ty - R+( Wo-Tg-R)- A - Ty (18)

Considerando que
We=W-Tp

tendremos:
W:L-TP+TP+TSR-R+( W—TP—TSR-R)%C-TSR
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Recordando, por (4) que A;-Tgg =R, siendo R=1-F, vy
reemplazando:

W=L-Tp+Tp +Ter R+W - (1-F)=Tp -(1-F)-Teg -R-(1-F)

Por otra parte, tenEando en cuenta (14) y considerando la ley de Little,
que establece que L =W- A , tendremos:
W=AW-To+Tp+Teqg ' R+W-W -F-Tp +Tp -F-Tgg -R-(1-F)
W(F—)\TP):TP 'F+TSR 'R—TSR R(I—F)

 Tp-F+Tsr-(1-F)-F
F-A-To

W

F—H

W

(19)

Considerando nuevamente la expresion de Little, el nUmero promedio de
clientes en el sistema sera:

_ Tp-F+Tgr(1-F)-F
F-H
El resto de las variables caracteristicas:

@)
@)

Las probabilidades de estado p(n,F), p(n,R) y, en consecuencia, p(n),
pueden determinarse a partir del analisis de la cadena markoviana representada
en la FIGURA 4.

L

A (20)
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queueing systems

A
0,F [ > LF oo >
7} U 7}
MR Ar A L /’/
\ 2 -7
0,R » 1,R |[-------- >
A
FIGURA N° 4

(Nodo 0,F): p(0,F)-A+p(0,F)-Ag =p(0,R)-pg +p(LF)-u
(Nodo 0,R): p(0,R)-A+p(0,R)-pg =p(0,F)-Ag +p(LF)-Ag
Sumando miembro a miembro estas dos ecuaciones y simplificando:

p(O,F)~ﬂ+p((),R)-/1:p(l,F)~( ,u+/1R)

Luego:
A A
p(LF)=p(0,F)- +p(0,R)-
M+ AR M+ AR
Es decir:
A
1,F) = p(0) -
P(1.F) =p(0) -2

y considerando (16):

p(1,F)=p(0)-H

Del mismo modo, para cualquier estado “n”, tendremos que:
p(n,F)- 2+ p(n,R)- A= p(n+1,F)-( p+4)

Entonces:

lp(n,F)=p(n-1)-H]| (23)

Por su parte, balanceando el nodo (0,R):
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p(O:R)( ﬂ'+/uR):p(O:F)'ﬂ“R+p(1:F)'2’R
P(O,R)-( A+ g )= p(0,F)- Ap + p(0)-H - 4,

p(O,R)-( /1+,uR)=p(O,F)-/1R +p(0,R)-H-A+ p(0,F)-H -4,
p(O,R)-( A+ —H-/l):p(O,F)-(/lR+H-/1R)
Pero como p(0,F) = F — H, tendremos:

POR)( A py=H-2)=(F=H)- -+ H )

Entonces:

(F—H)-( /1R+H~/1R)

p(0O)=F-H+
(A+u,—H-A)

(24)

De esta forma, la probabilidad de que el sistema esté vacio queda
formulada en funcion de los parametros, como asi también, a partir de (23), la
probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado genérico p(n,F).
Asimismo, analizando la cadena de Markov de la FIGURA 5 se puede
determinar p(n,R) haciendo el balance probabilistico correspondiente.

______ A > A > L.
<«- -2 ™ n-1,F < >l n,F [ n+1,F 4____’_
,,’ A M A M A

pragl A

HR 5 MR A MR L.
------ » n-1,R » n,R » n+1,R ----»

A A
FIGURA 5

(n-LR)-A+pn+1,F)-A

p(n,R) =L 1 5 (25)
( l+yR)

Finalmente, el porcentaje de interferencia “I’, se puede determinar a

partir de la expresioén (13) tal como puede verse claramente en la FIGURA 6, y
considerando las expresiones (16) y (24).
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FIGURA N° 6

Se puede observar que cuando no hay interrupciones, es decir F = 1,
tendremos que Tp = Ts = 1/u y Ag = 0, con lo que las expresiones (19), (20),
(21), (22) y (24) serian las correspondientes a las del modelo basico PP1:

Le=——+-p We =W -Tg

3. ABANDONO TOTAL, CON INTOLERANCIA A LA INTERRUPCION

Consideraremos ahora el caso de un sistema con abandono de todos los
clientes que estan en el sistema (ya sea atendiéndose o esperando en cola)
cuando se produce la parada. Asimismo, asumiremos que los clientes que
arriban al sistema durante el cese del servicio no ingresaran a él. Es decir,
todos los usuarios presentan intolerancia total a las interrupciones. Este podria
ser el caso de un cajero automatico de un banco que cuando sale de servicio
tipicamente se retiran todos los clientes y no hay nuevos ingresos mientras el
equipo esté en reparacion.

La FIGURA 7 muestra esquematicamente los flujos de clientes en
flechas dobles y la ocurrencia de interrupciones en flecha punteada. Teniendo
en cuenta que hay intolerancia absoluta al hecho de que el sistema se
encuentre fuera de operacion, tendremos que la tasa de ingresos al sistema es
igual a A cuando el canal se encuentra funcionando (estados F) e igual a 0
cuando el canal esta fuera de servicio (estados R). Por lo tanto, el numero
promedio de clientes que ingresan al sistema por unidad de tiempo sera igual a
la tasa de arribo multiplicada por la probabilidad de que el sistema esté en
funcionamiento, es decir:

N=A\-F (26)
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La cantidad de clientes por unidad de tiempo que terminan la atencién
es u-H, mientras que la tasa de clientes que abandonan el sistema debido a que
se interrumpid el servicio es Ar'L. Por lo tanto, el flujo total de clientes que se
retiran del sistema es:

H=p-H+Ag L (27)

que debe ser igual, en condiciones de régimen permanente, al flujo ingresante
de clientes. Por lo tanto:
ANF=p-H+Az-L (28)

=) © 0 0 0 0 @ ® | —>

|
v

Ar'L

FIGURAN° 7
La condicion de equilibrio para este sistema es:
H<F (29)
En este caso, dado que estamos suponiendo que los clientes que
arriban tienen intolerancia absoluta mientras el sistema esta fuera de servicio,
tendremos que
R = p(0,R) (30)
En el grafico de la FIGURA 8 se muestra esquematicamente la relacién
entre los porcentajes de tiempo en funcionamiento y las probabilidades de que

el sistema esté vacio p(0), vacio no operativo p(0,R) y vacio operativo p(0,F).

El porcentaje de clientes atendidos cuyo servicio se completa es:

-
X

Par = 31)

A-

n
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R F
p(O.R) p(0,F) H
€——————————————= >
p(0)
FIGURA N° 8
El porcentaje de clientes que abandonan sin completar la atencion es:
_L-A
AONF
A-W-A WA
Pag = R - R 32
o= = (32)

La probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado (0,F) es
p(0,F) = F —H

El tiempo promedio que un cliente permanece en el canal (haya
finalizado o no el servicio) esta dado por la relacién entre el porcentaje de
ocupacion activa (H) y el flujo de clientes que pasa por él. Es decir:

H H
Tp= == —— 33
= == ot (33)

A esta misma expresion se arriba considerando que el tiempo promedio
de permanencia en el canal es igual al porcentaje de clientes que se atienden
en el mismo (31) multiplicado por el tiempo promedio de la atencion:

T

Tp = wH1_ H
ANF pu AF

La longitud promedio de clientes en el sistema, cuando el sistema se
encuentra en el estado F es:

le= = (34)

El tiempo promedio de permanencia de un cliente que recién ingresa al
sistema esta comprendido por:
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— El tiempo de espera de los clientes que estan esperando en el sistema
(dado que el sistema se encuentra funcionando): Ly - Tp

— Eltiempo de espera promedio de su propia permanencia en el canal: Tp
Luego:

Teniendo en cuenta la férmula de Little:

y operando:
w- Lt
F

H, H_WH H_WHA H

AMFANF F AF  AF AF

W-A-F= W-A-H+H

w-a-(F-H)=H

H
W= " 36
(F-H)-2 o

Teniendo en cuenta el principio de Little:

H-F
Lzm (37)

Ademas:

@
@

Luego, faltaria determinar el valor de H. Para ello, reemplazando en (28)
la expresioén (37) de la longitud promedio del sistema y operando:

F-H
AF=uH+A —
,U + R (F—H)
G H(F-H)+ 2 F-H
(F-H)
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A-F-(F-H)=u-H-(F-H)+,-F-H
N-F2—A-F-H=p-F-H-p-H?> +\g -F-H
u-H—(A-F-H+2y-F-H+u-F-H)+A-F>=0
u-H —( A+ +u)-F-H+A-F*=0

Resolviendo la ecuacién cuadratica:

_/1+/1R+yir\/( /1+/1R+u)2—4-u-/1-F2
- o

12 (40)

De las dos soluciones, se debe considerar solamente aquella cuyo valor
satisface la condicion de equilibrio de este sistema, es decir H > F, y que resulta
de considerar el signo menos de la raiz.

H:/1+/1R+,u—\/( At g+ pt) —4- oA F’

2 (1)

Reemplazando, entonces, el valor de H en las expresiones (36) a (38),
quedan determinados los valores del resto de las variables caracteristicas.

Cabe destacar que es facilmente deducible la siguiente relacion entre
probabilidades de estado:

H n
p(n,F) = (F—H)-(Fj (42)
que también se puede expresar de la siguiente forma:
p(n+1F) = p(nF) - (43)
La cadena markoviana para este sistema se indica en la FIGURA 9.
u u o
0,F 1,F 2F [y
A A
URr Ar AR AR
\ 4 \ 4 v
| R
FIGURA N° 9
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Se observa que, para el caso de que no hubiera interrupciones, es decir
para F = 1, tendriamos que Tp=Tg = 1/p y Ag = 0, por lo que estariamos en el
caso del modelo basico PP1 y las expresiones (36) a (39) serian las
correspondientes a dicho modelo. Se debe considerar que, en esta situacion, la
expresion de H es la que toma el signo positivo de la raiz en la ecuacion (40),
que es la correspondiente a H < 1, que finalmente termina siendo H = p.

Tomando como ejemplo los siguientes datos: A = 10, y =20, A= 3, ur =
9, y aplicando las expresiones arriba indicadas, en la TABLA 1 se indican los
resultados obtenidos para los dos modelos arriba desarrollados.

TABLA 1: Resultados obtenidos para A =10, y = 20, Ag= 3, Jr=9
F R H [ p(0,F) | p(OR) p(0)

Abandono Parcial | 0,75 | 0,25 0,4348 | 0,1733 | 0,3152 0,0767 | 0,3919

Abandono Total 0,75 | 0,25 0,3 0 0,45 0,25 0,70

Tp W WC L LC A

Abandono Parcial | 0,0435 0,1695 0,1261 1,6954 1,2606 10,0

Abandono Total 0,04 0,0667 0,0267 0,50 0,20 7,50

4. EXTENSION A SISTEMAS MULTICLASES CON PRIORIDADES

Las expresiones de los enunciados pueden ser utilizadas para resolver
sistemas con clientes que pertenezcan a clases distintas, con prioridades
diferentes (Cobham, 1954) y que ademas sean intolerantes. La prioridad
absoluta se da cuando un cliente de alta prioridad que arriba al sistema
desplaza del canal a un cliente de categoria mas baja. La intolerancia se
manifiesta en los clientes desplazados.

Supongamos un sistema PP1 de prioridad absoluta con clientes “A”, de
alta prioridad y “B”, de baja prioridad. Para los clientes de clase “A” la existencia
en el sistema de clientes de clase “B” es totalmente indiferente. El subsistema
de clientes “A” consiste, entonces, en un sistema PP1 convencional. El
subsistema de clientes “B” es un sistema PP1 con interrupcion.

Recordemos que para un sistema PP1 la expresién del “tiempo de
ocupacion” (es decir, el periodo promedio de tiempo que transcurre desde que
un cliente ingresa al sistema cuando esta vacio hasta que el sistema se vacia
nuevamente) esta dada por la expresion 1/(u-A) y que el “tiempo ocioso” (es
decir, el periodo promedio de tiempo que transcurre desde que el sistema
queda vacio hasta que llega un cliente para ser atendido es igual al intervalo
promedio entre arribos (1/A).
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Para los clientes de categoria “B”, el arribo de un cliente “A” implica una
interrupcion, por lo que el periodo de la interrupcion (TRSB) sera igual al “tiempo

de ocupacion” del subsistema de clientes “A”, mientras que el porcentaje de
tiempo durante el cual el subsistema “B” esta no operativo (Rg) es igual al
porcentaje de ocupacion del subsistema A de clientes (HA = pA).

1

Toe =—
RS A —Ma
A
R, =— R _
® AR +HR Pa

Por su parte, el porcentaje de tiempo de funcionamiento (Fg) sera igual
al porcentaje de tiempo ocioso de los clientes “A”, y el intervalo de tiempo que
transcurre (en promedio) hasta la préxima interrupcion (TRB) igual a Ta.

MR
Ar + R

_ b
B )\A

Tr

De esta forma se pueden calcular los valores -caracteristicos
correspondientes a los clientes de la categoria “B”, tal como se mostro en los
modelos con interrupcion inmediata arriba desarrollados.

5. CONCLUSIONES

La formulacién del tiempo de permanencia de un cliente como
integracion de los tiempos de espera por la atencion efectiva de los clientes que
se encuentran en el sistema en el momento del ingreso de un cliente, mas la
duracion de todas las interrupciones producidas desde el ingreso hasta el
egreso del mismo, sumado al tiempo de su propia atencion, tal como surge de
las expresiones (18) y (35), conduce a una expresion analitica de las variables
caracteristicas. Este enfoque proporciona una solucion cuantitativa sin tener
que resolver la serie geométrica:

L:Zn-p(n)

1

Sobre funciones generadoras de probabilidad de estado (Eisen vy
Taineter, 1963), cuya resolucion es de muy alta complejidad (Bolch et al., 2006),
a la vez que se evita recurrir a la simulacioén, con sus desventajas en términos
de precision y tiempo de resolucion.
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Asimismo, la metodologia puede aplicarse para abordar los complejos

casos de sistemas multiclases con prioridades y abandono, por su analogia con
los modelos de sistemas con interrupciones (White y Christie, 1958).
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