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Resumen. Luego de construir un modelo para las longitudes lunares que sea capaz de
incorporar la primera anomalia, Ptolomeo continda su investigacién, detectando una
segunda anomalia de la Luna que est4 asociada a la elongacion lunar, esto es, a las fases de
la Luna. El modelo que construye para dar cuenta de esta anomalia es uno de los mejores
ejemplos de la complejidad alcanzada por la astronomia matemaética griega. El articulo
busca llevar a lector a través de los diversos problemas encontrados y de las soluciones
propuestas por Ptolomeo.

Palabras clave: Ptolomeo — Almagesto — teorias lunares en la antigiiedad - segunda
anomalia lunar.

Title: Lunar longitude in Ptolemy’s Almagest: the second model

Abstract. After constructing a model for the lunar longitudes which is able to incorporate
the first anomaly, Ptolemy continues his investigation, detecting a second anomaly for the
moon, one which is associated with lunar elongation, that is, to the phases of the moon.
The model he constructs to account for this anomaly is one of the best examples of the
complexity reached by Greek mathematical astronomy. This paper tries to take the reader
through the diverse problems encountered by Ptolemy, and also through the solutions he
proposed for them.

Keywords: Ptolemy — Almagest — lunar theories in antiquity — second lunar anomaly.

1. Introduccién

La teoria de las longitudes lunares es una de las partes méas complejas de todo el
Almagesto. Es, quiza, el mejor ejemplo de continuidad en la tradicién astronémica griega,
pues alli Ptolomeo comienza construyendo un primer modelo que responde a las
exigencias de la anomalia con la cual sus “[...] predecesores —casi todos ellos— se habian
topado.” (IV, 3; H1 294; 180-181), modelo que, con toda probabilidad, era producto de las
investigaciones de algunos de esos mismos predecesores (Pedersen, 2010, p. 159). La
descripcion ptolemaica del modelo que responde a la primera anomalia culmina en un
sistema en el cual la Luna se mueve en el sentido contrario a los signos sobre un epiciclo
que a su vez se mueve en el sentido de los signos sobre el deferente (fig. 1). Asumiendo
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La longitud lunar en el Almagesto de Ptolomeo 18

un radio arbitrario de 60 partes para el deferente, calcula que el radio del epiciclo es de
5;15 partes. Las velocidades de los movimientos son derivadas a partir de
determinaciones de periodos que provienen, al menos, de tiempos babil6nicos, y que
fueron corroboradas y corregidas por el propio Ptolomeo.

P

Figura 1. Diagrama del primer modelo para la longitud lunar. El centro del deferente T es
la Tierra, en torno al cual se mueve A, el centro del epiciclo. La Luna P se mueve sobre el
epiciclo en torno a A.

Sin embargo, luego de finalizar la construccién de ese primer modelo lunar,
Ptolomeo senala que

[...] se hallg, tanto a partir de las observaciones registradas por Hiparco como
a partir de las nuestras, que la distancia [angular] de la Luna al Sol estaba a
veces de acuerdo con lo calculado a partir de la hipétesis de mas arriba, y a
veces en desacuerdo, siendo la discrepancia a veces pequena y a veces grande
(V, 2; H1 355; 220).

Los capitulos 2 al 5 del libro V del Almagesto estan dedicados a solucionar las
dificultades contenidas en esas observaciones. No es exagerado decir, con Pedersen, que
“En ningin otro lugar obtenemos una imagen mas convincente de Ptolomeo como un
gran astrénomo que aqui” (2010, p. 159). El segundo modelo lunar presenta, ademas,
algunos de los problemas mas graves de todo el sistema ptolemaico: las predicciones que
hace respecto de la distancia variable de la Luna respecto de la Tierra a lo largo del mes
sinédico han sido las responsables no solo de seculares esfuerzos por reformar los
modelos de Ptolomeo?, sino también de la percepcion de Ptolomeo como un astrénomo
resueltamente instrumentalista, cuyos modelos no tenian otra pretension que predecir
longitudes y latitudes correctas para los astros en el tiempo (Duhem, 1969, pp. 16-21).

Este articulo continta lo comenzado en La longitud lunar en el Almagesto de
Ptolomeo: el primer modelo, donde se habia expuesto el primer modelo mencionado més

2 Algunos modelos astronémicos islamicos son un ejemplo de esto. Cfr. (Saliba, 1994).
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19 Gonzalo Luis Recio

arriba. Puesto que en el segundo modelo Ptolomeo no hace otra cosa mas que modificar,
aunque drasticamente, el primer modelo, es necesario conocer para comprender
cabalmente el contenido de este articulo, las caracteristicas de esa primera etapa en el
tratamiento ptolemaico de la Luna. Como dije, en este caso expongo y explico las
soluciones ptolemaicas a los fenémenos que Ptolomeo llama, justificadamente, la segunda
anomalia. Por ello Ptolomeo entiende un comportamiento irregular del movimiento lunar
ya no asociado a la posicién de la Luna sobre su epiciclo, o del epiciclo lunar sobre el
deferente —este aspecto es el que ya solucioné en el primer modelo- sino la elongacion
lunar, es decir, a la posicién de la Luna respecto del Sol.

Al igual que en el articulo referido, busco aqui seguir los calculos ptolemaicos
respetando los métodos y pasos que el propio Ptolomeo indica en su Almagesto, para
servir asi no solo como una lectura que reemplace aquélla de la obra original, sino
fundamentalmente como guia para la misma. Por ese motivo voy a senalar, nuevamente,
los pasajes correspondientes en la obra de Ptolomeo en indicaciones al margen del texto.

Existen otras obras que se ocupan de los modelos lunares ptolemaicos (Pedersen,
1974, Neugebauer, 1975, Petersen, 1969, entre otros). En estas obras se hace hincapié en
la division entre la teoria ptolemaica de la longitud lunar y aquella correspondiente a la
latitud. Si bien esta distincion esta fundada en las propias palabras de Ptolomeo, quien
explicitamente dice que tal maniobra no afecta los célculos de un modo relevante?®,
también es verdad que Ptolomeo mismo suspende en su explicacion del segundo modelo
-y por buenos motivos- esta divisién, y momentaneamente obliga al lector a tomar en
cuenta los movimientos en latitud para poder comprender cabalmente los cambios que
introduce en su modelo de las longitudes. Este “puente” momenténeo que Ptolomeo
tiende entre ambas teorias lunares se encuentra, probablemente por motivos de
simplicidad expositiva, silenciado en la bibliografia sobre el tema. Si se pretende, como
aqui, ayudar el lector del Almagesto en la comprension del texto de Ptolomeo, esto no es
conveniente. Este articulo busca cubrir esa laguna.

El articulo esta estructurado del siguiente modo: la primera parte trata acerca del
input observacional a partir del cual Ptolomeo descubre ciertas dificultades derivadas del
primer modelo, y acerca de las caracteristicas generales de la modificacion -la
excentricidad movil del deferente- que el astronomo introduce para dar cuenta de ella.
La segunda expone la seccion acerca del movimiento del centro del deferente en torno a
la Tierra. Una vez que quedan determinados el sentido y velocidad de ese movimiento,
comienza la tercera parte, donde se explica con mas detalle el modo que el propio
Ptolomeo expone los pardmetros de ese movimiento, y se muestra de qué manera este
tema se conecta con la teoria de las latitudes lunares. En cuarto lugar se explica el
procedimiento ptolemaico para determinar los radios relativos del deferente y epiciclo, y
de ambos con la excentricidad. La quinta parte estd dedicada al tratamiento de la
manifestacion de la segunda anomalia en los octantes. Alli Ptolomeo adopta una
estrategia tedrica sumamente interesante, con la cual da por finalizada su exposicion
acerca del modelo lunar.

Es necesario aclarar que no todos los diagramas del articulo se corresponden con
aquellos presentes en el Almagesto. Por motivos de claridad he agregado varios diagramas

3 Cfr. 1v, 6. H1 302. 191.
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propios. Para distinguir los diagramas ptolemaicos de los que no lo son, las descripciones
de los primeros comienzan con una letra P entre paréntesis “(P)”.

2. El input observacional de la segunda anomalia y las caracteristicas
senaladas por Ptolomeo

Al inicio del capitulo 2 del libro V, después de indicar que ha descubierto una
nueva anomalia, Ptolomeo nos cuenta que, tras reflexionar sobre el comportamiento de
la misma, ha encontrado un cierto patrén:

[...] cuando prestamos mas atencion a las circunstancias de la anomalia en
cuestion, y la examinamos con mas cuidado a lo largo de un periodo continuo,
descubrimos que en conjuncién y oposicién la discrepancia es o bien
imperceptible o bien pequeiia, siendo la diferencia explicable por la paralaje
lunar; en ambas cuadraturas, sin embargo, mientras que la discrepancia es
muy pequena o nula cuando la Luna estéa en el apogeo o perigeo del epiciclo,
alcanza un méaximo cuando la Luna se halla cerca de su velocidad media y la
ecuacion de la primera anomalia se halla también en el méaximo; ain mas, en
cualquier cuadratura, cuando la primera anomalia es substractiva la posicion
observada de la Luna estd a una longitud menor ain que la calculada
substrayendo la ecuacién de la primera anomalia, mientras que si la primera
anomalia es aditiva su posicién verdadera es atin mayor [que la calculada
adicionando la ecuacion de la primera anomalia], y el tamano de esta
discrepancia estd intimamente relacionado con el tamaro de la ecuacién de la
primera anomalia (V, 2; H1 355; 220).

El primer modelo lunar habia sido construido a partir de observaciones en una de
las sicigias, la Luna llena, en cuanto se apoyaba en observaciones de eclipses lunares. Por
ese motivo no es sorprendente el éxito que tal modelo tenia para esos momentos del mes
sinddico. La pretension ptolemaica, sin embargo, implica contar con un modelo que
pueda dar cuenta de las posiciones de la Luna para cualquier momento del mes, y no solo
para las sicigias. Por ello es que realiza observaciones propias -y analiza observaciones
anteriores— con el fin de comparar las predicciones del modelo con las posiciones
observadas. El parrafo de arriba muestra las primeras conclusiones a las que llega
Ptolomeo luego de ese trabajo.

El pasaje presenta dos aspectos de la anomalia: en primer lugar indica los
momentos y posiciones para los cuales el modelo es exitoso, y en segundo aquellos para
los cuales el modelo no da cuenta de lo observado. Respecto de esto dltimo, agrega
ademas algunas regularidades que hall6, y que serdn determinantes a la hora de resolver
el problema.

Respecto de los momentos exitosos, Ptolomeo dice que “[...] en conjuncion y
oposicion la discrepancia es o bien imperceptible o bien pequena [...]". Esto, como dije, no
es sorprendente, dada la base observacional del primer modelo. En la fig. 2 la longitud del
Sol medio sobre la ecliptica es S, mientras que el centro del epiciclo A se halla en oposicion
al Sol medio®, sobre un deferente con centro en T, la Tierra. Dada esta configuracién, no

* El texto no aclara explicitamente que lo que se halla en oposicion es el centro del epiciclo y no la Luna
misma. La explicacion ptolemaica, no obstante —y sobre todo si se tiene en cuenta el comentario posterior
referente a las cuadraturas- no tiene sentido si no se asume que se esté hablando de ese punto.
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importa en qué posicion se encuentre la Luna sobre el epiciclo: tanto si es en P, como en
P; o P, la longitud de la Luna en Lo, L; y L, respectivamente, coincide con aquélla
calculada a partir del modelo.

Figura 2. Diagrama de la posicién del epiciclo en una sicigia.

La indicacion ptolemaica segun la cual “[..] en ambas cuadraturas [...] la
discrepancia es muy pequeina o nula cuando la Luna esta en el apogeo o perigeo del
epiciclo [...]” es mucho mas sorprendente y reveladora. Ptolomeo nos dice que, en una
configuracion como la indicada en la fig. 3, donde el centro del epiciclo se halla en una
cuadratura, la longitud observada de la Luna, correspondiente al punto L sobre la
ecliptica, coincidira con la derivada del primer modelo siempre que la misma se halle en
los puntos P, 0 Py, esto es, el apogeo y perigeo del epiciclo, respectivamente.
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Figura 3. Diagrama de la posicion del epiciclo en una cuadratura, con la Luna en el
apogeo y perigeo del epiciclo.

Respecto de los momentos donde el modelo no da cuenta de las longitudes
observadas, Ptolomeo sefala tres factores que contribuyen al comportamiento de la
anomalia: en primer lugar la anomalia crece en la medida en que el centro del epiciclo se
acerca a la cuadratura, en segundo, la anomalia crece a medida que la Luna se acerca a la
velocidad media o, lo que es lo mismo, a medida que la ecuacién de la primera anomalia
se acerca a su maximo, y en tercer lugar, la segunda anomalia siempre se manifiesta en
el mismo sentido en el que se manifiesta la primera anomalia.

La figura 4 representa la configuracion del primer modelo en la cual, segin
Ptolomeo, se encuentra la maxima manifestacién de la segunda anomalia. Esta se da
cuando la velocidad del movimiento en longitud de la Luna real coincide,
instantaneamente, con aquella del movimiento medio. Esto es debido a que cuando la
Luna se encuentra en ese punto sobre el epiciclo, el observador terrestre no percibe que
el epiciclo, en su movimiento circular en torno a A, la esté llevando ni en el sentido de los
signos ni en sentido contrario. Para que eso suceda, es necesario que la linea de visién del
observador terrestre sea tangente al epiciclo. Es por esto que, como dice Ptolomeo, en
esos puntos — Po y P; en el diagrama- la “[...] ecuacion de la primera anomalia se halla
también en el maximo [...]”. Pues por ecuacién de anomalia Ptolomeo entiende la distancia
angular entre la Luna media y la Luna verdadera -ZATP, y ZATP; en el diagrama-, y es
obvio que ese dngulo no puede ser mayor que cuando la Luna verdadera se halla en esos
puntos.
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Figura 4. Diagrama de la posicion del epiciclo en una cuadratura, con la Luna produciendo la
maxima ecuacién de anomalia.

Segun senala Ptolomeo, la segunda anomalia siempre se manifiesta aumentando
el efecto de la primera, por ejemplo, “[...] cuando la primera anomalia es substractiva la
posicion observada de la Luna estd a una longitud menor ain que la calculada
substrayendo la ecuacion de la primera anomalia [...]”. En la fig. 5 si a la longitud B de la
Luna media se le substrae® la ecuaciéon de la primera anomalia ZBTLo, producida por la
posicion de la Luna real sobre el epiciclo en Py, se obtiene una longitud Lo. No obstante,
debido a la segunda anomalia se observa una longitud atin menor en L. De la misma
manera, cuando la Luna se encuentra en P; el primer modelo indica una longitud L;. La
longitud observada es, sin embargo, Ls.

° En los diagramas del articulo, al igual que en los del Almagesto, la longitud aumenta en el sentido
antihorario.
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Figura 5.Diagrama del efecto de la segunda anomalia en una cuadratura con la Luna a
velocidad media.

La solucién ptolemaica para el problema presentado por la segunda anomalia es
simple y a la vez revolucionaria:

Solo a partir de estas circunstancias pudimos ver que debemos suponer que
el epiciclo lunar debe estar llevado por un circulo excéntrico, estando més
lejos de la Tierra en la conjuncion y la oposicion, y mas cerca de la Tierra en
ambas cuadraturas (V, 2; H1 355-356; 220).

Dado que el primer modelo funciona perfectamente en las sicigias, pero no lo hace
tan bien en las cuadraturas, Ptolomeo supuso que algo debia de estar cambiando entre
esos momentos. El aumento de la ecuacién de la primera anomalia indicado en la fig. 5 le
dio la clave para la solucién: la ecuacion de la primera anomalia aumentaba a medida que
el epiciclo se acercaba a las cuadraturas por el sencillo hecho de que en su aproximacién
a esas posiciones el epiciclo se acercaba al observador. En la fig. 6 podemos ver coémo un
epiciclo con centro en C mas cerca de la Tierra explica el aumento de la ecuacion de la
primera anomalia. Alli, naturalmente, el centro C tiene la misma longitud B que el centro
A del epiciclo del primer modelo, mientras que las posiciones de velocidad media, los
puntos P,y P; sobre el epiciclo, se hallan a una mayor distancia angular que las anteriores
Poy Py, explicando la longitud observada en L. y Ls, respectivamente. De este modo queda
claro, ademés, por qué motivo la segunda anomalia tiene la propiedad de aumentar el
efecto de la primera anomalia, pues la diferencia entre la ecuacion de anomalia derivada
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del primer modelo —-ZBTL, en la fig. 6-y aquella observada —/BTL,- sera mayor cuanto
mas grande sea primera.

L,

Figura 6. Diagrama de la solucién ptolemaica al aumento de la ecuacion de la primera
anomalia en las cuadraturas.

Este modo de solucionar el aumento de la ecuacién de la primera anomalia
cumple ademas con la condicién de mantener el éxito del primer modelo en las sicigias y
en la configuracion en cuadraturas donde la Luna real se halla en el apogeo o perigeo del
epiciclo. Respecto de lo primero, el propio Ptolomeo lo dice explicitamente: la
modificacion hecha al primer modelo debe ser tal que en las cuadraturas el epiciclo se
acerque a la Tierra y en las sicigias mantenga la distancia calculada para el modelo
original. Como se puede lograr esto es parte del célculo que Ptolomeo desarrolla
posteriormente. Respecto de lo segundo, dado que si la Luna real se encuentra tanto en
el apogeo o perigeo del epiciclo del primer modelo como en aquellos del epiciclo més
cercano del segundo modelo siempre se hallara sobre la linea TCAB, entonces la longitud
derivada de ambos modelos para esa posicion lunar es exactamente la misma: B.
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3. El movimiento del deferente en el segundo modelo

Una vez que ha determinado de qué modo solucionar la segunda anomalia tal y
como se manifiesta en las cuadraturas, Ptolomeo debe todavia determinar de qué manera
lograr que el epiciclo se acerque y aleje del observador terrestre.

El centro del epiciclo se halla siempre, por definicién, sobre un deferente, de tal
modo que este movimiento del epiciclo respecto de la Tierra debe ser causado por el
movimiento del centro del deferente. En el segundo modelo para las longitudes lunares
el astronomo determina que este movimiento ademas de ser, por supuesto, circular, es
geocéntrico.

Figuar 7. Diagrama de la posicion del centro del deferente con el epiciclo en sicigia y en
cuadratura.

En el diagrama a) de la fig. 7 el alineamiento entre T, D y A hace que el epiciclo se
encuentre a la méxima distancia posible respecto de la Tierra. Esta configuracién debe
suceder en Luna llena y Luna nueva. En el diagrama b) los tres puntos también se
encuentran alineados, solo que D esta del otro lado de la Tierra. De ese modo el centro
del epiciclo A se encuentra a la minima distancia posible. Esta configuracion debe suceder
en cuarto menguante y cuarto creciente.

El interrogante obvio es qué clase de movimiento debe tener el centro del
deferente D en torno a T para lograr ubicarse en los lugares correctos durante los
momentos adecuados. En la figura 7, donde por mor de la simplicidad en la
argumentacion suponemos que el Sol medio esta quieto respecto de la ecliptica, podemos
ver que una forma simple de obtener el efecto deseado es hacer que el centro del epiciclo
y el centro del deferente se muevan en sentidos contrarios: mientras que el primero lo
hace en el sentido del Zodiaco®, el segundo lo hace en el sentido contrario. Una cuestion

 En general, cuando Ptolomeo quiere indicar que algo se mueve en el sentido del Zodiaco, es decir, en
longitud creciente, lo hace con la expresion “hacia atras”. Por el contrario, cuando quiere indicar que algo
se mueve en sentido contrario al Zodfaco, dice “hacia adelante”. El motivo de este modo de referirse a las
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importante a resaltar es el hecho de que el primer modelo es exitoso respecto de la
longitud media de la Luna tanto en las sicigias como en las cuadraturas. Esto queda
implicitamente demostrado cuando Ptolomeo, a partir de las observaciones, dice que el
primer modelo funciona bien cuando el centro del epiciclo esta en una sicigia, y cuando
el epiciclo se halla en una cuadratura y la Luna real tiene la misma longitud que la Luna
media. La modificacién introducida sobre el deferente del modelo, entonces, solo debe
afectar la distancia del centro del epiciclo a la Tierra, pero no su centro de velocidad
uniforme. Si en el primer modelo este era la Tierra, en el segundo modelo también debe
serlo, aun cuando su centro geométrico ya no lo sea. La decision de diferenciar ambos
puntos constituye un paso de draméticas consecuencias para la astronomia posterior: en
gran medida toda la historia de la astronomia islamica, y el inicio de la astronomia
europea moderna puede ser descripta como el esfuerzo de volver a unir en un punto tnico
ambas funciones.” Y Ptolomeo da este paso sin siquiera sugerir su caracter
revolucionario.

Una vez determinado el sentido del movimiento del centro del deferente,
Ptolomeo todavia tiene que calcular su velocidad. En un modelo lunar donde son
ignorados los problemas de latitud de la Luna, la velocidad del centro del deferente
excéntrico debe ser igual a dos veces la velocidad de elongacion media menos la velocidad
de longitud media. Si expresamos la velocidad del deferente excéntrico como VExc, la
velocidad de elongacion media como VElo,, y la velocidad del epiciclo sobre el deferente
como VEpi, entonces la igualdad puede ser expresada como

(1) VExc=2.VElom-VEpi.

direcciones es el hecho de que para toda la astronomia griega antigua el primer y mas obvio movimiento
celeste, que afectaba a absolutamente todos los astros, era el movimiento diurno, el cual se da en el sentido
contrario a los signos. Ese movimiento es la referencia direccional para todos los demas. Cfr. (Toomer,
1984, p. 20)

" Este es el importante problema de la incompatibilidad entre el punto ecuante y la fisica aristotélica: la
imposibilidad de concebir una esfera sélida rotante cuyo eje de rotacioén no pase por su centro. Para ver
solo algunos ejemplos de los reproches posteriores a este aspecto de la astronomia del Almagesto, ver la
critica de Abu Ubayd al-Juzjani en (Saliba, 1994, pp. 89-90) y del propio Copérnico en (Swerdlow, 1973, pp.
434°5).
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Figura 8. Diagrama para la demostracion de la velocidad del centro del deferente en un
modelo que ignora el movimiento latitudinal de la Luna.

En la fig. 8 el punto Z representa la longitud del Sol medio en un momento inicial
de oposicion, en el cual el centro del deferente excéntrico se halla en W con una longitud
Y, y el centro del epiciclo tiene la misma longitud.® Luego de un determinado tiempo la
longitud del Sol medio es S, y el centro A del epiciclo se halla a una longitud Co, a 270° de
S, es decir, en una cuadratura. Tal y como lo exige el modelo, el centro D del deferente se
ha movido a su vez en sentido contrario hasta alcanzar la longitud C; en la otra
cuadratura. Si representamos la velocidad del Sol medio como VSol.., entonces cada una
de las velocidades puede ser representada como un édngulo del siguiente modo:

(2) VExc=ZCI1TY,
(3) VEpi=£YTCO,
(4) VElom=/STC0-180°9,
(5) VSolm=/ZTS.
La expresion correspondiente a (1), entonces, seria
(6) ZCITY=2.(£STCO-180°)-LYTCO.

Esta igualdad es la que hay que demostrar. Por otro lado, puesto que VElo,, es
igual a la diferencia entre VEpi y VSol.,, entonces

(7) ZSTCO-180°=/YTCO-LZTS.
Gracias a Elem. I 15 sabemos que

(8) ZCITY=/COTZ.

8 Esta configuracion es idéntica a la representada en el diagrama a) de la figura 6.
9 Se le restan 180° porque ese era el valor de la elongacion media en la posicion inicial. Ademés, cabe aclarar
que el angulo ZSTC, es mayor a 180°, es decir, corresponde al arco SC,YCo.
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Puesto que £YTC, es el suplementario de ZC,TZ, entonces
(9) ZC1TY=180°-£LYTCO o, lo que es lo mismo, ZC1TY=90°+90°-£YTCO.

Ademas, puesto que C; representa la longitud de una cuadratura, entonces ZSTC,
es, necesariamente, igual a 90°. El dangulo ZZTC; puede ser expresado, por lo tanto, del
siguiente modo:

(10) LZTC1=/ZTS+90°.
Por lo tanto se da que
(11) LZTC1-LZTS=90°.

Entonces, por (9) y (11) se obtiene que
(12) ZCITY=/ZTC1-LZTS+/ZTC1-LZTS-/YTCo.

Pero, también por Elem. I 15, sabemos que ZZTC; es igual a ZYTCo. Por lo tanto,
si se hace el reemplazo en (12) se obtiene que

(13) LCITY=LYTCO-LZTS+£AYTCO-LZTS-£YTCO o, lo que es lo mismo,
ZCITY=2.(LYTCO-LZTS)-LYTCO.

Por ultimo, si a (13) se le aplica la equivalencia indicada en (7), entonces se obtiene
ZCiTY=2(£STCox-180°)-£YTCo, que es el valor propuesto en (6), y que habia que
demostrar.

Esta formulacién supone que el deferente lunar esta en el plano de la ecliptica, es
decir, que la Luna no sufre ninguna variacion en latitud. Este no es, por supuesto, el caso.
La cuestién no parece tener mayor relevancia, pues el propio Ptolomeo se habia
encargado de indicar que la inclinacién del deferente lunar es tan pequena que, a los
efectos de los célculos de longitud, la variacién que causaba era despreciable." Por ese
motivo es que descompone el andlisis de ambos aspectos, tratandolos
independientemente. De hecho, luego de finalizar el primer modelo, dedica un libro
entero a la cuestion de la latitud lunar (I, 9; H1 326-336; 205-209). La solucién que alli
propone a ciertas caracteristicas de la variacion latitudinal de la Luna, sin embargo, si
tiene implicancias mas relevantes para el célculo de longitud, y particularmente en el
caso del segundo modelo. Es por ese motivo que el modo en el cual Ptolomeo formula la
velocidad de la excéntrica en Almagesto V, 2 es un poco mas complejo.

'9°'Si bien sabe que la Luna varia su latitud ecliptica hacia el sur y hacia el norte, en el desarrollo de los
modelos de longitud lunar Ptolomeo proponer ignorar el tema de la latitud, dejando la solucién para esto
en una seccion aparte. De ese modo, imagina una Luna que se mueve siempre sobre la ecliptica. Respecto
de los calculos en longitud, esto no acarrea ningin problema ya que la inclinacién angular de la 6rbita lunar
respecto de la ecliptica es tan pequena que la diferencia es despreciable. cfr. VI, 7. H1 505. 297.
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4. Formulacién ptolemaica de la velocidad del centro del deferente
excéntrico.

Ptolomeo no desarrolla, como silo hace en otras partes, un argumento geométrico
detallado en el cual se concluye en la velocidad del punto D. En el parrafo en el que
formula la velocidad del centro del deferente excéntrico, sin embargo, nos explica
brevemente cuél es el valor para esa velocidad, y expone, si bien sintéticamente, el
camino por el cual lleg6 a ese nimero:

[...] en este plano inclinado [el deferente], suponemos que se dan dos
movimientos en direcciones opuestas, ambos uniformes respecto del centro
de la ecliptica: uno de ellos lleva al centro del epiciclo hacia atras a través de
los signos con la velocidad del movimiento en latitud, mientras que el otro
lleva el centro y el apogeo de la excéntrica, a la cual asumimos ubicada en el
mismo plano (el centro del epiciclo siempre se hallara sobre esta excéntrica
en todo momento), hacia adelante a través de los signos segin una cantidad
correspondiente a la diferencia entre el movimiento en latitud y la doble
elongacion (siendo la elongacion la cantidad por la cual el movimiento medio
en longitud de la Luna excede el movimiento medio del Sol). Asi, para dar un
ejemplo, en un dia el centro del epiciclo se mueve cerca de 13;14° en latitud
hacia atras a través de los signos, pero parece haberse movido 13;11° en
longitud sobre la ecliptica, pues la totalidad del circulo inclinado [de la Lunal]
se mueve la diferencia de 0;3° en sentido opuesto, hacia adelante, [mientras]
el apogeo de la excéntrica, a su vez, se mueve 11;9° en sentido opuesto,
(también hacia adelante): esta es la cantidad por la cual la doble elongacion,
24;23°, excede el movimiento en latitud, 13;14°. La combinacién de estos dos
movimientos, que se dan en direcciones opuestas, como dijimos, en torno al
centro de la ecliptica, producira como resultado que el radio que lleva el
centro del epiciclo y el radio que lleva el centro de la excéntrica estarén
separados por un arco que es la suma de 13;14° y 11;9°, y es dos veces la
cantidad de la elongacién (que es aproximadamente 12;11%°) (V, 2; H1 356;
220).

Ptolomeo, como sus antecesores, habia notado que la latitud de la Luna variaba
con el tiempo, lo que indicaba que la Luna realiza su movimiento en un dangulo inclinado
respecto de la ecliptica —es decir, que tanto el deferente como el epiciclo comparten un
plano inclinado. La consecuencia obvia de esto es que la distancia angular que recorre el
centro del epiciclo sobre el deferente no sea igual a la variacién en longitud de ese punto
a causa de ese movimiento.
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Deferente

Ecliptica

Figura 9. Diagrama en el cual se aprecia el efecto de la inclinacion del deferente lunar
sobre el plano de la ecliptica respecto del movimiento en longitud.

En el diagrama 9 se pueden ver los planos de la ecliptica y del deferente lunar
desde la perspectiva de un observador terrestre. El punto N representa un nodo, es decir,
uno de los dos puntos en los cuales el centro del epiciclo lunar pasa de un lado a otro de
la ecliptica. Si el centro del epiciclo se mueve de N a L en el deferente, se ha movido una
distancia angular igual a la distancia NL; en la ecliptica —puesto que ambos son radios del
circulo M con centro en N. Sin embargo su movimiento en longitud fue menor, el
equivalente a la distancia angular que hay desde N a L,. Ptolomeo dice explicitamente que
va a ignorar esto y que va a suponer que el movimiento sobre el deferente es igual a la
variacion en longitud, es decir, que NL=NL,. Puede hacerlo porque la inclinacién del plano
del deferente respecto del de la ecliptica es muy pequerio, por lo que el efecto sefialado es
despreciable.

El movimiento lunar, no obstante, presenta otro problema respecto de su latitud:
las latitudes maximas y minimas de la Luna no se dan siempre en la misma longitud, sino
que esta va variando con el tiempo respecto de aquellas. Para solucionar el problema
Ptolomeo ide6 un sistema muy ingenioso.
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Figura 10. Diagrama del segundo modelo con movimiento de los nodos. La inclinacién del

deferente lunar esta exagerada.

En el diagrama 10 vemos una combinacién del segundo modelo para las
longitudes, y el dispositivo tedrico que Ptolomeo incorpora para explicar los problemas
de latitud lunar. Ademas de los puntos ya indicados en el diagrama 8, vemos que el
deferente esta inclinado respecto del plano de la ecliptica, en cuyo plano se halla el
deferente solar medio. El circulo concéntrico con el deferente solar medio es el
responsable de mover todo el deferente lunar de tal modo que quede explicado el cambio
de longitudes para las latitudes méaximas y minimas. Aqui no interesa el modo por el cual
Ptolomeo llega al valor de la inclinacion del deferente, ni el sentido y la velocidad del
movimiento del circulo que mueve al deferente lunar. Solo basta indicar que la
combinacién del segundo modelo lunar para las longitudes con el modelo lunar para la
latitud indica que el centro del deferente lunar D se mueve en torno a T a VExc, en el
sentido contrario a los signos. Al mismo tiempo el centro del epiciclo se mueve a VLat,
que es la velocidad en latitud media de la Luna, en el sentido de los signos." El Sol medio,
por supuesto, se mueve en el sentido de los signos a VSol,,. Para explicar el hecho de que
las maximas y minimas latitudes se dan en diversos sectores del Zodiaco, no obstante,
Ptolomeo introduce el movimiento representado por el circulo concéntrico al deferente
solar. Este se mueve en sentido contrario a los signos a VNod, llevando a los dos nodos N;
y N2 de tal modo que se da una suerte de “precesion” de los puntos de méxima y minima
latitud sobre el Zodiaco.

" Dado que, por lo pequeiio de la inclinacion del deferente lunar respecto de la ecliptica, la totalidad del
mismo se encuentra comprendido en la banda del Zodiaco, las expresiones “hacia adelante” y “hacia atras”,
que en si mismas se refieren al orden de los signos, todavia tienen sentido.
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Las observaciones y calculos le permiten a Ptolomeo obtener el valor del
movimiento en latitud de tal modo que VLat=13;13,45,39,48,56,37°4. Este movimiento es
el responsable de los cambios en la latitud lunar, pero también del avance de la Luna en
longitud media. Ahora bien, este avance, como ya sabe'? es de 13;10,34,58,33,30,30°, es
decir, mas lento. Es obvio que el responsable de este atraso es el movimiento contrario a
los signos de los nodos. Para obtener ese valor, entonces, hay que restar VEpi a VLat, lo
que da un valor de VNod=0;3,10,11,15,25,60°". En el texto citado, como vimos, Ptolomeo
redondea los valores de tal modo que VLat=13;14°", VEpi=13;11° y VNod=0;3°". En este
contexto es necesario tomar en cuenta que por un lado VEpi es el producto de dos
movimientos contrarios, y por otro VNod ya estd produciendo un movimiento de D en el
sentido correcto, aun cuando D permanezca fijo respecto de E. Por todo ello podemos
reformular tanto VEpi como VExc de tal modo que

(14) VEpi=VLat-VNod
y
(15) VExc=VNod+ VExcl,

siendo VExc; la velocidad propia del centro de la excéntrica, que sumada a la
velocidad de los nodos logra el efecto de la “doble elongacion”. En la cita ptolemaica vimos
que segin el astronomo alejandrino la velocidad propia del centro de la excéntrica, debe
ser

[...] una cantidad correspondiente a la diferencia entre el movimiento en
latitud y la doble elongacién (siendo la elongacion la cantidad por la cual el
movimiento medio en longitud de la Luna excede el movimiento medio del
Sol).

es decir,
(16) VExc1=2-VElom-VLat.

La derivacion desde la formulacién simplificada (1) a la formulacion estrictamente
ptolemaica (16), es sencilla. Si partimos de VExc=2.VElo,-VEpi y le agregamos dos
términos al segundo miembro de la ecuacion de tal modo que

(17) VExc=2-VElom-VEpi+VNod-VNod,
podemos obtener que

(18) VExc-VNod=2-VElom-VEpi-VNod o, lo que es lo mismo, VExc-VNod=2-VElom-
(VEpi+VNod).
Tomando en cuenta las equivalencias senaladas en (14) y (15) queda que

VExc,=2-VElo,-VLat, que es el modo segtin el cual Ptolomeo formula la velocidad para el
centro de la excéntrica.

12 ptolomeo indica las velocidades medias lunares en 1V, 3; H1 278-281; 179-180.
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5. Lostamanos del deferente excéntricoy de su excentricidad en el segundo
modelo.

El primer modelo para las longitudes lunares habia arrojado un valor proporcional
de 5;15P para el radio del epiciclo, dado un radio de 60° para el deferente.'

Figura 11. Diagrama de la méxima ecuacién de anomalia en el primer modelo.

En la fig. 11 los segmentos TA y AP representan al radio del deferente y del
epiciclo, respectivamente. La linea TP es tangente al epiciclo, por lo cual, como expliqué
mas arriba (ver p. 22), cuando la Luna se halla en P se percibe el maximo valor posible de
la ecuaciéon de anomalia. Gracias a Elem. I1I 18 sabemos que el angulo ZAPT es recto.
Esto permite resolver trigonométricamente el tridngulo rectangulo ATP, y calcular el
valor de la maxima ecuacién de anomalia correspondiente al angulo ZATP: 5°.

La estrategia de Ptolomeo para determinar los radios correspondientes en el
segundo modelo es sumamente ingeniosa. El ya sabe que en una cuadratura el epiciclo
se acerca por efecto del movimiento del centro del deferente. Este movimiento es, como
vimos, circular y geocéntrico. Si observamos nuevamente la figura 7 veremos que el radio
de la excentricidad debe ser tal que cuando se sume al radio del deferente (diagrama 7.a.)
la distancia total desde la Tierra T al centro del epiciclo A debe ser igual a 60r. Esa
alineacion, como vimos, debe darse en las sicigias, para que de ese modo la proporcion
entre epiciclo y deferente coincida en esos momentos con aquélla determinada para el
primer modelo, el cual era exitoso en tales momentos del mes sinddico. La otra condicién
que debe cumplir el valor del radio de la excentricidad es que, al ser restado al radio del

5 ofr. IV, 6; H1 312; 197 y IV, 6; H1 322; 202.
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deferente (diagrama 7.b.) la distancia total desde T a A debe ser tal que el angulo ZATP,
correspondiente a la méaxima ecuacién de anomalia en una cuadratura, coincida con la
observada. Para conocer cual debe ser esa distancia TA en las cuadraturas, por lo tanto,
hay que determinar cuél es la méxima ecuacién de anomalia cuando el centro del epiciclo
se encuentra en una cuadratura, para luego resolver trigonométricamente el triangulo
rectangulo que queda determinado.

El capitulo 3 del libro V esté dedicado exclusivamente a la determinacion del valor
de esta maxima ecuacion de anomalia. Ptolomeo indica que buscé observaciones que
debian cumplir con tres condiciones:

[1] La velocidad de la Luna era cercana a la media (porque es cuando la
ecuacion de anomalia estd en su méximo). [2] La elongacién media de la Luna
respecto del Sol era de alrededor de un cuadrante (porque entonces el epiciclo
se hallaba cercano al perigeo de la excéntrica). [3] Ademas de las [condiciones]
anteriores, la Luna no mostraba paralaje longitudinal (V, 3; H1 361; 223).

Las dos primeras condiciones enumeradas se derivan directamente de las
caracteristicas geométricas del calculo propuesto, y ya han sido explicadas. La tercera,
sin embargo, merece un poco mas de atencién.

Figura 12. Diagrama que indica los problemas de paralaje en una cuadratura.

En la fig. 12 el epiciclo con centro en A se halla en cuadratura. El circulo mas
grueso es la circunferencia de la Tierra, sobre la cual se hallan dos observadores en S, y
Si. El circulo externo representa la ecliptica. El deferente excéntrico no esta
representado. Toda teoria lunar debe determinar, para Ptolomeo, la posicién verdadera
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de la Luna en el cielo para cualquier momento dado. Verdadero significa, aqui, respecto
del centro de la Tierra, en este caso, desde T. Para lograrlo debe tener, también, un input
observacional que sea verdadero. Dado que el radio de la Tierra no es despreciable en
comparacion con la distancia Tierra-Luna, no cualquier observacién cumple con las
condiciones necesarias para que eso se dé. Este es el motivo por el cual, al comenzar a
construir su primer modelo, Ptolomeo advierte que solo los eclipses lunares son
fenémenos adecuados para evitar los problemas de paralaje causados por la cercania de
la Luna al observador. Aqui, sin embargo, no es posible usar eclipses lunares, ya que esos
fenémenos solo se dan en Luna nueva."

En nuestro caso, para calcular trigonométricamente la distancia TA, Ptolomeo
debe conocer primero el valor del angulo ZATP, la méxima ecuaciéon de anomalia, por
observacion. La longitud verdadera que determinara entonces para P sera L. Sin
embargo, si observa a la Luna desde, por ejemplo, un punto S, sobre la superficie
terrestre, la longitud observada seré Lo. En el caso de que no se tomara en cuenta la
cercania de la Luna, entonces se pensara que la longitud verdadera de la Luna es
efectivamente Lo, y que por lo tanto la méxima ecuacién de anomalia en cuadraturas es
ZATLo, cuando en realidad es ZATL;. Para que un observador perciba a la Luna en su
posicion verdadera en el cielo, debe observarla en su cenit, esto es, en la posicion S; sobre
la superficie. Si asi lo hiciera, dado que se encuentra sobre la linea que une al centro de
la Tierra con la Luna, su linea de visién coincidiria con ella.

Ahora bien, dado que Ptolomeo esta construyendo un modelo sobre la longitud
lunar no es necesario que determine con precision la posicion verdadera de la Luna, sino
solo su longitud. Para ello basta con que en el momento de la observacién el angulo entre
la ecliptica y el circulo de altitud lunar sea de 90°. Si asi fuera, es posible que la posicion
observada sea errada, por causa de la paralaje en cuanto a la latitud lunar. La longitud, no
obstante, serd precisa.

Ptolomeo relata que observé'® desde Alejandria, en nuestro 9 de febrero del 139,
que

(19) la Luna se hallaba a 219;40°.

Dado que la Luna se hallaba casi sobre el meridiano de Alejandria, la observacion
garantiza una alta precision en la longitud lunar.
Su modelo solar le indica a Ptolomeo que en ese momento

(20)el Sol medio se hallaba a 316;27°,

A su vez, su primer modelo lunar le indica que en el momento de la observacion
la Luna se hallaba, respecto del apogeo del epiciclo, a 87;19°. Esta posicién, nos dice, pone
a la Luna muy cerca del punto donde la linea de visiéon del observador es tangente al

" Ptolomeo, al igual que muchos de sus antecesores, sabia esto: “Pues la distancia entre la esfera de la Luna
y el centro de la Tierra [...] no es tan grande que el tamano de la Tierra sea proporcionalmente como un
punto respecto a ella.” (IV,1; H1 266; 173).

5 Cfr. IV, 1; H1 265-268; 173-174.

16 Es la observacion niimero 82 en la lista de (Pedersen, 2010, p. 420).
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epiciclo, y por lo tanto donde la ecuacién de anomalia alcanza su maximo valor."” Como
dije (ver pag. 26), el segundo modelo también conserva del primero la capacidad de
predecir la posicion de la Luna media, que se representa con el centro del epiciclo. A partir
del primer modelo, entonces, Ptolomeo deriva la longitud del centro del epiciclo para el
momento de la observacién, y determina que

(21) la Luna media se hallaba a 227;20°.

A partir de alli podemos confirmar que la observacion cumple con la condicién de
darse en una cuadratura. Ademas, y fundamentalmente, nos indica que

(22)la méaxima ecuacién de anomalia en una cuadratura es de 7;40°, es decir, 2;40°
mas que lo permitido por el primer modelo.

Ptolomeo repite luego el calculo a partir de una observacion de Hiparco™, tras lo
cual alcanza el mismo resultado. Termina diciendo que

A partir de otras numerosas observaciones similares también encontramos
- sz . 2 ..

que la maxima ecuacién de anomalia es 72° cuando el epiciclo se encuentra

en el perigeo de la excéntrica (V, 3; H1 H1 365; 225).

Con estos datos Ptolomeo nos pide

[...] que la excéntrica de la Luna sea el circulo ABG con centro en Dy didmetro
ADG, donde E es el centro de la ecliptica. Asi A es el apogeo de la excéntrica 'y
G el perigeo. En el centro G trazar el epiciclo de la Luna ZHO, trazar EOB
tangente a él, y unir GO (V, 3; H1 365; 225.).

'"El valor de ese éangulo debe ser, necesariamente, mayor a 90°. De hecho, hasta no conocer la distancia
desde la Tierra al centro del epiciclo —que es justamente el valor que se esta buscando-, es imposible
calcular con precision la posicion que la Luna deberia tener sobre el epiciclo. No obstante ello, dado que
Ptolomeo conocia al menos cualitativamente el orden de magnitud del valor que estaba buscando, sabia
que el valor del éangulo buscado se hallaba cerca del que utiliz. Ademés, el célculo mismo no es
especialmente sensible a diferencias en el input.

¥V, 3; H1 363; 224.
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Figura 13. (P) Diagrama para el calculo de los radios en el segundo modelo.

Esta construccion es la que Ptolomeo utiliza para calcular el valor de los radios de
su nuevo deferente y su excentricidad. En primer lugar resuelve el tridangulo rectangulo
determinado por la Luna sobre el epiciclo, el centro del propio epiciclo, y la Tierra, esto
es, el triangulo rectangulo GE®. Dado que conoce el valor del radio GO del epiciclo, 5;15¢,
y también conoce el valor del angulo ®EG a partir de la observacién arriba mencionada,
7;40°, entonces puede calcular trigonométricamente el valor de EG: 39;22F. Ahora bien,
si A representa el apogeo del deferente excéntrico, es decir, la distancia entre el centro
del epiciclo y la Tierra en las sicigias, entonces sabemos que EA es igual a 60F. Por lo
tanto, a través de una simple suma, podemos conocer el valor del didgmetro AG del
deferente, que es igual a 99;22, y por lo tanto del radio DG, que es igual a 49;41°. Por
dltimo, restando EG a DG se obtiene el valor de la excentricidad ED del deferente: 10;19°.

6. Lamodificacion del segundo modelo lunar: la présneusis del epiciclo

En todo lo concerniente a los fenémenos en la posicion de sicigia y cuadratura
de la Luna, la discusion precedente va a permitir una explicacién completa de
la hipétesis que elucida los circulos de la Luna descritos arriba. Pero a partir
de observaciones individuales tomadas en las distancias de la Luna [respecto
del Sol] cuando se encuentra en forma de hoz o gibosa (lo que ocurre cuando
el epiciclo se encuentra entre el apogeo y el perigeo de la excéntrica),
encontramos que la Luna tiene una caracteristica peculiar asociada a la
direccion [prosneusis] hacia la cual el epiciclo apunta (V, 4; H1 367; 226-227).
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Con estas palabras Ptolomeo comienza el capitulo 5 del libro V, y en ellas nos
indica al mismo tiempo tanto la esencia del problema que encontré luego de confeccionar
el segundo modelo lunar como la del camino que tomé para solucionarlo. Por un lado, nos
dice que la nueva dificultad sigue estando asociada a la elongacion del epiciclo lunar, pues
indica expresamente que se manifiesta en las posiciones de Luna gibosa. Por el otro,
adelanta que, en su interpretacion del problema, la cuestion esta relacionada con “la
direccion hacia la cual el epiciclo apunta”. De hecho, alli se encuentra la clave de su
solucién. Pero primero debemos entender a qué se esté refiriendo.

Cuando un planeta —en este caso la Luna- gira sobre un epiciclo, es necesario, si
se desea medir su velocidad o el arco a través del cual se movié en un tiempo
determinado, fijar un punto de referencia. Cuando la Luna vuelve a ese punto se puede
decir que ha dado una revolucion sobre el epiciclo. Este punto no es otro que el apogeo
del epiciclo. Un modo sencillo de determinar ese punto es trazar una recta que pase por
el centro de la ecliptica y el centro del epiciclo. El apogeo sera aquel punto donde la recta
corte al epiciclo en su parte mas lejana de la Tierra. En la figura 13, por ejemplo, este
punto es Z. En ese sentido, se puede decir que el epiciclo esta “apuntando” a la Tierra,
pues la linea que une al apogeo con el centro del epiciclo pasa, por construccion, por el
centro de la Tierra. El perigeo, por supuesto, es el punto opuesto en el epiciclo: el punto
H en la figura 13. Enfrentado al nuevo problema, Ptolomeo va a replantear el modo de
definir el apogeo lunar, llegando a un resultado no exento de sorpresa.

Si bien Ptolomeo hace referencia a muchas observaciones', hace explicita
mencién de solo dos, ambas hechas por Hiparco, y realizadas cuando la Luna se
encontraba en dos elongaciones distintas aunque siempre en Luna gibosa. En el articulo
solo vamos a desarrollar los céalculos a partir de la primera de ellas, puesto que la otra
solo tiene como funcién confirmarlos.

Hiparco observé®, en nuestro 2 de mayo del -126, que

(23) el Sol se encontraba a 37;45°,
(24) la longitud aparente de la Luna era 351;40°.

Hiparco registré ademas la longitud verdadera de la Luna, luego de corregir el
efecto de paralaje, y dice que

(25)la longitud verdadera de la Luna era 351;27,30°.
Por lo tanto en el momento de la observacion
(26)la elongacion de la Luna respecto al Sol era 313;42°.

Luego Ptolomeo calcula, a partir de sus modelos, las longitudes del Sol, del Sol
medio y de la Luna media para el momento de la observacion. Las tablas le indican que

(27) el Sol medio se encontraba a 36;41° de longitud,

(28) el Sol se encontraba a 37;45° de longitud, tal como Hiparco habia registrado,

19y, 5: H1 368; 227.
2 Es la observacion nimero 49 en la lista de (Pedersen, 2010, p. 415).
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(29)la Luna media se encontraba a 352;13° de longitud,

y

(30)la posicion en anomalia de la Luna sobre el epiciclo era 185;30° respecto del
apogeo del epiciclo.

Entonces, a partir de (28) y (29) se obtiene que

(31) la elongacion de la Luna media respecto del Sol era 314;28°, es decir, se
encontraba en un octante.

Con estos datos Ptolomeo nos pide que construyamos la siguiente figura:
determinar la excéntrica ABG con centro en D y didmetro ADG, en el cual E representa
el centro de la ecliptica. Luego determinar el circulo del epiciclo ZH® con centro en B de
tal modo que EOBZ estén alineados y ZAEH>ZAE®. Luego trazar la recta DK de tal modo
que sea perpendicular a EB y K se encuentre sobre EB. A continuacién unir BH y EH,
prolongando esta ultima hasta el punto L, donde la recta BL es perpendicular a EH.
Finalmente, determinar el punto M sobre el epiciclo de tal modo que quede mas cerca de
Z que H, pero mas lejos que el punto de movimiento medio, es decir, el punto donde una
recta que pasa por E es tangente al epiciclo. Luego determinar la recta BH y el punto N
donde BH intersecta al diametro ADG. Por tltimo trazar la recta EX del tal modo que sea

perpendicular a BN, y X esté sobre BN.
A

Figura 14. (P) Diagrama para la determinacion de la présneusis lunar.

A continuacién Ptolomeo, brevemente, nos guia a través del camino que lo llevé a
descubrir el extrafno fenémeno que refiere respecto de la “direccién” del epiciclo lunar.
La clave esta en decubrir una inconsistencia entre los datos observacionales y aquellos
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parametros que surgen de su modelo. Puntualmente, Ptolomeo va a mostrar que hay
problemas en compatibilizar el angulo de anomalia indicado en (30) con la relacion entre
las longitudes de la Luna media —indicada en (29)- y de la Luna verdadera —indicada en
(25).

Si observamos los tres valores referidos, vamos a ver que la longitud de la Luna
verdadera es menor que la longitud de la Luna media. En la fig. 14 la Luna esta
representada por H, mientras que la Luna media, es decir, el centro del epiciclo, es B.
Dado el sentido del movimiento en el deferente, vemos que esta relacién entre ambas
longitudes estéd correctamente representada. Sin embargo, si observamos el valor del
angulo de anomalia, representado en el diagrama por el angulo ZZBH, encontramos que
este es superior a 180°. Obviamente, puesto que la referencia para el angulo de anomalia
es el apogeo Z, cualquier valor para ese angulo que supere ese limite coloca a la Luna
verdadera del lado del epiciclo donde su longitud observada va a ser mayor que la de la
Luna media. Si se pretende respetar la relacion entre las dos longitudes mencionadas
arriba, esto no es posible. Por otro lado, si se busca representar adecuadamente el dngulo
de anomalia, entonces sera imposible respetar esa relacion. En algin lugar, entonces, hay
un problema. Los siguientes pasos estan dirigidos a aclarar y explicar cuél es la solucion
de Ptolomeo a este problema.

El valor que necesita averiguar para presentar su solucién es el angulo ZOBH.
Ese angulo pertenece al triangulo EBH, del cual puede averiguar el angulo Z/BEH, pues
es la ecuacion de anomalia que se deriva a partir de las posiciones de la Luna verdadera
y media. Si ademas averigua el dngulo ZBHL, que se forma por la prolongacién de uno
de los lados del triangulo, entonces puede calcular Z®BH. Ahora bien, ZBHL pertenece
al triangulo rectangulo BHL, cuya hipotenusa es el radio del epiciclo, para el cual
Ptolomeo ya conoce el valor. Un modo de resolver el triangulo rectangulo es averiguando
un cateto, en este caso, BL. El cateto BL también pertenece al triangulo rectangulo EBL,
para el cual conoce la ecuacién de anomalia ZBEL. Para resolverlo, solo necesita conocer
la hipotenusa BE. Ahora bien, BE es la suma de BK y EK, por lo que conociendo a estos
conocera a aquel.

Respecto de BK, este es uno de los catetos del tridangulo rectangulo BDK, cuya
hipotenusa es el radio del deferente excéntrico, para el cual Ptolomeo ya conoce su valor.
Si averigua el valor del cateto DK, entonces a través del teorema de Pitagoras ya puede
calcular BK. El cateto DK pertenece también al tridangulo rectangulo DEK, para el cual
Ptolomeo conoce la hipotenusa DE, pues es la excentricidad del deferente, ya calculada
anteriormente. Una de las posibilidades para resolver el triangulo rectangulo es calcular
el valor del angulo ZBED=/BEA, el cual es conjugado de ZAEB, por lo que conociendo
el dltimo se conoce el primero. El valor de ZAEB, finalmente, se deriva directamente de
la velocidad calculada para el centro del deferente excéntrico.

Respecto de EK, el camino es sencillo. En el mismo célculo en el que se soluciona
el tridngulo rectdngulo DEK, se obtiene el valor del otro cateto, que no es otro que EK. A
continuacién voy a exponer los calculos ptolemaicos.

La velocidad que Ptolomeo obtuvo para el centro del deferente excéntrico asegura
que el angulo ZAEB es igual a dos veces la elongacion media. Ahora bien, a partir de (27)
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y (29) es posible calcular que la elongacién media en ese momento era 315;32°. El valor
de ZAEB es, entonces, 271;4°.% Por lo tanto

(32)el valor del angulo ZBEA=/BED, conjugado del anterior, es 88;56°.

Respecto del triangulo rectdangulo DEK, puesto que se conoce que el valor de la
excentricidad DE es 10;19°, y a partir del valor obtenido en (32), se obtiene
trigonométricamente que

(33) DK~10;19p
Y que
(34) EK=0;12p.

A partir del valor obtenido para DK, y sabiendo que el radio DB del deferente
excéntrico es 49;417, se puede aplicar Elem. 147 al triangulo rectangulo BDK, de tal modo
que se obtiene

(35) BK=y/49; 41P* + 10; 197°=48;36p.
Sumando los valores obtenidos en (34) y (35) obtenemos que
(36) BE=48;48p.

Luego Ptolomeo calcula la ecuacion de anomalia a través de la comparacion de las
elongaciones de la Luna verdadera y la Luna media al Sol verdadero en el momento de la
observacion. Estos valores son los indicados en (26) y (31), y la comparacién indica que

(37) en ese momento la ecuaciéon de anomalia tenia un valor de -0;46°.

Este es el valor, entonces, del angulo ZBEH=/BEL. De este modo puede
resolverse el triangulo rectangulo EBL: a partir de (36) y (37) se obtiene
trigonométricamente que

(38) BL=0;39".

A partir de BL, y conociendo el valor del radio BH, que es igual a 5;15°, Ptolomeo
puede resolver el triangulo rectangulo BHL. De ese modo, obtiene trigonométricamente
que

(39) ZBHL=7;7".

Finalmente, respecto del tridangulo EBH, dado que conoce el angulo ZBEH, cuyo
valor de 0;46° averigué en (37), y dado que HL es una prolongacién del lado EH del
triangulo, puede aplicar Elem. 1 32, y obtener que

(40) ZEBH=6;21°.

2 Obviamente se debe restar 360° al resultado original. El angulo del que se habla, por supuesto, sigue el
sentido de movimiento del epiciclo sobre el deferente.
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Ahora bien, dado que desde un observador en E la longitud de la Luna media es
igual a la del perigeo, entonces ZEBH=2/0OBH, con lo cual ese dngulo expresa el arco que
separa a la Luna del perigeo del epiciclo.

Como indiqué anteriormente, el angulo de anomalia que Ptolomeo deriva de sus
tablas lunares es incompatible con la diferencia entre la longitud de la Luna media, que
también deriva de sus tablas, y la longitud de la Luna verdadera, que es producto de la
observacion. En principio, Ptolomeo tiene tres salidas, que consisten en suponer que
alguno de los tres parametros esta errado. O bien sus tablas derivan dngulos de anomalia
o longitudes equivocadas, o bien la observacion misma de la Luna no fue hecha con
precision. Inesperadamente, Ptolomeo decide confiar en sus tablas y observaciones, y no
descartar ninguno de los tres datos. El camino que decide es mucho més ingenioso.

Como vimos antes, el apogeo y el perigeo del epiciclo son definidos por el punto
de vista del observador terrestre. Sus mismos nombres asi lo indican: mientras que el
primero es el el punto del epiciclo més lejano a la Tierra, el segundo es el més cercano. El
angulo de anomalia es luego definido en relacion a esos puntos, siendo usado como punto
de referencia, usualmente, el apogeo. Asi es como se ubica a la Luna en el epiciclo. Lo que
Ptolomeo hace es invertir completamente el orden de referencias, y utilizar como punto
de partida a la posicion de la Luna sobre el epiciclo, para, a partir de ella, calcular la
posicion del apogeo y del perigeo. Por tltimo, calcularé la posicion del punto exterior al
epiciclo hacia el que el mismo “apunta”. En términos de la fig. 14 podemos decir que
Ptolomeo mantiene al mismo tiempo tanto que la Luna verdadera se encuentra en una
longitud menor que la Luna media por 0;46°, como que el dngulo de anomalia es 185;30°.
El cambio lo introduce al redefinir respecto de qué punto se mide el dangulo de anomalia.
Asumiendo que la posicién de la Luna sobre el epiciclo que se deriva de sus pardmetros
de longitudes es la correcta, es decir, que la Luna efectivamente se encuentra a 6;21° del
perigeo del epiciclo, decide que el punto de referencia para medir el &ngulo de anomalia
es un nuevo punto, ubicado a 185;30° de la Luna, y que llamara apogeo medio,
diferenciandolo asi del antiguo apogeo, que llamara de ahora en méas apogeo verdadero. El
modo concreto a través del cual Ptolomeo efectia esta redefinicion de la nocién de apogeo
y perigeo es indicar que el perigeo medio, representado en el diagrama por M, se
encuentra a 5;30° de la Luna H y, por adicion de ZOBH y ZHBM, a 11;51° del perigeo
verdadero ©.

Dado que cualquier modificacion al segundo modelo debe conservar todos los
aspectos exitosos que viene acumulando hasta ahora, el lugar hacia el que siempre
“apunta” el epiciclo, esto es, el punto que junto al centro del epiciclo define el apogeo
medio y que aqui esté representado por N, debe necesariamente encontrarse en la linea
absidal. Esta configuracion es la Gnica que permite que en las sicigias y en las cuadraturas
el nuevo apogeo medio coincida con el apogeo original: si se observa la figura 14, cuando
el centro del epiciclo B se halla en A —en las sicigias— 0 en G —en las cuadraturas- las
lineas EB y NB coinciden. El punto en cuestién debe ademés girar en torno a la Tierra en
el mismo sentido y a la misma velocidad angular que el centro del deferente, pues solo
asi encontraremos una misma explicaciéon para todos los fenémenos en los octantes
lunares. La tinica pregunta que cabe es identificar en qué lugar de la linea absidal se halla
ese punto N. Ptolomeo determina ese lugar buscando cual es la distancia EN.
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El segmento EN pertenece al triangulo rectangulo ENX, el cual puede ser resuelto
si se conoce el cateto EX y el angulo ZENB.

Respecto de EX, es también un cateto del triangulo rectdangulo BEX, del cual se
conoce el valor de BE. Si ademas se averigua el valor de ZEBX, es posible resolverlo. El
angulo ZEBX es facil de obtener, pues no es otra cosa que la suma de los édngulos ZOBH
y ZHBM, que ya se conocen.

Respecto del éangulo ZENB, pertenece al triangulo EBN. Puesto que
anteriormente ya se obtuvo el valor del angulo ZEBX, que también pertenece al mismo
triangulo, solo resta calcular el valor de ZBEN, el dltimo de los tres angulos. Pero Z/BEN
es el angulo suplementario de ZBEA, cuyo valor ya se conoce, por lo que puede derivarse
facilmente. A continuacién voy a exponer los célculos ptolemaicos.

El dngulo ZEBX es la suma de los angulos Z0BH y ZHBM, que valen 6;21° y
5;30°, respectivamente, por lo que se obtiene que

(41) ZEBX=11;51°.

Entonces, respecto del triangulo rectangulo BEX, a partir de la hipotenusa
obtenida en (36) y el dngulo obtenido en (41) se deriva trigonométricamente que

(42) EX=10;2".
Por otro lado, en (32) se obtuvo que Z/BEA=88;56°, por lo que
(43) ZBEN, el dngulo conjugado de ZBEA, es igual a 180°-88;56°=91;4°.

Entonces respecto del triangulo EBN, a partir de (41) y (43), y gracias a Elem. 1 32
se obtiene que

(44) ZENB=T7;5°.

Finalmente, respecto del tridngulo rectangulo ENX, por el cateto obtenido en (42)
y el angulo obtenido en (44), se deriva trigonométricamente que

(45) EN=10;18".

Puesto que por el valor de la excentricidad es 10;19” y N estd como se mostré
antes, sobre la linea absidal, encuentra que N se halla en el punto opuesto de la
excentricidad respecto de D, el centro del deferente®. Este resultado sin duda causé
sorpresa a Ptolomeo, que concluye con estas lineas:

Asi estas observaciones confirman la peculiar caracteristica de la direccion
del epiciclo en la hipétesis de la Luna: la revolucion del centro del epiciclo
toma lugar en torno a E, el centro de la ecliptica, pero el diametro del epiciclo
que define el punto inmutable sobre el epiciclo en el cual el apogeo medio del
epiciclo apunta, no (como si lo hace en los otros [planetas]) hacia E, el centro
de movimiento uniforme, sino hacia N, que estéa desplazado en la direccion

22 Ptolomeo muestra, como se dijo, el mismo célculo con la Luna en otro octante, y obtiene un valor de EN
de 10;20°. Puesto que, nos dice, a partir de otros calculos obtiene valores que rondan los 10;19°, ajusta el
valor de EN a ese nimero.
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opuesta por una cantidad igual a DE, la distancia entre los centros (V, 5; H1
379-380; 222-223).

Figura 15. Modelo final de Ptolomeo para las longitudes lunares. T es el centro de la
ecliptica, en torno al cual gira el centro del deferente D en sentido horario, el punto O que
determina la direccién del epiciclo y es opuesto a D en la excentricidad también se mueve

en sentido horario, y el centro del epiciclo E en sentido antihorario. En torno a E gira la
Luna en sentido horario, y su giro se cuenta a partir del apogeo medio A, que esta
determinado por la linea OE. Como referencia para las longitudes se indica el deferente
medio solar, con el Sol medio S. Las velocidades han sido indicadas antes.

7. Conclusién

La teoria de las longitudes lunares, como dije al inicio, es una de las partes mas
complejas e interesantes del Almagesto. Ptolomeo no solo muestra en plenitud su talento
para aplicar la geometria de la época a problemas astronémicos, sino que manifiesta su
espiritu creativo de un modo supremo. El anélisis que hace de la manifestacion de la
segunda anomalia en las cuadraturas implica no solo un largo trabajo de recoleccién de

Epistemologia e Historia de la Ciencia 3(2): 17-49 (2019)



La longitud lunar en el Almagesto de Ptolomeo 46

datos, sino también una gran capacidad para captar regularidades y patrones que le
permitieran conceptualizar adecuadamente el problema. En ese sentido, para decirlo en
términos de Kuhn, Ptolomeo fue un eximio puzzle solver. Al estudiar el modelo lunar uno
no puede sino imaginar la familiaridad con la que el astrénomo alejandrino se manejaba
con los movimientos circulares y uniformes que enmarcaban la tarea de todo astrénomo
de aquellos tiempos.

Una reflexion mas detenida acerca de estos libros muestra, sin embargo, algo
mas. Si bien seria exagerado decir que Ptolomeo rompié con los limites fundamentales
con los cuales la astronomia griega constreiiia al sabio, si creo que es legitimo afirmar
que supo, por decirlo de algiin modo, flexibilizarlos de acuerdo a las necesidades que, en
su opinién, los fenmenos imponian. Un ejemplo tipico es la redefinicion del concepto de
apogeo del epiciclo. Mientras que tradicionalmente este punto era el mas alejado a la
Tierra, y solo accidentalmente funcionaba como punto de referencia para medir el
movimiento en anomalia, Ptolomeo decide que esta ultima funcién sea la que lo define
esencialmente, e ignora completamente el obvio origen de la nocién de apogeo.

El ejemplo mas claro, sin embargo, creo que lo representa la separacion del centro
de velocidad uniforme respecto del centro geométrico de movimiento. Esta maniobra,
que como vimos ni siquiera merece un comentario de parte de Ptolomeo, desafiaba
algunas de las bases mas fundamentales que mantenian —aunque con dificultades, es
verdad- unidas a la fisica y la astronomia. Los astrénomos islamicos que lo seguirian por
mas mas de siete siglos lo percibieron con claridad, y lucharon hasta el final por unificar
a las dos disciplinas separadas por el gran astrénomo.

El segundo modelo presenta también algunos de los flancos mas interesantes para
los debates epistemoldgicos en torno a la obra ptolemaica. Su solucién para la segunda
anomalia en las cuadraturas, si bien exitosa respecto de las longitudes, muestra a una
Luna cuya distancia a la Tierra varia dramaticamente: mientras que puede alcanzar una
distancia maxima de 65;15°, también puede acercarse a tan solo 34;7" del centro de la
Tierra. Una variacion semejante produciria cambios tan grandes en el didametro aparente
de la Luna que no podrian ser ignorados. De hecho, no suceden. Y Ptolomeo no pudo no
haberse dado cuenta de ello.* ;Significa esto que los modelos ptolemaicos solo buscaban
la prediccion certera de las posiciones celestes, sin buscar una descripcion verdadera del
K00pn06? Uno de los dltimos grandes historiadores de la astronomia que asi lo consideran
es Pierre Duhem, quien nos dice que “[...] Ptolomeo pretende indicar [...] que los muchos
movimientos que compone en el Almagesto para determinar la trayectoria de un planeta
no tienen ninguna realidad fisica[...]” (Duhem, 1969, p. 17). La cuestion sin embargo, tiene
otra cara: cuando Ptolomeo, en el capitulo 13 del libro V, se propone calcular la distancia
lunar por medio de mediciones de paralaje, elige, de entre todas las posibilidades, el
momento en que la Luna se halla practicamente en una cuadratura, como si hubiera
buscado el momento en que la Luna, segin le indica su modelo, estaba mas cerca de la
Tierra, y por tanto la paralaje producia efectos més notables. La cuestion queda abierta.

% Esta dificultad del modelo ptolemaico para la Luna fue objeto de numerosas criticas y reformas.
Copérnico, por ejemplo, soluciona el mismo problema a través de un epiciclo adicional (Swerdlow, 1973,
pp- 454 y ss.).
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El modelo de Ptolomeo para las longitudes de la Luna es, pues, una parte central
del Almagesto no solo por el lugar que ocupa en el edificio argumentativo construido por
el gran astrénomo griego, sino también porque en él se revelan, como condensadas en
unas cuantas paginas, muchas de las cuestiones mas complejas, interesantes y
revolucionarias que la astronomia antigua tiene para ofrecer.
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