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VARIANZA Y COVARIANZA DEL MOMENTO PRODUCTO
DE LAS MUESTRAS DE UNA VARIABLE ALEATORIA
k-DIMENSIONAL (*)

1. Sea A un experimento aleatorio consistente en la extrac-
¢ién en block —sin reposicién—, de n elementos de un colectivo
de tamafio N (n<N), donde cada uno de sus elementos tiene la

1

probabilidad — de ser observado. El e.a. A puede repetirse, en
N

condiciones uniformes, un ntmero grande, tebricamente infinito,
de veces.

En cada realizacién de este e.a., obtenemos un sistema de nk
valores reales, correspondiendo los k valores &, &,..., &, don-
de £>1, a cada uno de los n elementos extraidos, que COTTESPOn-

den a las respectivas medidas de un sistema de %k atributos que

vienen considerados en cada uno de los N elementos del colectivo.

Cada sistema de k valores reales, asociado a cada elemento
del colectivo, lo representamos per un punto o vector variable
k-dimensional

[1] "E: (él: ‘5\2’- . :,fk)

que puede asumir valores em el espacio Rx En consecuencia,
£=(£,,&,...&), nos define una variable aleatoria k-dimensional

{*) Trabajo presentado en la XVII Reunién Cientifica de la Sociedad
Italiana de E£stadistica y publicado en “ATTI DELLA XVI RIUNIONE
SCIENTIFICA”, Roma, 30-31 de mayo de 1957, pdg. 89, con el titulo
“Varianza e Covarianza del Momento Misto dei Campioni di una
Variable Casuale a k-Dimensioni”.
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v, cada elemento extraido, en la realizacién del e.a. A, nos da co--
mo resultado un valor observado

[2] = (xb Lgye v vy xk)
de la v.a. [1], euyas coordenadas z,, z,,..., %z son los valores ob
servados de los correspondientes k atrlbutos del elemento consi-
derado. %

El momento producto de orden X'r; de la muestra de tama-

i=1
fio n obtenida en una realizacién determinada del e.a. A, es, por

definicién

DN I PR o
[3] Ay Vs T

Lens

n

Esta expresién, en la realizacién reiterada del e.a. A, nos de-
fine una nueva v.a., por ser funcién de las v.a. &, &, ..., &, la que
simbolizamos eon

> TN £ &

' [4] a’ﬁ, Toseenr Tg =
7

La [3] es una estimaecién insesgada de su correspondiente
momento producto del coleetiyo

[5] afn Poseves T =E (517‘1 . 527‘2 ver ékrk)
por ser
161 By rpar) = @ryn,

es decir, que o/, converge en probabilidad al momento del
colectivo a; Farvron T

2. A continuacién deducunosv la varianza de esta nueva v.a.,
férmula que comprendera, cOmo €asos partmulare,s, las varianzas
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de los momentos muestrales unidimensionales, ineluyendo por cier-
to los importantes casos de la varianza de las medias de las mues-
tras y la varianza de las varianzas de’ las muestras. Analogamen-
te qugdaran comprendidas aqui las varianzas de los momentos
muestrales de los distintos érdenes para v.a. de dos o mis dimen-
siones, que inclusive lo podemos extender al caso mis general de
v.a. de un infinito numerable de dimensiones, es deeir, para v.a.
en el espacio hilbertiano.

Para la varianza de la v.a. definida en [4], tenemos

12 — 2 o -
[7] D (C{/-” LY Ir") 00&’ E (arn Vasenes T ) aru Ty
1’.1? 7-2"-;-, Tk ’ k et
Siendo
Cor, 2y, . oy, M1
72 — : r i
[8] E (arly--..y 7‘10) - + ) (511? )( 1]’ 7579;)
i n n
‘de donde, por definicién de esperanza matemétics
T 2
N e T T Q21,2 T,

(9] (& &0 (7., £10) = |
| N—1 |

Resultado al que se llega luego de hacer la sustitucién

Ic

[10] j( 199000 m)(gu) 7517;‘;)_(251 3erey I\,)2 2527‘1’.".’7‘,,
VL]

Llevando el resultado de [9] a [8] y este dltimo a [7], te-
nemos

[11]  De), . ,.) = R
N_1 n

"Para r; = 7, = r'= 0, tenemos la varianza del momento pro-
ducto de orden r; + r, de una v.a. bidimensional, es decir




[13]
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N—mn

2
(43 —
29,87, Xy, 1y

[11.1] Doy, r) = —
N—1 n

Si es también 7, = 0, tenemos entonces la varianza del mo- -
mento de orden r =1, de una v.a. unidimensional '

N—n @a,—d*,

[11.2] D*(o)) =06°, =

N—1' n

de donde, para r = 1, tenemos la importante férmula de la va-
rianza de las medias de las muestras

_ N—n O'i,
[11.3] D(z) =0 =—
i N1 n

Manteniendo finito # y tomando limite para ecuando N-—>oo,
tendremos, en cada caso, la correspondiente varianza en la hipé-
tesis de extracciones con reposicidn, es decir, segin el esquema
de Bernouilli, cuya expresién general resulta

2

&, v —— -
2 ¥, 2 1% R ST

2] Dée

[ETa 'rk)

n |

Para grandes muestras, en virtud de las condiciones que se
desprenden del teorema central del limite, la nueva v.a. definida
en [4], es asintéticamente normal con media dada por [B] ¥ va-
rianza igual a [11] o a [12], segln que el e.a. A consista en ex-

tracciones en block o siguiendo el esquema de Bernouilli. :*
. .

3. Para la covarianza entre las v.a. o’ y o
. Yoy veens T4, Sty veens S
tenemos
4 I4 ?
[44 [34 — E [44 X4 —_— ‘
(el e %, ) =B (e, R ....,sk) e 1y ¥
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y siguiendo un eamino completamente andlogo al precedente, te-
niendo presente la identidad

i
S 47 5]
'57&]

llegamos al siguiente resulfado

N—mn By Sy e TS, T E o T 'C,!Sp .

(4] 3 (€1 £70) (87110 £30) = (T &by 1) (T £, £36) — T E1051 . 47005

vees Sg

[15] . ,uu(a;U v T30 alsu e 31.,) = .
o N—1 7

a partir del cual podemos obtener la [11] con solo hacer r; = s;
i=1, 2,...,k).

A partir de la [15] deducimos, como ya lo hicimos con la
[11], 1a covarianza de los momentos muestrales para v.a. de
1, 2, ..., k, dimensiones, incluyendo por cierto las v.a. definidas
en el espacio hilbertiano. Anslogamente podemos obtener a par-
tir de la [15], con un inmediato paso al limite, la covarianza

QP A8, o TSk Cp s T "85y, S5

{16] 11 (a;.“ . a’ Y\ =

y &
o Ty iyl 85 7

que corresponde a la hipétesis que lag extracciones sean con re.
posicién, es decir segiin el esquema de Bernouilli.

4. Las consideraciones precedentes pueden referirse a la va-

rianiza y a la covarianza de los momentos producto caleulados res-
pecto a un origen constante cualquiera, es decir, respecto a un
origen arbitrario A = (Ay...Ax). En el caso particular que 4 sea
igual a cero, obtenemos la varianza y la covarianza de los mo-
mentos con respecto al origen del sistema; si A es igual a la me-
dia del colectivo, es decir que A, =m,;' (@ =1,...,k), siendo
m; = B (&), obtenemos la varianza y la covarianza de los momen-
~ tos centrales respecto a la media del colectivo. Pero, en esta il-
tima hipétesis, se ignora en general la media del colectivo y es-
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tamos obligados a estimarla recurriendo a la media o a la media
de lag medias de las muestras, con lo que introdueimos un ele-
mento de error dependiente de las fluctuaciones de las muestras.
En tal situacién, el céleulo de la varianza y de la covarianza
presenta dificultades crecientes desde el punto de vista opera-
cional, a medida que aumenta el numero de dimensiones de la
v.a. )

El planteamiento mateméatico correspondiente a la varianza y
covarianza del momento producto, tomando como origen la me-
dia del eolectivo, la que al no conocerla la estimamos a través
de las muestras, es el siguiente

1 - - 2
[17] Dz(‘u','ru s T ) - E [2 (él - 3‘/‘,1)7'1 3eeey (ék h— xIC)rk] P— M‘Tu veoy T
%2

(18] 'U‘“(‘“,r,, e Py B, s sk) -

1 _ — _ _
=—F [2 (&1 — 21)T1py (& — xlc)” .2 (&, — x1)817---7(§k— Tp)Se] —
n?

Ty gy By 8

Con esta hipdtesis de trabajo obtiene KEnparn (*) la varian-
za y covarianga del momento de las muestras de orden 7 para una
v.a. unidimensional y del momento de orden r--s para una:v.a.
bidimensfonal, en la hipétesis que se haya seguido el esquema de
BerNouLLI y luego de despreciar los términos del desarrollo que

¥ ite

tienen un orden de magnitud inferior a n-
5. Consideremos ahora la funeién
7y

[19] F(Ei )= 7 &

=1

en la hipdtesis que las v.a. & sean independientes. :

(1) KENDALL, M. G.: The Advanced Theory, of Stattstzcs Vol. I 5a. ed.;
Ed. Gr1ff1n London, 1952, pags. 207 y 211
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Si la funcién f admite derivadas de primero y segundo or-
den en el entorno del punto

[20] m = (Mg, ..., ")

en donde con m; simbolizamos la media de &, tenemos, desarro.
llando por Tayler

% k
[21] (s &) :_Zfl m;T - _Z; ¢ (& — m; )R

of

0 &

serie que contiene derivadas de segundo orden.

Para la v.a. ¢ definida en el espacio hilbertiano, es decir pa-
ra k tendiendo a infinito, el resto R pierde significacién en rela-
¢ién a los otros dos términos del segundo miembro de [21], con
lo que, por el teorema central del limite, la v.a. [19] es asintéti-
camente normal con media igual a

donde ¢; es el valor de en el punto m y R es el resto de la

k

[22] M = lim = m;"
k— 0’;:1 |
y varianza igual a
%
[23] DA(f)=lim 3 ¢} D*(&)=lim X ¢} o
f b~ oé:l % — 00 °

siempre que sean finitos todes los momentos centrados de segun-
do orden y los momentos absolutos de tercer orden, y se cum-
pla la eondicién dada por LiAPOUNOFF

> B
:8 "/ 4=1 IB@

[24] Wm ———=lim ——— =20
k-0 D(f) k=00 D(f)




— 86—

donde
[25] B = || E(]&—m,|)*

Silas va. & (1=1, 2,...,k), ademas de ser independien--
tes, son idénticas, es de aplicacién el caso del teorema central del
limite, demostrado por primera vez por Lindeberg-Lévy, cuya con-
dicién suficiente es la de la existencia de la varianza de la v.a.
idéntica . ‘

En forma inmediata se deduce de lo anterior, que la media

[26] : — 3 g

- .
que nos define el momento producto muestral de orden X r;, tie-
11 “

ne una distribucién asintéticamente normal, con media igual a -
[22] v varianza -

|

1 n k 1
[27] D — 3w g )= 3ot e (g)
p 1 t=1 n

6. Logaritmando la [19] se nos presenta una interesante al-
ternativa al andlisis precedente, que nos libera de la restriceién
impuesta a la [19] de ser derivable en el entorno de la [20].
En efecto

: k
- [28] log f (&,..., &) = 2 ri log &
=1
que tiene por media

I %
[29] E (log f) = 2 r, E (log &) = X r; log My,
4=1 i=1
donde con Mg, simbolizamos la media geométrica de la v.a. &
Recordando que, por hipétesis, las v.a. & (i=1,..., k) son in-
dependientes, obtenemos para. la varianza ' :
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% %
[30] D(log [) = D* (3 1, log &) =3 ri D* (log &)
=1 =1

La [28] es entonees, en virtud del teorema central del limi-
te, asintéticamente normal, para k suficientemente grande, con
media y varianza dadas respectivamente por la {29] y la [30],
siempre que satisfagan las condiciones exigidas por LINDEBERG-LEVY
o por L1apouNoOFF, segin que las v.a. independientes & (1=1,..., k)
sean o no idénticas. Pero, cuando k tiende a infinito, la v.a. §
definida en Ry describe una v.a. en el espacio hilbertiano, en con-
secuencia, la v.a. log f (§) dada por la [28] y definida en este
espacio, se distribuye normalmente con media y varianza dadas |
respectivamente por la [29] v la [30], supuesto el cumplimiento
de las condiciones exigidas en cada hipdtesis, por el teorema cen-
tral del limite.
Qi consideramos ahora la media geométrica de la [19]

i
i
H
i
i
¥

/ n / K -
[31] L]/ K f] = ‘/ T T Si’
AES] 1 =1
tomando logaritmos, deducimos que la funeién
1 n 1 n ok
[32] — 2 logf, = —2 r; log &
o n j=1 . n 1 d=1

tiene una distribucién asintéticamente normal, con media dada por
la [29] y varianza

1 1 n ok \ 1T %
83 D*|— 2 log f;| = — D?| = ri log & |= — 2 ri D (log &) |
m =1 ,”)2 i i=1 ) w B=1 ‘
stempre que se satisfagan las condiciones precedentemente sefiala- !
das para la aplicacién del teoremia central del limite.

i
CamiLo Dacum
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