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SOBRE LA HIPOTESIS DE NORMALIDAD DE LAS - .
PERTURBACIONES ALFATORIAS EN LOS
MODELOS ECONOMETRICOS LINEALES ®.

POR

* Domingo FELiPE CAVALLO ~

Una répida revisién de los métodos estadisticos de Ia econome-
tria, en especial de algunos progresos recientes, deja la impresién de
que a menudo las técnicas de inferencia son més robustas que los
supuestos sobre los que se basan. Ello ha dado lugar a un creciente
ntimero de investigaciones orientadas, por un lado, a la determmacmn
de los efectos de la inexactitud de los dlStlIltOS supuestos sobre la
bondad de las inferencias y por el otro, a la construccién de criterios
apropmdos para el contraste de los mismos supuestos en base a la
mformacmn suministrada por la muestra La dilucidacién de estas dos
cuestiones con referencia a varios supuestos mAs o menos ‘comunes
en los modelos estadlstlcos lineales, ha sido el punto de partida de
1mportantes progresos tebricos y précticos, en particular en el campo
de la. econometria. De esta forma han nacido nuevas técnicas de
estlmacmn aphcables a supuestos menos restrictivos, y, por consi-
gmente con . ‘mayores pos1b1hdades de aphcamon ex1tosa a proble-
mas reales. :

En este traba]o me ocupo de la h1p6t651s de normalidad de Ias
perturbaciones aleatorias en los modelos econométricos lineales. Para
este caso en particular interesan, por supuesto, las dos cuestiones
sefialadas. Las consecuencias de la inexactitud del supuesto de nor-

® Fragmento. del trabajo’ de Tesis presentado: por el autor, para optar al
grac(liobde. ‘Doctor en  Ciéncias. ‘Econémicas - en 12 Universidad Nacional de
Cérdoba.
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malidad sobre la bondad de las inferencias ya ha sido estudiada
en especial por A. K. Gayen (12) y R. G. Geary (11). Respecto de
esta cuestién los resultados obtenidos por estos autores, ponen en
evidencia la necesidad de construir un criterio apropiado para el
contraste de la hipétesis de normalidad. Esto 4ltimo constituye el
objetivo central de este trabajo en el que presento una forma de
docimar la hipétesis de normalidad de las perturbaciones alea-
torias de los modelos econométricos lineales, y la utilizo para inves-
tigar la veracidad de esta hipétesis en un conjunto de modelos
seleccionados como ejemplo. < -

El principal inconveniente para la aplicacién directa en este
contexto de alguna de las varias décimas de la hipétesis de norma-
lidad disponibles, radica en el hecho de que las perturbaciones
aleatorias a que se refiere la hipétesis son no observables, y los
residuos estimados que podrian reemplazallas a los fines de la dé-
cima, no son mdependlentes entre si. De ah1 que éste sea el pnmer
problema que he de encarar.
© la factibilidad de abordar este problema de 1a forma en que
se hace en este traba]o es admitida por Malinvaud * cuando sefiala:
“Diversos tests se han construido para juzgar la normalidad de una
variable “aleatoria a partlr de una muestra de observacmnes ‘inde-
pendlentes Estos tests no se aphcan dnectamente a nuestro pro-
blema, ya que los errores no son exactamente conocidos. Sin em-
bargo parecen fdciles de adaptar, pues el vector de los resuiuos
sigue una ley normal en un subespacio lineal cuando los errores
son normales. Basta por tanto definir, a partir . de los resuluos,
T—m ‘magnitudes no correlacionadas entre si y de la misma va~
rianza, y probar la normalidad de la variable aleatoria correspon~
diente. Esta sugerencia no parece haberse utilizado en la préctica™

“También Theil® sugiere esta linea de investigacién cuando
refmendose a las hipétesis convencionales de los ‘modelos lmeales,

1 Mavinvaun, E., Métodos Estadisticos de la Econometrig. Ariel - Bar-
celona, 1967, Cap. 8, pig. 288.

? Taen, H., “The Analysis of Disturbances in Regression. Analysis”. Iour-
nal of the Amencan Statistical Association, 60, 1965. Pig. 1068. Traducmén»
propia. :
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SOBRE' LA HIPOTESIS DE._NORMALIDAD.

escribe: “...A" veces se quiere docimarlas contra algunas otras
hipbtesis alternativas, tales  como -heteroscedasticidad y- no-norma-
lidad. ‘En todos estos casos es igualmente verdadero que ‘el pro-
cedimiento de décima se simplificaria considerablemente si la matriz
de covarianzas de las perturbaci{)ne‘s estimadas fuera de la-forma
o’I en lugar de o*M ..

Finalmente en un aruculo recnente Putter mchca mas expre-
samente que “alguna base ortonormal del espacio de los errores
puede ser utilizada para docimar la normalidad, usando el test x’;
tests basados en momentos muestrales, tests del tipo Kolmogorov -
Smirnov o Cramer - von Mises, o el rec1entemente sugerido test de
Shapiro - Wilk”.

A pesar de que el enfoque del problema es sugerido tan clara-
mente por estos autores no parece haber sido desarrollado en detalle
el procedimiento propuesto. En particular; no conozco que hayan
sido resueltos hasta ahora los interrogantes planteados al existir
una infinidad de bases ortonormales -del espacio de los residuos y
varios tests de normalidad alternativos.- :

Ademés no se dispone de la distribucién de las estadlsncas de
esos tests, cuando la hipétesis nula espemﬁca el valor de la medla
poblacional, pero no el de la varianza. - e -

Cada uno de estos aspectos son mvestlgados en el presen’ce
traba]o para llegar a aplicar una décima de normahdad a un con-
junto de modelos econométricos partlculares

1 — DETERMINACION DE LAS MAGNITUDES SOBRE LAS QUE ,
) SE APLICARA LA DOCIMA DE NORMALIDAD v

La naturaleza no observable de las perturbacmnes’ aleatorias de
los modelos econométricos lineales y el hecho de que los residuos estén
correlacionados entre si, nos lleva a perseguir una transformacién de
estos ultimos que eliminando la- correlacién asegure, bajo la hipé-

3 Purrer, J., “Orthonormal BasesN of Error Spaces and their Use for In-
vestigating the Normality and Variances of Residuals”. American Statistical
Association Journal;, 1967. Pag. 1033. Traduccidn propia. IR
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“tesis de normalidad, la mdependenc1a estocistica de las vanables
resultantes. El objetivo de este punto, consiste en precisar cuil de
las mf]mtas transformacmnes posibles se ‘adoptard en definitiva.

1.1. jUna transformaéidn, adecuad¢ de los 1'es1'duos. ,
El denominado “modelo lineal general” 4, aplicado al conjunto

de observaciones muestrales y utilizando notacmn matricial, puede

expresarse como: - ’ .

= X,B-I—e

.............

E() =0
V(ee) = ¢°1
donde ‘ _
!’ ) YI }I ’[-Xu X132 e veos X1p |r B]. ]l ) é;
i Va i { Xzt Xog iveos Xap ’ : i ,83 } a €2
— b e e —_ -
=i ] %= L e=1
] R

m .
o
e

I .
I»J Vn J X1 ZXngoeowe an.J l BP _J

Asi planteado el vector Y (nxl) es una observacmn de un
vector aleatorio, X (nxp) es una matriz de cantidades conocidas,
B(px1) es el vector de pardmetros desconomdos,y ¢(nxl) es un
vector de variables aleatorias no observables. Para que el modelo
sea de “rango completo” es necesario incorporar la exigencia de que
el rango de X sea p<n.

Incorporando la hipétesis de que la distribucién de la variable
es normal, o, en términos del modelo aplicado al conjunto de obser-
vaciones, el vector & tiene distribucién N (0, 6°I), se demuestra
que los estimadores - :

€n

b= (XX)XY
¥ (I —X (X X)X'Y)

>

Il

* Una formulacién en detalle puede encontrarse en Graybill (10).
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SOBRE LA HIPOTESIS DE NORMALIDAD

.

tienen las siguientes propiedades:

(1) Son insesgados
(2)- Son consistentes
(3) Son eficientes
(4) Son suficientes .
(5) B se distribuye N (8, o* (X’ X)™) -
(6) - Son completos. ,
(7). Son msesgados de minima vananza
mn- p)a
(8) ————— se distribuye como una ¥*
D,z (n~p3
A A -
(9) B y ¢ son independientes.
Estas propiedades permiten realizar estimaciones por interva-
los y también docimar hipétesis nulas respectoa g y <%
Se denomina vector de residuos “e” a la diferencia: -

Y—Xp=e
que puede obtenerse una vez que ha sido estimado el vector ﬁ
Es fhcil demdéﬁ'ar que: - o |
_ "E(e)=0 :
y v (e) = E(ee’) = 2[I X(X’X)"X’

" El vector “6” por ser la imigen de una transformacu.’m lineal ®
singular del vector Y de distribucién N (0,¢*I), tiene .una distri-
bucién ‘normal smgular ) degenerada Es decir, e se dlstnbuye

N{0, * [I~ X(X’X)"‘X’]}

Mediante una transformacion ortogonal del vector de los residuos,
es posible conseguir un nuevo vector E tal que

Z)
{OJ

2’5" La matriz de la transformacién es singular, No obstante la distribucién
de e serd: todavia normal. Véase T.W. Anderson (2), pags- 26 y 27.
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rF

donde Zi-;x1 tendrd distribucién normal no singular, con media
0 y matriz de varianzas y covarianzas o1 Consecuentemente, los
elementos del vector Z pueden considerarse n—p  observaciones
independientes provenientes' de una poblacién normal univariante
de media 0 y desviacién estandar o. : Co

Vale la pena -destacar que no existe una umca transformamén
ortogonal de e. Notese no obstante, que una transformacnSn orto-
gonal de un vector Z en particular, de]ara invariante su distri-
bucién:

si Z ——— N (0, 02'1)

para G ortogonal | C'Z —— N (C0,C0*1C)
C'Z. - N (0,0°1)

Es decir que cualqmera sea la transformacion ortogonal del vec-
tor de los residuos que nos permita obtener el nuevo vector E, la
distribucién de este Gltimo permanecerd invariante; a pesar de ello,
el hecho de que existan infinitas transformaciones ortogonales posibles
mh‘oduce una complicacién, Nuestro objetivo es contrastar la hipé-
tesis de normalidad de los residuos para lo cual procuramos obtener,
a partir de ellos, un vector de variables aleatorias independientes
con el cual definiremos una estadistica para el test. La existencia
de infinitas transformaciones ortogonales susceptibles de conducirnos
a un vector que retina tales condiciones; nos obligard a exigir que el
test sea invariante ante transformaciones ortogonales del vector E.

Otra via alternativa de solucién consiste en encontrar una trans-
formacién ortogonal particular y tinica que por alguna razén sea la
més conveniente. Esta es la que seguiremos en la presente investi-
gac16n.

Los elementos del vector
e=[[—X (XX)*X]Y=[I—X (XX)"X &

constituyen los “mejores estimadores lineales insesgados” (MELIL)®

¢ Utilizaremos la expresiéon MELI para referirnos a los “mejores estima-
dores lineales insesgados™. Es decir, MELI sustituye a la- expresiéon BLUE
(“Best linear umbiased estimator”) que se utiliza en la literatura inglesa.
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de los verdaderos valores de las perturbaciones e. La demostracmn
puede verse en Theil (27).

Dado que nuestro objetivo es contrastar una h1pot631s refenda
a e, es razonable valernos de los “mejores estimadores lineales inses-
gados” de sus valores, pero ademéis por imperativo de nuestro obje-
tivo, debemos agregar ahora la condicién de que tenga matriz de
covarianzas escalar. En otros términos debemos ahora encontrar los
“mejores estimadores lmeales insesgados y de matriz de covarianza
escalar” de e.

El vector Z formado por estimadores de los elementos de e,
que retimen esa condicién, es el siguiente:
Z=AY, y
= [—P D%P' (X X*) PD%P]

donde P es una matriz ortogonal tal que:
PPMy P=D PP =1,

siendo D diagonal y sus elementos las raices caracteristicas de M.
A su vez: -

My = [—X, (X’ X)X -
y X: surge de particionar a X de la siguiente forma:
- [%
x=|"]
donde X, es pxp, y X.es (n—p) xp.
. La demostracién de que este vector Z contiene “los mejores

estimadores lineales insesgados y de matriz de covarianza escalar
de los elementos de ¢, puede verse también en Theil (27).

1.2. Un ejemplo numérico.

_ Un ejemplo numérico smlple contribuird a aclarar el método
de céaleulo.
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* Supongamos que para el modelo y= Bx + e se dlspone de
la 51gu1ente mformacmn /
y | 1
|-—1 T 2 .
Si decidimos estnna.r el valor de la pertmbacmn aleatana para
las dos ulumas observacmnes podemos escnb1r o

—1
Comenzaimos calculando X’ X:

oL f O , : R . :” 1 :

R

—i1)
XX=[-1 1 2] [ 1| =686
L el
y por consiguiente: R
1
(XX)? = —
6
Podemos ahora calcular M.,
(LOoy 131 ! 6 6 |
lo1)7L 2als 2 2|

e 6 )
Para calcular D debemos encontrar las raices caracteristicas
de Mu. Para ello resolvemos la ecuacién caracteristica

[ 5 2 )
ol ——X =
| 6 . 68 |
P =0
P2 e
——— —— )}
L 7% 6 )
que resulta ser : :
7 .6
p L JSER S )
6 36
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1
cuyas rajces.son A=1l.y da=—
Estamos en condiciones ‘de formar la matriz D

D —

| SRTE—

N 1

L 6

Para obtener P debemos. eencontrar un par de vectores caracte-
risticos de My y normahzarlos

" A partir de los sistemas

(s 2 ney) (me (0]
i I !I‘y,} { I| 2
< 1 | Pz b
gﬁ-—é- _6— J (.0 lJJ L P., Jt 0 J
ISR
CERNCN I A | R O
< I e O |
T S R I
R
y exigiendo que Y
i A P11 w
[En ng] . —
S k‘P“m:_«
L e r -PuA -
~Vv . [PH.PM] :l
[ P
[Pll P21]” ST L= 0’ )
V ) - PzzJ L
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obtenemos:
2 1 1 —2
Pu: — s Pm: —_ Pm: — Pzz-:—‘ —
V5 V5 - V5 V5

Con lo qual' disponemos también de P

2 1 )
v5 Vb
P = :
, 1 2
] [ VB - V5
Estamos ahora en condiciones de determinar A; y- Ao
(2‘ 1 (" (2 1)
— —= i 1 0 - =
V5 V5 V5 V5
A1:PD%P,: =
1 2 | 1 12
—_— =0 —= = =
(vE VB )L vBJlVvE VB
(4/6+1 26—2) )
— 0,8816565 0,2367033
150 V150 - A
2v6—2  VEH4| | . »
0,2367033  0,5266016
| V150 viso | , )
(( 1 - 1'(4v6F1 2v6—2)
—1 .
- V150 150
Ao:——(X1Xo_1)’A1:—~—< [——1]—1> _ .
26—2 V614
2
L ) J V150 V150 |
5 10 - ,
— [ SR ] — [0,4082499 — 0,8164998]
V150 - /150 e
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SOBRE LA HIPOTESIS DE NORMALIDAD

Por lo tanto:

—0,1715466
Z—AY = ,( [ ]

: 0
L——O,8164998- 0,2367033  0,5266016

04082499  0,8816565 _0,2367033] 1
O 0 |
| 1.3431014 |

9 — SELECCION DE LA ESTADISTICA A UTILIZAR EN LA DOCIMA.

Existen varias estadisticas que permiten docimar la hipétesis de
normalidad de una poblacién a partir de una muestra aleatoria sim-
ple. En este punto se analizard la posibilidad del empleo de las
mismas para docimar la normalidad de las perturbaciones aleatorias
de un modelo lineal,

2.1. Di;'ifibacidn 'de,,una variable poblacional y distribucion de la
muestra.

Supongamos que F(y) es la funcién de distribucién de una
variable aleatoria x. En particular, nos interesa en esta investigacién
el importante caso en que x es una variable normal, o sea en el que

X
. —(x—~n’
F(X) = {}—— -€e. 2 ¢ dx (211)
Vr o

-0

donde g es la media de x y o su desviacién standard.

" Una muestra de esta poblacién estard constituida por n obser-
vaciones xi, Xz, - - - -, Xae Llamaremos aqui distribucién de la muestra
a la sencilla distribucién discreta que se obtiene asignando probabi-
lidad-1/n a cada una de estas observaciones muestrales. Si ordena-
mos en forma creciente las observaciones y simbolizamos este orde-
namiento mediante i, Vs, ... ., Vs, podemos expresar la funcién de
distribucién de la muestra de la_siguiente forma:
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0 para X< W
1 , V
— paray, < x < ¥
o S .
2
- para y: < X < ¥s ,
'F°(x):: ":nk; oo L \ ‘ ( 12)
2.1.
L1 para X > Va

En el Grafico 1 se ha representado, como ejemplo, la Euncmn de
distribucién de una muestra particular de tamano 8.

L

7

GRAFICO 1 S
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SOBRE 1L.A HIPOTESIS DE NORMALIDAD

Frecuentemente la normalidad de yx 'y consecuentemente la ex-
presion (2.1.1) para F(y), constituirAn sélo una hipoétesis, y para
el caso en que sea verdadera, F°(x) puede. considerarse como su
“imagen . estadistica”, Para valores grandes de n puede esperarse
que la distribucién de la muestra constituya una aproximacién de
la distribucién de la variable poblacional.

Cuando se desea docimar la h1pote51s que postula a F(x) en
base a las observaciones reales; parece natural utilizar alguna me-
dida de la “divergencia” entre F(x) v F*(x) 'y basar la décima en
la distribucién en el muestreo de tal medida. En esta linea de tra-
bajo, han sido propuestas varias décimas de bondad de ajuste ‘que
analizaremos a fin de seleccionar la més adecuada para ser  apli-
cada al problema que investigamos. en este trabajo.:. .

2.2, Posibilidades de dplz'cacz'én, de. las estadisticas disponibles en
.~ la docimacia de la hipétesis de normalidad de las perturba-
ciones aleatorias.

En el punto 1 logramos una transformacién del vector de los
residuos que conduce a un nuevo vector de variables aleatorias que
mantienen la misma media y varianza pero que estdn incorrela-
cionadas.

Cuando se establece la l:upétesm de norma.hdad de las pertur-
baciones aleatorias del modelo, ademés de las hipétesis convencio-

‘nales de esperanza nula y matriz de.covarianzas escalar, los resi-
duos son también normales si la primer. hipétesis es verdadera y
la transformacién ortogonal de los residuos (en particular la que
conduce a los mejores estimadores lineales insesgados y de matriz
de “covarianza escalar) nos leva a un nuevo vector de vanables
que siguen s1endo normales Por con31gmente el vector

Z-A’

donde A’ cumple las condiciones establecidas en el punto 1, con-
tiene un conjunto de (n—p) variables aleatorias normales de me-
dia 0 y desviacién estandar desconocida o y, por consiguiente,

61 -



REVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA

puede considerarse como una muestra aleatoria de tamafio (n— p)
proveniente de una poblacién normal (0, o). '

En lo sucesivo representaremos esta muestra por 21y Za, ssrsy Zap
y una vez que ha sido ordenada en forma creciente POX Vi, Va, &, vn;};,.

. En el anilisis de la posibilidad de aplicar a esta muestra las
diversas estadisﬁcas’djsPoniblés, debemos tener especialmente en
cuenta que para la distribucién poblacional ‘hipotética se conoce la
medla y se desconoce la desviacién standard. ,

 La estadistica x° de Pearson (20), W de Shaplro y Wﬂk (25)
y el cociente u entre rango y-desviacién standard (6), pueden
aplicarse aun cuando F(x) no esté completamente especificada.

_ Si bien originariamente la x* se aplic6 al caso en que la distri-
~‘bucién hipotética estaba completamente especificada, R. A. Fisher
demostré que si para la estimacién de los pardmetros desconocidos
se emplea el método de la minima »* entonces la tinica diferencia
con el caso de la especificacién completa estriba en que se reduce
el nimero de grados de libertad de la-x* en tantas unidades como
pardmetros desconocidos haya. R :

El procedimiento para la aplicacién de »* en nuestro caso par-
Heular, requenra agrupar en r intervalos las observaciones v;, Vz, H
vn-pyestlmar o* a partir de = ‘

L]

Vx—'fnpiw ops

=0 (221

-
1l
.

px (90'2~

donde V, ..... V. representan las freéugncias'de los r intervalos y
p:="P (S:) donde S; es la ésima parte de una particién finita del
espacio de la variable aleatoria “v”. De (2.2.1) resulta

a —
E (V1 — V) z
A i=1 - ’

n—p
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A,
Con '¢* se pueden calcular las probablhdades que corresponden
a cada intervalo.

pi:P(Sl)’z — e dv parai=12,..,r
Vo o V re 1

VES

Con estos elementos se podrd computar

» (Vi—np)*

ohl — T ————

i=1 npl

el que deber4d compararse con el punto critico de una x* conr—2
grados de libertad para el nivel de significacién elegido. Si el va-
lor observado es mayor al punto critico corresponderd rechazar
la hipétesis de normalidad.

La estadistica W de Shapiro y W]lk ha sido propuesta especi-
ficamente para el caso en que se desconoce la ‘media y la varianza
de la distribucién normal hipotética. Dado que en nuestro caso se
sabe que la media es 0 debera estimarse ¢ a partir de ’

‘ v1:.—_;a"s; o i=12....,n—p

lo que equivale a amgnar a o el valor que minimiza la forma cua-
drétlca

- ,,,(V._.O-,M)”é“‘ (V-—-'G'M) V:‘[Vl]

de donde ’resulta
) M o'V

Il

M QM

S* calculado mediante la simple suma de los valores de v,
elevados al cuadrado, serd ahora un estimador insesgado de o*.
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En conclusién ‘W puede’ determinarse mediante cualqmera de las
siguientes expresiones: : :

2
” A - | ( 2" & Vi)
Ro b (Arv)y: \.= J:

C2 st I g2 .
. . : 2 Vf
| =
donde R* = M’Q'M , )
C=Mo'o'M .
| ' ,, L Mros
A = (g ... 8) =
b—m—o— y 2 Vi

C s

Dado que la tabla de puntos cnttcos confeccmnada por Shapuo
y Wilk (24) corresponde al caso en que se desconocen la media,
y la varianza, no es exactamente aphcable al problema que. ahora
nos ocupa, pues ‘los valores de la verdadera funcién de distribu-
cién para cada nivel de significacién serin en este caso algo me-
nor. No obstante el problema no es grave porque lo que ocurrird
en la prictica es que cuando utilicemos la tabla para un nivel de
significacién dado en realidad estaremos trabajando con una pro-
babilidad de error de tipo I algo mayor que la que aquel indica.
Queda no obstante la posibilidad de que por un procedimiento
similar al empleado por Shapiro vy .Wilk se determine la tabla de
valores criticos que corresponde al estadistico W en este caso ‘par-
ticular en que sélo se desconoce la varianza. .

Con respecto al cociente entre el rango y la desviacién standard
muestral no existe ningtn problema para su aplicacién en estas cir-
cunstancias y las tablas mis completas de Pearson y- Stephens son
péerfectamente - utilizables. - wio
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Las estadisticas del tipo Cramer-Von Mises (5 y 18) y Kolmogo-
rov-Smirnov (15), han sido propuestas para cuando la hipétesis espe-
cifica completamente la distribucién de la variable poblacional y para
esta circunstancia se han obtenido sus distribuciones asintdticas y las
que corresponden a algunos tamafios muestrales particulares. No obs-
tante serfa posible extender su aplicacién, incluso a los casos en que
se desconocen algunos pardmetros poblacionales, para lo cual seria
necesario determinar en forma empirica la distribucién del estadis-
tico. Para D, de Kolmogorov y Smirnov esta tarea fue emprendida
por Hubert W. Lilliefors (7) en el caso en que se desconoce la
media y la varianza y se estiman a partir de la muestra. No obstante
la tabla de puntos criticos no es exactamente aplicable al problema
que nos interesa porque también la media ha sido estimada a par-
tir de la muestra. A -su aplicacién deben realizarse las mismas ad-
vertencias formuladas para la tabla de Shapiro y Witk de la dis-
tribucién de W.

No existe ningiin -impedimento tedrico para determinar en for-
ma empirica la distribucién de D, de Kolmogorov - Smirnov, V.,
variante de Kuiper (16), W*, de Cramer - Von Mises, y U", variante
de G. S. Watson'(29), cuando sélo la varianza se estima a partir
de la muestra y por consiguiente también estas estadisticas 'podrén
aplicarse en la dommacm de la thotems de normalidad de las per-
turbaciones.

Otra circunstancia a tener en cuenta en el analisis de la apli-
cablhdad de las. deersas doc1mas al problema que Nnos ocupa Surge
porque en Ios problemas econometncos son frecuentes las muestras

equefias. Esto qmta p051b111dades a la x* por cuanto los intervalos
en’'que deben agruparse las observaciones muestrales no deben conte-
ner, en general, menos de cinco observaciones y por consiguiente
para muestras pequefias se pierde mucha informacién. El resto de
los criterios es aplicable aun a muestras muy pequefias. -

Por dltimo la eleccién definitiva entre las diversas estadisticas
debe realizarse temendo en cuenta la potencia de los tests en que se
emplean.
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Para este andlisis nos valdremos de los resultados presentados
por Shapiro y Wilk (25) y Lilliefors (7), referidos ambos al caso en
que se desconocen la media y la varianza de la distribucién pobla-
cional.

Los primeros compararon la potencia de los tests de norma-
lidad W, % by, by, D,, W, p, el de Cramer-Von Mises ponde-

F (x) ‘
rado por —————— vy la versién de Durbin del procedimiento

1—F
Kolmogorov-Snﬁmé\)f(.) Para todos ellos, excepto x*, determinaron la
distribucién bajo la hipétesis nula en forma empirica a partir de
500 muestras de tamafio 20. Las potencias para las diferentes hip6-
tesis alternativas fue determinada también en forma emplnca a par-
tir de 200 muestras.

Lilliefors realiz6 una investigacién semejante mediante 500
muestras de tamafio 20.y otras 500 muestras de tamafio 10, pero

.s6lo para comparar entre los test x* y Kolmogorov-Smirnov.

Del andlisis de los cuadros N9 1 y 2, surge que W es altamente
sensible ante una variada gama de hipdtesis alternativas y su po-
tencia es solo levemente superada por la x* para las hipbtesis alter-
nativas normal logaritmica, Poisson y Binomial, por la b, para cuan-
do la hipétesis alternativa es la distribucién de La Place, por la de
Cramer - Von Mises ponderada para la distribuciéon de Cauchy y
por el cociente rango/desviacién standard para la distribucién
uniforme,

En general b, no es sensible cuando la hlpoteSIS alternatlva es
simétrica como lo muestra el caso de la distribucién uniforme. b,
no es sensible a las asimetrias. D. y W7, tienen en general potencias
inferiores a, W y lo mismo ocurre para el W?, ponderado salvo para
el caso en que la hipétesis alternativa es la distribucién de Cauchy.
La versién de Durbin de la; estadistica Kolmogorov-Smirnov en gene-
ral es superada en potencia por otras estadisticas salvo para el caso
de alternativas discretas. Por dltimo x es poco sensible a la asime-
tria y puntiagudés. :

T by b son respectivamente, el tercer y cuarto momentos muestrales es-

tandarizados, que también se emplean para docimar la normalidad.
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CUADRO N° 1

Potencia empirica de diversos tests de normalidad al 5% de
significacidn para varias distribuciones alternativas.

La hipétesis nula no especifica ni la media ni la varianza de la distribucion.

B B2 W x¥* b, b, KSCVMWCVM D 4

% (1) 2.83 150 098 094 089 053 044 044 054 087 0.10
¥ (2) 200 90 .84 33 74 34 927 23 27 42 .08
¥ (4) 141 60 .50 .13 .49 .27 18 .13 .16 15 .06
% (10) 089 49 29 07 29 .Jd9 .11 .0 .11 .07 .06
No cent. x® 073 37 59 .10 .50 20 .19 .18 18 -.20 .10
Log. normal 6191139 93 95 .89 58 .44 48 .62 .82 .06
Cauchy — — -8 41 7 81 45 55 .98 .85 .56
Uniforme 0 18 .23 .11 00 29 .13 .09 .0 .08 .38
Logistica .0 42 08 .06 .12 06 .06 .03 .05 .05 .07
Beta (2,1) —057 24 35 .08 .08 .3 .08 .0 .12 .2 .23
La Place - 0 60 .25 17 25 27 .07 .07 29 .16 .19
Poisson (1) 1.00 40 99 100 26 .11 .55 .22 .31 100 .35
Binomial, (4,05) 0 25 71 1.00 .02 03 .38 .15 -.17 100 .20

T (5,2.4) 079 22 55 14 24 20 23 .20 .2 —
T (10,3.1) 097 28 .89. 32 51 24 32 30 30 2 —

 CUADRO N° 2

Probabilidad de rechazar la hipétesis de normalidad usando la
estadistica D, y la x* cuando el tamafio de la muestra es 20.

Test de Test
Distribucién poblacional Kolmogorov- de Chi-
Smirnov cuadrado
=.05 =.10 =.06 =.12
Normal .06 .10 06 .12
Chi-cuadrado, 3 grados de libertad .44 .55 .20 .27
t de Student, 3 grados de libertad .50 .58 .40 .52
Exponencial o . .6l T2 .29 .41
Uniforme 12 .22 10 .18
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En conclusién, W aparece como la estadistica mas apropiada
para el problema que nos ocupa pues ademés de no plantear difi-
cultades por el desconOCLmlento de Ia vananza y ser_aplicable a
muestras incluso pequefias, presenta para una variada gama de
‘i'hlpotesm alternatwas una alta potenma escasamente superada en
algunos casos.. ’

3 — LA DISTRIBUCION DE W

Hasta aquf hemos conseguido una transformacion de los residuos
que conduce a un conjunto de variables-incorrelacionadas. C'uandq
Ia hipdtesis de normalidad de las perturbacmnes es verdadera, este
conjunto puede mterpletarse como una muestra aleatona sunple‘ ,
proveniente de una poblacién normal de media - cero y varianza -
desconocida ¢ Ademds hemos seleccionado una adaptacion de la esta~ -
distica W de Shapiro y Wilk a fin de plantear un criterio de décima
de la h1p0t651s de normalidad de 1as pertmbacmnes originales.” *

.. Para que el nuevo conjunto de variables aleatorias que se . u’tl-;;
liza para la ddcima sea dmico, es necesario fijar qué perturbamones
quedarén sin estimar luego de la transformacién. Hemos adelantado
que esta seleccién se realizard en base-a consideraciones de potencia
de la décima mencionada, por lo cual analizaremos este punto. A conti-
nuacién se utiliza el método Montecarlo para obtener una tabla de
puntos criticos de W para una gama apropiada de niveles.de signi--
ficacién y tamafios muestrales. Finalmente presentamos:en forma

\resumlda los pasos que deben seguirse para la aplicacién prictica
del test. ~

3.1. Selecczfo’n de las perturbacz’ones que no resultardn estimadas.

Bajo los supuestos convencionales del modelo lineal general, el
vector de res1duos

o= [I—X (XX)2X]Y

contiene los mejores estlmadores lineales insesgados de las n pertur '
baciones aleatorias del vector € De entre éstas deben seleccmnarse

68



SOBRE LA HIPOTESIS DE NORMALIDAD

p -para las que-no se conseguiran “los mejores estlmadores lineales
insesgados de matriz de .covarianzas escalar”. - - <o
Nos interesa que nuestra décima sea lo mis potenfe posible, es-
pecialmente para aquellas Lipétesis alternativas que implican mar-
cada asimetria o puntiagudez diferente a la normal. Por consiguien-
te conviene resignar la.estimacién de -aquellas perturbaciones que
menos contribuyen a sefialar esas dos caracteristicas y-que son:obvia-
mente, las que han asumido valores més cercanos a cero. Dado que
en el momento de tomar esta: decisién sélo conocemos los residuos
como estimacién de las perturbaciones, deberemos seleccionar aque-
llas a las que correspondan los residuos mAs cercanos a cero.
Como método practico convendrd ordenar en forma creciente
los residuos en-valor absoluto 'y -eliminar como objetivo de: la si-
guiente estimacién los:que ocupan los p primeros lugares de dicho
ordenamiento. R ‘ '
3.2. Aproximacion empirica de la distribucidn de W.. ...+
Shapiro y Wilk han tabulado la distribucién empirica W para
cuando se desconocen la media y la varianza de la distribucién po-
blacional y las observaciones se obtienen directamente a partir de
una muestra aleatoria simple.
El contexto al que aplicaremos aqui la adaptacion de la estadis-
tica W difiere del que dio lugar a la distribucién empirica tabulada
por dichos autores: Esas diferencias son las siguientes: .

a) en nuestro caso sblo se desconoce la varianza poblacional,
ya que la hipétesis. puntuahza que la media de la distri-
bucién es 0.

b) las observaciones se generan mediante transformaciones li-
neales sobre una muestra aleatorla 51mple de tamafio n a

e 2

pa1t1r de la. dlstnbumén de una variable aleatoria “y” que
depende de un conjunto de p cantidades. conoc1das X1 X2s - -
.o X y de p parametros desconocidos £, /a’z,....,ﬁp.

La primera diferencia determina que la distribucién de W. de-
" pende de n—p y no del tamano ‘de Ia muestra original de ob-
servaciones de y.
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Para conseguir una aproximacién de la distribucién en la hipo-
tesis nula de W con estas variantes, hemos aplicado el método
Montecarlo. Trabajamos con el modelo

=fx-+ea  paai=1l....n ’
haciendo asumir a n todos los valores enteros entre 3 y 51. Para
x: adoptamos a priori los valores : '
‘ n+1
2
n-—1
2 :
y a & Se asignaron ndmeros aleatorios normales extraidos de las
tablas de la “Rand Corporation”. Este proceso se repitié 1.000 ve-
ces para cada tamafio muestral. -
Para cada muestra aleatoria generada de esta fmma se 51gu1e-

ron los siguientes pasos:
a) se calcularon los valores de y; (vector Y)

]

‘ A SV x '
b) se estimé f—=—---—= (XX)"X'Y
3%
¢) se calcularon los residuos e; :}’i‘—‘ﬁ' x: (vector e).
d) se determind el orden del minimo |ei, al que llamamos e..
e) se formo el vector X; con todos los e excepto e.

1
f) se caleuld (X’ X)' =
3 x
g) se caleuld My =I1—X, (X' X)* X,
h) "se determiné las m =n-—1 raices caracteristicas de My

(A, Asy ..., Aw) ¥ Su matriz de vectores proplos norma-
lizados (P)
( A 0 0 ]
' : 1
i) se formd la matriz D= | 0 & E
: l
Lo o anJ
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j) se calculé A,=PD%P’.

1 4
k) secalculd A, = — (X X4 Ay= ( Xl'—:'"""v)' A;

: Y,
1) sedetermindé Z=A’Y = [A’, A%] ,( 1
| Ly J

m) se ordenaron m=rn—1 elementos de Z obteniendo

n) se calculé_j b= § Am-y1. —(Vm-—l'{-l """'Vi)" |

- siendom=n—1=2ké m=n—1=2k- 1 segin que

.. n—1 sea par o impar. Los coeficientes an-i+; fueron extrai-

- dos en las tablas de Sarhan y Greenberg completadas por
Shapiro y Wilk.

i) secaleulé S = 3 v
e

| b

0) se determin6 W =-——

: | 5

Al cabo de todas las repeticiones del experimento fue posible
disponer de los valores de W para cuando su funcién de distribu-
ci6n asume los valores 0.01, 0.02, 0.05, 0.10. Estos valores para el
caso en que se dispone desde 2 hasta 50 grados de libertad aparecen
en el cuadro N° 3.

Ademés, para evaluar el grado de aproximacién obtemdo con
esta simulacién se procedid a calcular el momento de orden uno en
base a la distribucién empirica de W para los diversos grados de
libertad. En el cuadro N° 4 aparecen, junto al verdadero momento
de orden uno calculado a partir de

. CEG) -
E (W) = Y
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CUADRO N? 3

Puntos criticos para el test de normalidad de las pertw bacionés
aleatorias basado en W.
Para muestras de 2 a 50 grados de libertad.’

m 0,01 - 0,025 0,05 . 010
2 0,535 0,562 0,632 0,670

3 0502 . 0504 0511 05%

4 0,440 0,530 056l 7 0,594

5 0,548 0,572 0,609. 0,644

6 0,594 0,619 0,656 0,688

7 0,625 0651 . 0688 0718

8 0,655 0680 0715 T 0744

9 0,679 0,703 0,736 0,763

10 0702 0725 - 0757 0782

11 0,720 0740 0772 0,796
12 . 0737 0759 078 - 0,809

13 0,751 0,772 0,799 - 0,820
14 0,766 0,785 0,811 0,831

15 0,779 0798 082 . . 0840

16 0,791 0,809 - 0,831 0,849

17 0,800 0,817 0,839 0.856

18 0,810 0,825 0,847 0,863
19 0,817 0,832 " 0,853 ' 0868
20 0,824 0,839 0,859 0,874
21 0,831 0,845 0864 - 0,879 -
22 0838 - 081 . 089 0883
23 0842 0856 C0864 0887
o4 0847 0860 0877 0,801 " -
25 . 0852 0864 : °088L 0,893 .
926 0,856 0,869 0,884 . 0,897
27 0860 0,872 0,888 . 0,900

98 0864 0875 - 0,891 0,902
29 0,867 0,879 0,894 0904
30 0,870 0881 0896 - 0907 -
31 0,872 0,884 0,899 0910
32 0,876 0,886 0,901 . 0912

33 0,879 0,889 0,903 0,913

34 0,881 0,892 0,906 0,915

35 0,884 0,894 0, 907 0,917




m 001 0095 0,05 0,10

36 0,887 0,896 . 0,909 0,919
37 - 0889 089 - 0911 - - 0920
38 0,892 0,901 0,013 0,922
39 0,894 - 0803 . 0915 . 092
40 0,896 0,95 = 0017 0,925
4 0898 0,906 0918 - - 0,927
49 0,800 0,508 . 0,920 0,928
43 0,901 0,010 ~ 0921 . 0,929
44 0,903 0913 "0923 0930
45 0,905 0013 -~ - 0924 0,932
46 0907 0915 . 0924 0932
C 4T 0808 0016 U 0926 0934
© 48 700010 - 0918 0927 - 0934
49, 0910 . 0018 0928 . - 0936
.50 . . 0811, 0919 - . 0928 . . 0936
CUADRO Ne 4

Momento tedrico de orden 1 y la aproximacién obtenida por el
metodo Monte Carlo, obtenida para la dzstnbucmn
L de W ba;o la hipdtesis nula," i

Se espec1ﬁca la:- media pero no la varianza

GRADOS DE

- 3 - - A
PR Mo
3 06090 05999
4 0,6759 10,6772
50 0,7220. 0,7300
6. 0,7560 0,7572
7. 07819 0,7900
8 0,8027° 0,8107
9 0,8126° 0,8132
10 0,8337 0,8294
a1 . 0,8457 0,8409
12 0,8558 0,8560
13 . 08648 10,8632
14 08726 - 08731
S15c 08795 . 08800
o180 -7 7 08856 - 088707
1708912 - < 0,8920
18 08963 . . 08957
19 0,9007 0,9009

20 0,9046 0,9070
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R4 B-L i

E(b)=—F(6o')=—{Var (o) +E ()} =
o c , ,

= AR (R 41) /C

E($) = m o

| R* (RH1)
E (W)=
. Cm

Para el tamafio n =21, o lo que es lo mismo para 20 grados
de libertad, se procedié a calcular con cada muestra aleatoria el
valor de las estadisticas W%, U%, D%, V%, u, by v b.. De esta forma
se obtuvieron los puntos criticos para sus respectivos tests de nor-
malidad. Estos valores aparecen en el cuadro N 5,

CUADRO N° 5 _
Puntos criticos para los tests de normalidad de las perturbaciones
aleatorias basados en 'W*,, V%, D*,, U, u, by y b..
Para muestras de veinte grados de libertad.

Limite inferior Limite superior

0,01 0,05 0,05 0,01
W, . 0,026 0,037 0,460 0,731
U 0,020 0,028 0,184 0,293
Vi 0,158 0,166 0,361 0,438
u 3,02 3,93 452 487
b, —0,54 053 0,53 0,54
b. 1,25 1,80. 521 5,73
D. 0,194 0,236

Con estos elementos es posible determinar a partir de otra si-
mulacién, la potencia de la décima a que conduce W en compara-
cién con la de W2, U%, D%, V2, g, by v b.. Un anilisis semejante,
pero realizado en base a los resultados obtenidos por Shapiro y
Wilk, nos llevd a elegir W como la estadistica mas conveniente para
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el problema que nos ocupa. Con los resultados de esta nueva simu-
lacién estaremos en condiciones de verificar esa conclusién para los
datos de potencia de las distintas ddocimas aplicadas directamente al
contraste de la hipdtesis de ‘normalidad de las perturbaciones de un
modelo lineal. -

~ Se realizaron simulaciones compuestas por 500 muestras cada una
para las 51gmentes dlstnbucmnes de e

a) ¥ (1)—1"
b) x(2)=—2-
c) *x*(10)—10
d) » (1)

e) x¥(2) -

£) x*(10)

g) Log. normal
h) uniforme (—1, 1)
i) x—1, donde x es Poisson de media 1

. 2
j) m—2, donde m es binomial ( P — )

2
k) binomial ( 4, — )

2

4

En cada uno de estos casos se computaron los valores de W,
x5 W2, U, D%, Vi, by y b..y se calculd el pmcenta]e de veces que
result6 rechazada la hipétesis nula a los niveles del 5% y del 19, de
significacién. En el cuadro N° 6 aparecen los resultados, los que con-
fuman plenamente las conclusiones que habiamos elaborado en base
a los resultados de Shapiro y Wilk para el caso en que la hipétesis
nula no espemﬁca ni la media ni la varlanza de la d15tr1buc10n
poblacmnal

3.3. Resumen del procedimiento para la aplicacién de la décima.

Para docimar la hipbtesis de normalidad de las perturbaciones
a partir del modelo"



CUADRO N° 6

Potencm empirica de los tests. de normalidad basados en 'W*,, U*,, D%, V*, u, by, bs y W al 5 _/
‘al 1% de significacién para varias distribuciones alfematwas

. La hipotesis- nula. especifica la media pero no la varianza de la distribucion.

w, U, DLW u b, Cbhe W
0,05 0,01 005 001 005 001 0,05 001 005 001 005 001 005 001 005 0,01

¥ (1)—1 041,020 042020 038 027 041 030 009 003 085 062 072 0,53 0,89 0,65
¥ (2)—2 040 023 040 0,20 035 020 041 027 008 003 077 045 06L 042 077 0,4
¢ (10)—10 031 0,15 033 012 022 0,12 0,32 010 005 001 051 031 030 023 0,63 031
¢ (1) 045 027 038 023 045 034 0,51 027 012 007 087 069 08l 0,60 092 0,73
X (2) . 0,39’{0,20 1041 017 0,42 033 0,43 030 0,12 003 079 053 040 03L 0,81 0,53
¢ (10) © 035018 039 019 025009 0,38 0,17 007 001 053 031 019 010 067 035
log. normal  0,12.005 010 003. 010 003 01l 0,05 003 000 070 061 010 003 090 0,69

uniforme(~1, +1) 040 0,21 0,32 017 039,021 0,43 027 035 023 000 000" 017 012 016 0,09
x, Poisson- (1) 0,52°0,20° 0,47-023. 0,50 022 0,57 031 033 022 023 010 009 003 095 0,72
X1 0307017 023 012 032 021 0,38 020 027 022 010 002 008 004 093 067
m, Binomial (4, %) 026 015 0.17.009 030 012 0,19 007 015 009 003 000 003 000 034 0,18
m—1 022012 016 005 017 009 017 003 012 005 000 000 003 0,00 0,20 0,09
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Y = XBe
E(e)=0 : L
E(ed)=01

deben seguirse los siguientes pasos:

a)
b)

computar e= [[ —X (X’ X)"X']Y
encontrar los p desvios més cercanos a cero

i
formar los vectores Xo= |
: :j. L XP;

computar My =T—X, (X' X)* X,

[

encontrar las raices caracteristicas de My, y sus vectores ca-

racteristicos. Es decir determinar X; 'y P; tal que -

Mg Pi= MNP "M:l,:;".;:‘.»;,in—'—lp S
yP=1 7
rf )\.1 0 .]l
e I 'l
formar las matrices D" = | i y
R REIT
CPe= [P PP
y calcular '
A, = PD%P

Ao == (X}wao’-l")’ A1

o——

[ Yo
calcular Z = [A%A%] | ‘
| "l )

ordenar los élementos de Z de menor a mayor

v 1: V a PR : ~V pep
calcular .
3 Ik -
b= .21 Am~-1+1 (Vm-—H-—l '—Vx)
i=
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para K tal que m=n—p =2k
o m=n—p=2k+41
Los valores de an-i+: se obtienen del cuadro N° 7.
j) calcular ‘
= 3 Vi
i=1
k) determinar finalmente
'bS
“7 ob T eme—
S2
Si F (W.) es menor al nivel de significacion preestablecido para
la décima, corresponde rechazar la hipétesis de normalidad. El valor
de F (W.) se encuentra en el cuadro N? 3.

3.4. Un ejemplo numérico.

En el capitulo I trabajamos con el modelo yi=4£ x - & para
el que se dispone de la siguiente informaci6n:

y| 0 1—1
x [—1 1 2

Siguiendo los lineamientos esbozados en el punto 3.3 ilustramos

: A
el procedimiento alli referido. En primer lugar estimamos f:

A Y x 1
B — =
3x 6
Obtenemos luego el vector de los residuos
0 ) —1 Y 1)
N R T T e O =
e=Y—pX=| 1 |4+—| 1 =/ 6
i 6 i H
L —1 ) L2 T
|4
{6 J
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El minimo [e| es ,...1_ l el cual cicupa ‘el-priiryxer lﬁgar en

el vector e. Podemos entonces establecer las matrices X, y X;.

. rl v
Xo = [—1] X= | |
» Tl
En el punto 1, hemos calculado ya
L . 1
X X)'=—
6
r5 2 )
" N.[u - 6 B 6
' 2 2
. 6 6 |
s 3
1 0
.D = ,
D 1
0 e
L 6 J
[ 2 1)
' V5 /5
o , v
12
t \/—3 : \/’3 , ] B
© 7 r0,8816365 ©0,2367033 )
T 102367033 0,5266016
,  —0,1715466 )
yZ:A’Y: ) . }
: [ 13431014 )

Ordenamos ahora los elementos de Z de menor a mayor, es
decir -

— 01715466  ; 123431014
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Calculamos b = 0,7071 (1,3431014 - 0,1715466) = 1,071
pzua lo cual hemos obtenido el coeficiente a, = 0,7071 para el ta-
mafio m =2 de la tabla de Sarhan y Greenberg que reproducimos
en el cuadro N9 7.

Tarnblen caleulamos §* = (l 3431014) + (-—0 1715466) =

' . (1 071) 2
= 1,8333 para obtener finalmente W, —= ————— = 0,6257 .
| 11,8333

Comparando W,, con el valor de W = 0,6320°que encontramos
en la tabla N? 5 para un nivel de significacién del 0,05, observamos
que el primero es menor que el segundo por lo que corresponde
rechazar la hipétesis nula que puntualiza.-que las perturbaciones
e: tienen distribucién normal de media 0.

4 — ALGUNAS APLICACIONES EXTENDIDAS DE LA DOCIMA Y LOS
RESULTADOS OBTENIDOS PARA. ALGUNOS MODELOS ESPECIFICOS

No estd probado que las perturbaciones- aleatorias de los mo-
delos econométricos lineales se distribuyen siempre normalmente y
por consiguiente no necesitamos demostrar lo contrario para poner en
evidencia que cuando constituye una hipdtesis crucial del modelo,
quizés sea conveniente docimarla. La aplicacién de la décima a un
conjunto de modelos especificos que realizamos en este capitulo, sélo
persigue poner en evidencia que la verdadera distribucién de las
perturbaciones se aleja 51gmf1cat1vamente de la d15t11buc1on normal
con mas frecuencia que lo que a veces se cree ® :

Antes de comentar los resultados de lafaphcacién mencionada,
mostramos cémo la décima puede aplicarse a algunos modelos di-
fekrent_es‘ al que hemos utﬂizado aqui,

8 Véase por ej. BARBANCHO, Complementos de Econometna - Ed. Anel—
Barcelona, 1966, pig. 34."
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CUADRO N¢ 7

Coeficientes @u-1+1 para el test de normalidad basado en W. Para muestras de 2 a 50 grados de lbertad.

im,o 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 07071 0.7071 0.6872 0.6646  0.6431  0.6233  0.6052 " 0.5888  0.5739

Y — .0000 .1677 .2413 .2806 .3031 3164 .3244 .3291

S — —_ .0000 .0875 .1401 1743 .1976 .2141

4 — — — —_ — .0000 0561 .0947 .1224

58— —_ — — —_ — S— .0000 .0399

im™ 1l 12 13 14 15 16 17 18 19 2

1 0.5601 0.5475  0.5359 0.5251 0.5150  0.5056  0.4968 ~ 0.4886  0.4808  0.4734

2 .3315 .3325  .3325  .3318 .3306 .3290 .3273 3253 .3232 - .8211

3 .2260  .2347 .2412 .2460 .2495 .2521 .2540 .2553 .2561 .2565

4 1499 .1586 1707 .1802 - .1878 .1939 .1988 .2027 .2059 .2085

5  .0695  .0022 1009  .1240  .1353 1447 1524 1587 164l .1686

6 00000 0.0303 0.0539  0.0727 = 0.0880  0.1005 0.1109 0.1197 0.1271  0.1334

7 — — .0000 ,0240 0433 0593  .0725 .0837 .0932 .1013

8§ — — _— _— .0000  .0196 .0359 .0496 .0612 .0711

9 — — —_ — — — .0000 . .0163 0303 . .0422
—_ —_— — —_ : .0000 .0140

ot
o
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. 4.1. Aplicacidn de la décima a modelos lineales con perturbaciones
serialmente correlacionadas.

Sea el modelo

Y“Xﬂ+
E(e)=0
E-(ag):oaﬂ

donde Q'e_s una matriz simétrica no diagonal. Es obvio que no podra
- aplicarse directamente el procedimieﬁto descripto en el capitulo III.

No obstante para cuando Q es conocida o se dispone de alguna
estimacién, el pmblema es de fAcil solucién. Basta determinar una
. matriz ortogonal P tal que

PoP =1
Obtenida P puede aplicarse el procedimiento convencional para
la décima sobre el modelo con variables transformadas: -
(P’Y) = (PX)B + P
dado que ahora = T ; Cor
E(Pe) =0 e
E(Pe dP) = * P/ QP =o'

3

y para la hip(')tems nula “e normal Pe sera también normal.‘

4.9. Aplzcaczan de la ddczma a modelos lmeales con pertur bactones
heteroseddsticas. :

En el modelo

Y = XB+-
E(e) =0
E (e e’)‘—'o'zA L

donde A es una matriz dlagonal no escalar las vanables aleatorias
obtenidas mediante la transformacién indicada en el punto 1 no ten-
drén todas la misma varianza. Nuevamente no puede aplicarse en
forma directa el procedumento para la décima que hemos descripto
en el punto anterior. -
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No obstante luego de transformar las variables mediante - la
matriz A™% dicho procedimiento puede aplicarse sin' variantes. En
efecto, en el modelo transformado

(A"’*Y) = (A"’"X)ﬂ + (A""'ﬁ 6)
se dan las cond101ones

E(A% ) =0 ,
E(A%ed A%) = A% ALY =1
y A™¢ esnormalsiloes e. '

4.3. Aplzcamon de la doczma a los modelos Zmeales
multiecuacionales.

Puede desearse docimar la normalidad de las perturbacmnes
de cada ecuaci6n estructural del modelo o

BY, - TZ = & [B]-—,é() A
donde By T son- las matrices ‘de coeficientes estructurales de
las variables endogenas y predeterminadas respechvamente Y. y
Z: los ‘vectores que contienen a dichas variables, y- & -un vector
cuyos elementos son las perturbaciones aleatorias contemporaneas
de cada ecuaci6n. Si se supone ademés que E(e) =0, Ele ) =
donde M es constante y E (2i ewss) =0 cuando s=£0, el procedl-
miento de la décima de normalidad no podra aplicarse directamente
a cada ecuacién de Ia forma’ estructural si- contienen mas de una
variable endégena, pero si sobre cada ecuacién de la forma redu-
cida
Y=—B'TZ + B"
AEn este tltimo caso: » , )
a) existird sélo una variable enddgena en cada ecuacion.
b)  las perturbaciones aleatorias de cada ecuacitn serdn se-
rialmente incorrelacionadas. . o
¢) bajo la hlpotems que e. sea un ‘conjunto de vanables nor-

males con: E (&) =0, cada elemento de B« también serd una
variable normal de esperanza nula. :
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4.4. Resultados obtenidos al docimar la normalidad de las
perturbaciones en algunos modelos econométricos.

La eleccién de los modelos de Klein-Goldberger para los Es-
tados Unidos de Norteamérica y de Klein, Ball, Hazlewood y Van-
dome para el Reino Unido, con el objeto de aplicar como ejemplo el
test de normalidad, responde a las siguientes razones:

a) se trata de dos trabajos ya clésicos sobre el .tema elaborado
por econometristas de nombradia.

b) se los considera correctamente especificados y han servido
de base para la elaboracién de muchos otros modelos del
mismo Hpo.

¢) la informacién estadistica utilizada aparece transcripta en

.~ los trabajos publicados.

d) la hipétesis de normalidad de las perturbacmnes juega un
papel crucial en los dos modelos dado que los autores han
estimado sus pardmetros mediante el método de la maxi-
ma verosimilitud con informacién limitada.

Sélo hemos docimado la hipétesis de normalidad. de las per-
turbaciones de aquellas ecuaciones estructurales de los dos modelos
que contienen una sola variable endégena. Como hemos sefialado
en el punto anterior el test podria haberse aplicado también a todas
las ecuaciones de la forma reducida del modelo. En el cuadro N°
8 se ha transcripto como ejemplo una ecuacién estimada, el vector
de residuos transformados, y el valor obtenido de W.

También se agrega la representacién grafica de la funcién de
distribucién hipotética y la correspondiente distribucién de la muestra.

De las catorce aplicaciones realizadas cmco veces resulto recha-
zada la hipétesis de normalidad.

4.5. Posibles causas de discrepancias con la normalidad de las
perturbaciones en los modelos economéiricos.

Las condiciones que por el teorema central del limite podrian
asegurar la normalidad de las perturbaciones, son poco frecuentes
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. CUADRO N¢ '8

‘Relac‘z‘dln entre las tasas de interés de corto y ldrgo plazo. Modelo de Klein—Goldberger.
. iI, - 2,58'+ 0,44 (is)fr.a + 0,26 (is)g-s

iy
ig

o+l
© 0,80

0,60
0,40

0,20

-0,20
-0,40

-0,60
- -0,80

-1

(0,15) (0,10) (0,09)

= rendimiento promedio sobre bonos de las empresas.
rendimiento promedio sobre papeles comerciales de corto plazo.

R = 0,95
n—p = 17
Wob = 0,792

Wo.os = 0,839

-0,40 -0,80
Valores de 2
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en la practica. Si bien puede pensarse que en general la perturba-
cién aleatoria es el resultado de la suma de un conjunto numeroso
de causas, es dificil asegurar que las mismas seran independientes
entre si, especialmente cuando constituyen fendémenos econdmicos.
A modo de ejemplo pitede pensarse en el conjunto de los precios de
los sustitutos y complementos lejanos que corrientemente quedan
resumidos en la perturbacién aleatoria de las funciones de demanda.
Es razonable pensar que en la mayor parte de los casos estarén
fuertemente correlacionados entre si. :

Por otro lado, los errores de especificacién pueden conducir a
alejamientos importantes de la normalidad. Estos errores son fre-
cuentes cuando por desconocimiento del fenémeno (o por carencia
de informacién estadistica) no se incluyen en el modelo en forma
explicita algunas variables relevantes o no se adopta la forma fun-
cional mas cercana a la realidad. ' ‘

- Finalmente, errores de observacién asimétricos en la variable
endégena e inexistencia de la varianza de los errores, pueden. cons-
tituir otras causas de no-normalidad. '
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