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_ELIPSOIDES CONFIDENCIALES PARA
COMPARAR DOS ESTRUCTURAS DE PROPORCIONES

Frernanpo FERRERO

En la investigacién cuantitativa se presenta a menudo la necesidad de
comparar dos estructuras de proporciones a objeto de determinar la sig-
nificatividad de las diferencias observadas, referidas generalmente a mo-
mentos diferentes. La poblacién econdémicamente activa desocupada, cla-
sificada por sector de actividad, puede presentar cambios e€ntre dos pe-
riodos de referencia, y es importante, por tanto, disponer de una herra-
mienta estadistica que permita discernir acerca de la significatividad de
tales cambios, En 1gua1 sentido, la clasificacién de un segmento de la po-
blacién por estrato socio-econémico puede variar entre dos periodos con-
siderados, por lo que resultard de natural interés indagar €n qué medida
tales modificaciones obedecen a fluctuaciones puramente muestrales o
reflejan —en cambio— la presencia de factores que estin produciendo
diferencias efectivas.” Otro tanto ocurre en ciertos problemas demografi-
cos, donde a veces resulta de interés comparar dos estructuras etarfas,
separadas en el Hiempo o en €l espacio.

Para el tratamiento de estos problemas el analisis estadistico provee
alguncs instrumentos que permiten docimar hipétesis relativas a las mag-
nitudes de las proporciones (pruebas de la bondad de ajustamiento), al
igual que otras ddcimas no paramétricas, las que a menudo resultan de
facil aplicacién e incluso de mejor interpretacién.

Sin embargo, dentre del conjunto de pruebas citadas, la mayoria de
ellas confluye en el uso de la estadistica de Chi- Cuadrado y resulta cu-
rioso observar que en la practica ésta se expresa como una funcién direc-
tamente. proporcmnal al tamafio dé la muestra (nfimero de observaciones),
con el sorpresivo resultado de que a medida que aumenta el tamafio de
la muestra, mayor es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula, cual-
quiera sea el verdadero estado de la naturaleza, existiendo incluso Ia cer-
teza de que para un cierto nimero-de observaciones la hipétesis nula sera
rechazada independientemente de su veracidad. Tampoco existe unicidad
en lo que respecta a la.d6cima uniformemente méas potente, ya que dife-
rentes métodos de agrupamientos de las categorias conducirn a diferen-
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tes funciones de potencia para la décima. Ademds, y como corolaric de
la dificultad sefialada en primer término, un resultado no significativo
en la prueba puede obedecer exclusivamente al tamafio reducido de la
muestra, cosa que si bien ocurre con otras pruebas en la de Chi-Cua-
drado se da. con mayor dependencia.

En este trabajo se desarrolla un método paramétrico, basado €n la
teorfa normal y fundado también en el uso de estadisticas conjuntamente
suficientes. El método propuesto es una extensién natural a k-dimensiones
de lo que cominmente se conoce en Estadistica como intervalo de con-
fianza para la diferencia de proporciones. Como légica consecuencia, la #
de Student es reemplazada por la T* de Hottelling, al tiempo que los in- °
tervalos (espacios unidimensionales) se transforman en elipsoides k-dimen-
sionales. Con tedo, la idea directriz de este trabajo consiste en pasar de
los vectores estimados a vectores diferencia, d = Py— P41, cuyas compo-
nentes son funciones de estimadores maximo verosimiles y estdn también
basadas en estadisticas conjuntamente suficientes; razén por la cual dicho
vector gozard de las mismas propiedades en cuanto a eficiencia, mixima
potencia o, lo que es equivalente, mayor aptitud discriminatoria para de-
tectar cambios significativos entre los periodos de comparacmn cuando
aquéllos efectivamente han sucedido.

El métedo aqui desarrollado permite no sélo establecer la presencia
de cambios significativos en el conjunto, sino que también permite iden-
tificar las componentes responsables de tales camblos -sin alterar el nivel
de significacién de la dbcima.

La ventaja mas notoria de mh:oducn' el vector d1ferenc1a estriba en
la posibilidad de derivar un método de cilculo tal que, cualquiera sea la
dimensi6én del espacio original o el nimero de categorias que se cojnsi-
deren, la decisién final reposa en la solucién de ecuaciones de segundo
grado y en las particularidades algebraicas de sus rajces. La mera com-
paracién de las mismas provee asi un camino rapido y sencillo para esta-
blecer la significatividad de los cambios en las estructuras de las propor-
ciones. Obviamente, se llegarfa al mismo resultado planteando el proble-
ma como una décima de hipétesis y comparando el valor observade del
estadistico con el que surge de una transformacién de la T* de Hottelling.
No obstante, la construccién de una regién confidencial posee una ventaja
importante al permitir la identificacién simultdnea de las categorias (com-
ponentes del vector diferencia) que son responsables de los cambios signi-
ficativos operados entre los periodos. En otros términos, la regién confi-
dencial no séle provee un método para detectar la presencia de modifi-
caciones significativas en el conjunto sino que permite ademés individua-
lizar cuéles son las categorias que de modo efectivo contribuyen a la
variacién total,

32



ELIPSOIDES CONFIDENCIALES:.. = -~

A
1. Distribucidon asintdtica del vector P..

Una muestra de tamafio n, extraida de una poblacién constituida por
ki4-1 categorias se representa a traves de la funcmn de cuant1a de t1po
multinominal; es-decir, - : : ‘

k41 1

g(nl,n;'."."...nk M Pl,Pg ---:~Pk) = (Il‘/'n'nll) 7rp, . (1)

donde n;, representa el total de casos que en la muestra pertenecen ala
i-ésima categoria. A objeto de estimar (pi,ps..... Dx), las componentes
(ng, Dy ..... nk) son con]untamente suf101entes EL vector de estimadores

méximo verosfmiles (pl , pz. . .pk) donde p1 =n; /n (1__ 1,2.....k)
estd pues basado en estadisticas suficientes.

En muestras grandes se demostrard que dicho vector de estimadores
méximo verosimiles se distribuye con funcién de densidad correspon-
diente a una normal multivariada, con media (p;,p...... p«) y matriz
d\e Varianza-Covarianza igual a n™. V, siendo:

(P (1—Pi) s —PiPr 3 —DiPs cevvree —PiDe

e {

o mep R () —P:px |
v=1| ° ° R }
R ° ® : {

l P i
) e ) . T Py (l—pk,)-'*J:«,

. La demostracién no es otra cosa que una generalizacién a k- dimen-
siones del Teorema de De Mowre-Laplace por lo que sus detalles se dan
~en ¢l apéndice que acompaiia este. traba]o ‘
Cando n — w, la funcién de cuantia expresada en (1) se aproxnna
a-una normal mulﬂva.nada del tipo: 4 ,, :

gy, ey o D P, Pay e Px) ~ [n,/(Qm-k k:-lnpg]%
ST Kot x .
1 [ (m—mp) (n: —np:) ] }
ep{—g 1 ) ——— + Dy =1 ¢ (3)
{ 2 L2 op : 2 tpeis ] o)
k S
LS o (o & ) 1
i P § T
~ exp — Y - (4
(20)F  (xnpy)* JL 2\2 D el NS
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efectuando la transformacién:

A
n; = np
" ¢l Jacobiano resulta igual a | J| = n*, de donde 1a anterior etpresxon (3)
se h'ansforma en:
‘ A A A 1 n¥?
_ f (Php!: ----- Pk;px,Pn....p.) = —
o (2r) (wp)*

{ l/znkz (Px-—pn_,.+ {ni

A su vez en el exponente de (5),

e
(pi —p1)

o } (5)
Pr+1 J

[E(px-—px)] 3 (B —p)*
+

Px#ar

(B —p)* 3 (B —p)*

P:

A A
x 33(pi—p1) (D) —py)
2 + 17
P:

k U A A A : A
=3 (I/p + L/pun) ?p: —P)" + 32 1/pess (i—p) (r—p) = (P—PY R (P—P)

Pr+1 Px+1

Siendo:
rvfh ._p; p + p“,g‘u o B T p“x+1
IA)’ —ps p k+1 , P’ = p“lx+1 3 wesaresssiasense P—lki»x
f’-—-P prand . R b b O i °
. N TS .
“ﬁk —Pi LDp %+ 3 P“kﬂ .................. ]_)'1 + p"axn_‘
k=21
y puesto quejn R[¥ = n*/* (1 / =p:)%:
P A A ' 1
(Pis Pryeoenes Px ;Pf_ S » P . Px) (2
. . o A .
. /oR /% . e —(n/2) (P—P)’R(P=P) (6)
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También s¢ puede comprobar- que:

(Pl (lmpl) ""‘Plpps ._.plpk
i —P:P1; P (1 <pe) s oo —paps
e ° _-

1,

(nR)*=n".R* =n*. V=n'. }
‘ E
| . ,
U—P«P1; —Dup, .. px(l-pu
Con lo cual queda establecida la distribucién’ asintética del vector
A A A A
(P 5 Pysevvvne Px), es decir P ~ NM (P ; o . V)

Sobre la base de la distribucién asintotica del vector - P,- Pearson
propuso la estadistica:

== 2 (D; ‘-‘npni)s / npoiv -0 . (7)

la cual para muestras grandes se distribuye aproximadamente como una
Chi-Cuadrado eon k grados de libertad (si es que en la poblacién hay
k+1 categorias). Ello deriva de la propia distribucién del exponente

de (6), ya que si P~NM (P;n . V), la forma cuadrtica (P Py

(o .V) (P P) se distribuye Chl—Cuadrado con un ndmero de grados
de libertad igual al rango de la matnz V.

_ Nétese.que (7) se puede. expresar también como

LV ,”_"E'H(Pi;—Pol)z ;/Pol N

pudiéndose entonces apreciar que el valor de la estadistica propuesta es
directamente proporcional al nimero de observaciones, n.

. Igualmente la décima de la razén de verosimilitud, L, y mis preci-
samente su transformacién —2ln L, posee una chstrlbucmn asintética del
tipo Chi-Cuadrado con k grados de libertad, dado que el exponente de
Ia normal mulnvanada (6) se puede expresar del SIgmente modo

X n(px—p:)’ J [2 Gi—p* - X n(px——px) [1 —Prrs —(L —prr)]?

+ n; —2 +n

=1 pl : Pk"‘l

k . 1 2

[l(]_l;‘ —'..-p;)’ ‘(Pk+1 *——Pk+1)’ ‘ il n (Pi '_"pl)
s o Goonr Gador
o D Pk =i P
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Tanto en uno como en otro caso cabe advertir que el test o estadistico
depende del tamafio de la muestra, valor que seri tanto mayor cuanto
mas grande. sea el niimero de observacidnes. De sahi, pues, las adverten-
cias formuladas en la introduccién de este trabajo.
2. Adaptacién de la estadistica T*.

~ Es sabido que si un vector X ~NM (p;V/a), la forma cuadratica:

(X—p)n 8 X—p) ~T

con (n—1) y (n—k) grados de libertad, Slendo S tal que. E (S)

(n—-1)k
Asuvez TP~ ——+ F (k; (n—K)), donde k es el rango de V.

n—k
Considérese el vector Pg con distribucién NM ‘(Pt ; Vi. ™) y el vee-
A
tor Pi+: con distribucién NM (P13 Vi . ns7), (estocésticamente indepen-

diente del anterior). Definase el vector diferencia d = Pg .-Pm, cuya
dlstnbucmn serd:

NM (Pt—Pm ;oL Vi . V.) -
razén por la cual: a ’ BRI :
A A A A
[Pe—pes —(Be —Pesr))’ . 87 . [(PePrss) — (Pe—Pus)]  (9)

se distribuird como una T* de n;i}n;—2 y n—k grados de libertad y
donde

S = {m1)* . Vi 4 (m—1)"
E(S) = (m—1)* . (V)4 (@ 1) . E(V) = (a0 —1)* . (m—L)Va/n, +
) —-l—- (m ---—].)"1 . (na --1). V;/n, : an . V. + n:,_l . V: o

siendo: N A A A “ A A )

»Pu(l——]_)n) H "'J‘Pli Pat fe e aane P Pxi
- A A A A T A

—Pa¢ P“ 5 Pa (1 —p:g) ......... R —p:tpk! )

A :

V1 - ° @ 3200 teresresneissenaas (10)

.v . ..................
. : A A
L . @  ersess Pre (L —pue)
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r o ; LT e N

A A A A A A
Pr,t+1 (1—P1,t+1) 3—P1,t+1 - Proert oo —Pr,ern s Pr,err
A A A A A A
—~Pz,t+1 - D1, 41 5 Pz.eer (1 —P: ,t+1) co=Pe, e . Dx, b4
= e ~ . RS (11)
. .
A A o A A
k-—Pk,H-l . I[hk,en H s L Px.tn1 (l—pk, t+1 ]
(nl'—_-‘l) . . (nz—l)
A : :
tal que:. E (Vi) = —Vi; E(Vh) = —— V.-

e SR D

3. Construccién del elipsoide confidencial

La construccion del elipsoide confidencial est4 basada en dos mues-
tras  independientes - obtenidas de dos. poblaciones con dlstnbuclon nor-
mal multivariada de parémetros (Pg,nl Vl) y (Pm ,m Vz) respec-
tivamente. . : :

En la muestra de tamafio n, , se calcula el vector Pf., tal que P"":

: (th,Pzt S iee s .Pn) y enla muestra de tamafio n, se calcula R
A L :
Pmtalque P’e+1 e (Px,t-u H Pz,t+1 RN R Pk t4‘1)

Para detemunar la reglén se define el vector diferencia, esto es,
A
'd"-— P,; ....Pm, yd= P, —Piis, con lo que (9) se conwerte

[(Pt—Pt+1) — (Pa --Pt+x)]" S [(Pt—Pt-H)"‘" (Pt—-Pt+1)]

(&dV'y‘(md) ~f o ”'*1(m)

puesto que (la_d - (t*l_d) ~ Tty esto a su vez se dlstnbuye
(n—l)k/(n‘—k) F (k e s—-k)) es decir : ‘ -

(A m—2)k o ST
o Tedmn G bmi),
una regién confxde'nmal de nivel 1 — ¢, puede hallarse determinande:
e g T SR
;me4wy@;@Lfg;fﬁ‘grmrw;l_a Cos)
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y realizando la transformacién

(034 n, —2)k

T = —o . F(k,n:+} n: -2)
- (@ +ns k)
T, (nx +n* —2)k
1_a:f g(T*) dT* = —--—————--——fF(k,m 4n*—9) dF(k, n,+n,_z) (14)
(n1 + n’ -—k) 0
por lo que el elipsoide’ conﬁdenmal quedard determinado por la des-
igualdad:
(014 0, —-2)
@ 4 s (@ody < kF.(omdmk)  (15)
(m 1. k)
la que a su vez genera un elipsoide .en el espacio k-dimensional en el
cual el vector nulo, dy = 0, [0=(0,0,....0)], puede o no- pertenecer

al sélido. En caso afirmativo, si do, representada en €l espacio por el punto
donde se cortan ortogonalmente los ejes del sistema, pertenece al sélido
generado por la desigualdad (15), habrd que concluir que al nivel con-
fidencial especificado no hay diferencias significativas entre ambas “es-
tructuras de porcentajes. Es claro que se trata de una condicién sufi-
ciente pero no necesaria dado que bien puede ocurrir que el vector nulo
no pertenezca al solido sin que ello resulte en la presencia. de camblos
significativos en las estructuras de porcientos. ;
La Fig. 1 representa el caso en el que el elipsoide contiene el pun-
“to d,, es decir, cuando no hay cambios significativos; la Fig. 2, por el
contrario, exhibe una situacién diferente en. la cual do no pertenece
al sélido y donde efectivamente hay camblos significativos en las estruc-
turas de proporciones (semi-espacio positivo de d: y negativo' de d;). De
todas! maneras, el d, no pertenece al sélido, la aplicacién del método de
céleulo desarrollado en el apartado 5) perrmtné determinar en definitiva
si existen o no camblos 51gmf1cat1vos en las estructuras de proporcmnes

4. Metodo de calculo

Para determinar si el punto d, est4 contenido en el elipsoide bastard
con asignar valores nulos a todas las componentes dél vector excepto una
(ds, por ejemplo), en cuyo caso y reemplazando én (15) por los valores

conocidos del vector d’ = (31 , d, dk) ¢ introduciendo ((n;4-n,—2)/
(o, + n, —k)) kF (k, n+n,,) en el primer miembro, la desigualdad
(15); se puede transformar en una ecuacién de segundo grado en la va-
nable d:. En esta ecuacién de segundo grado las raices’ pueden -ser:
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a) reales y de signos opuestos, b) imaginarias, c) reales y del mismo
signo, d) reales e iguales. En a) se da el caso de que d, pertenece ob-
viamente al sélido y en d) el punto d, pertenece a la superficie del elip-
scide en cuyo caso, y puesto que en (15) se establece una desigualdad
en sentido estricto, los puntos ubicados en la superficie no pertenecen
a la regién confidencial, por lo que (d) lleva a las mismas conclusiones
que (b) y (c). En estas dltimas el punto d, no estd contenido en el
elipsoide. Dado que: (a) es sb6lo una cendicién Shficiente, si se dieran
cualquiera de los casos apuntados en (b), (¢) o (d) serd todavia nece-
sario aplicar las transformaciones que se describen en- el punto siguiente
para determinar si existen o no d]ferenmas 81gn1flcat1vas en las estruc-
turas de proporciones.

5. Significatividad de las cothMwnfes del véctor d-

Desde el punto de vista inferencial la determinacién de una regién
confidencial conduce a intervalos simultidneos para todos los pardmetros
involucrados. Tal es precisamente la razén por la cual se prefirid este
método.

Si conforme a lo sefialade en el punto antenm se dan algunas de las
situaciones descriptas en (b), (c), o (d), habrd entonces que establecer
si la estructura de proporciones presenta o no cambios significativos vy,
en caso afirmativo, cuiles son las componentes responsables de tales
cambios.

Para ello, y por medio de una simple generalizacién a k dimensiones
de lo que corresponde interpretar en el caso de un intervalo confidencial,
la componente d; exhibird cambios significativos si es que el ehpsmde
queda integramente comprendido dentro del seml-espaclo relativo al in-
tervalo positivo (o negativo) relativo a dicho eje. En otros términos, y
sin tener en cuenta los restantes ejes, la componente d; presentard cambios
significativos siempre que el ehpsmde se ubique en el seml-espacm de-
finido por ;

) {(d”d’“'""dk):‘/di 0} o b {(dl,dz. dk)/di' 0}

Ena)la componente Pt, seré mgmﬁcatlvamente mayor que P:-x—z i, mien-
tras que en b) ocurrird todo lo contrario.

En la practica, sin embargo este procedlmlento requlere establecer

si la superficie determmada por Ia ‘ecuacidn (d_ N (d —d) -T%=0
asume valores {inicamente posmvos (o0 negativos) con respecto al eje di,
lo cual, para valores de k superiores a dos puede significar una tarea en
extremo laboriosa, 2 menos que se disponga de algim metodo de célculo
numérico.
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Tal dificultad puede .ser obviada mediante el procedimiento de tras-

. “ladar el elipsoide al purto (31 , d\z RN é:;) y efectuar alli una rotacién
“de los ejes de forma tal que el sélido queda ubicado en su posicién cané-
‘nica. En ésta, la superficie cofca al e]e i-ésimo en- los puntos represen-
tados por los vectores . . .

2, = (0,0, ..... a;,0,...0) y
.—Z R (0,0, ..... 1y O 0)
'd,ondé‘ a= (T%./! }u)%, 51endo N Ia 1-831ma raiz caracteristica de S-.

Puesto que los vectores' asi obtenidos son. producto de -una. transfor-
macién ortogonal aplicada a los originales, la utilizacién de la matriz
inversa de dicha transformacién permitird pasar de leos ejes transformades
a los originales, estableciéndose asi una correspondencia biunivoca entre
ambos” conjuntos. No obstante, la determinacién de -la posicién del elip-
‘soide en los ejes transformados se puede efectuar con toda facﬂldad una
vez calculados los valores propxos de la matriz S

Algebraucamente de I de31gualdad expresada en (15)

@_ays*@—ay /T o  (d_ayussod_a)ysT.

segtn que S haya sido calculada prewamente dividiendo o no por n, se
efectian las siguientes transformacmnes '

h= (n)%(d—a) 'y (16)

PPh=7, donde 'SP =D (D es una matriz diagonal) (17)
con lo cual la forma cuadrética de (15) ‘se transforma en 7/ DZ /T,
_quedando definida una superficie cuya ecuacién es ZZ DZ . T%. =0 (18)
y que corta a los ejes transformados en valores que sélo dependen de
" "T% y de los valores propios de S;. De estos Gltimos se vuellve a los ejes
originales revirtiendo las etapas, esto es, para determinar la posicién del
elipsoide con respecto al sistema de ejes representado por _d; bastan las,

s1gulentes oper: aciones:

a) ‘Para la raiz caractenstlca A se calculan dos vectores h Pz,
paraZiu.(OO a,, O)y...Z“(OO..;;_ai,O 0)

b) Se determinan des vectores d = d_n ()% . (19)

c)Las operdciones anteriores se repiten para las restantes raices ca-
racteristicas de.S;™, formandose una matriz A que consta de k-filas y
2k columnas. Lol . : :
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Las componentes de cada uno de los vectores columnas ‘de A son
los cosenos directores de-los vectores que representan (en el sistema
original) los puntos en que la superficie corta a los ejes transformados
(cada eje corta dos veces a la superficie), En la matriz A, por tanto,
una fila donde todas las componentes son no negativas implicars l6gica-
mente que el elipsoide se ubica en el semi-espacio no negativo de dicho
eje y viceversa. Si, por el contrario, las componentes de una fila alternan
en signos, ello importard que el elipsoide no queda integramente compren-
dido dentro.de un semi-espacio. Tanto en el primero como en el segundo
caso habrd que concluir que la respectiva componente presenta cambios
significativos (positivos en el primer caso, negativos en el segundo).

6. Ejemplos

a) Se considerard en primer lugar un caso en el cual ninguna com-
ponente exhibe cambios significativos. Sea, por ejemplo, una poblacién
que consta de tres categorias y de la que se obtienen dos muestras inde-
pendientes de tamafio 100 con los siguientes resultados

Il)\t ?‘?H! 21
0.40 0.36 0.04
0.30 0.34 | —0.04
0.30 0.30 . 0.00

A partir de estos resultados se obtienen

| NV

¢ 12 | g [ 0.2304 —0.1924
= |_012 o2 y W=l 01204 02244
_[ 0.00475 .~.o.00245] |
=1—0.00245  0.00439

]
J

L { 2,95623 - 1,64983)

gt — (2956226  164,9830
~ = 11,6408  3,19865 ]

1 164,9830 319,8650
Al nivel del 95 %
T?h0s = ((Hg + nm“’) 2/(11: +nt+1":)) Fss (2, 198) == 606 .

De forma tal que la regién confidencial (elipse) para el mvel e8cog1do
quedarid determinada por la desigualdad
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((0.04 ._d,) (004 d.)) [ 2956226 164,9830J (0.04-d,) /606
( 164,9830 319,8650 J (—0.04 —d.)

“en tanto que la superficie se repre_sentara por medio de la ecuacién

~(0.04—d,)* 295,6226 319,8650 (—0.04—d.)* 329,966 (0.04 —d,)
(0.04+ d,) —6.06 =0

Las raices caracteristicas ée S son 4,7317ky 1,4232, la. matriz modal

p_ [ 068071 073255 )

- { 0.73255 0.68071 |
la semilongitud del eje mayor es 2.05 y la del menor 1,13. Premultipli-
cando los vectores

(000 ) ( 000 [ 113 [—L13 )
1 i i
{ 205 | > {205 j- { o000 /¥ | o00 |

o

por la matriz P se obtienen los valores de la matriz A,

A= | 01 —o1m —0.037  0.1173
- | —0.18 0.10. —0.1232 —0.0432 |

Tal como era de esperar tanto las filas relativas a d, al igual que las
correspondientes a d. presentan componentes que alternan en signos, no
hallindose por consiguiente ningfin cambio sxgmﬁcahvo en el conjunto
representado por ambos ejes.

Nétese de paso que, conforme a Io senalado en el punto 4) el vec-
tor nulo pertenece en efecto al solido, ya que al anular d, las raices de la
ecuacién resultante son, respectivamente 0.156 y —0.121, es decir, reales
y de signos opuestos.

b) Es légico pensar que, aun cuando una diferencia de 0.04 en las
pmporcmnes no sea significativa en una muestra de tamafio 100, puede
sin embargo serlo en muestras de tamafios maycres. A tal efecto con
los mismos datos anteriores se considerarin los resultados bajo el su-
puesto’ de que los mismos han sido obtenidos a partir de dos muestras
independientes de tamafio 1500. Los valores de S, P y las raices carac-
teristicas’ son los mismos que en.el e]emplo antenor pero cambian los

resultados de la transformacién h = (n)* (d d) con ]o que la nueva
matriz A queda conformada del sxgmente modo:

[ 0.0203 0.05067 0.0011  0.0784 }

A= | —0.0188 —0.06140 —0.0757  —0,0757.
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O'sea que en este caso todos los valores correspondientes a la primera
fila de A. son positives, indicativo ello de’ que han existido cambios signifi- -
cativos (positives) entre ambos penodos en la primera componente; en
tanto que la segunda fila de A arroja valores negativos en todas las co-
lumnas, por lo que los cambios resultantes son también significativos
(negaﬂvos) para la segunda componente,

¢) Se considerari otro caso en el cual la magmtud de las dlferenmas
en una componente es lo suficientemente pronunmada comQ para regis-
trar la presencia de cambios significativos atin en muesira de tamafio 100,
mientras que la segunda componente no presentara cambm alguno. Su-
pbngase los siguientes resultados

B2 P | 4

0.40 0.20 | 0:20°
0.30 | 0.30 0.00
0.30 0.5 | 0.20

Con tales valores, -y sobre la base de-dos muestras mdependlentes de ta-
mafio” 100, se obtiene la matriz

gt — [ 342179 2,05804
T | 205834 457039
M= 6.1357 v A,_18625 .
N [ o0.60734 . 0.79607
— | o707 0.60734 B

sxendo los correspond1entes valores de’la matriz A

'A_; 0 00%  0.2144 01396  0.2604 |
S ‘ ‘L —0.1100  '0.1100  0.0792 —0.0792 |

de donde se aprema que sélo la pnmera componente registra camblos
significativos (positivos); en tanto que la segunda -—como era de esperar———
presenta coeficientes con-signos opuestos '

d) Por tltimo, conviene tener en cuenta un caso en el cual hay cam-
bios significativos de distintos signos en dos componentes y ninguno en
la tercera. Sean v.gr.: dos muestras mdependlentes de tamafio. 101, con
los siguientes resultados: .
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ELIPSOIDES CONFIDENCIALES PARA COMPARAR DOS- ESTRUCTURAS

[ Pes

P, d
-~ 040 | 0:20 | 0.20
70.20 [T ‘0.40 | —0:20
0.15 | 0.10 0.05
0.25 | 0.30 | —0.05
[ 024 -—008 —006 |- [ 018 —008 ~—0.02
| —0.08 0.16 —0.03 H,m —0.08 0.24 —0.04
|—0.06 —0.03 0.1275 | —0.02  —0.04 0.09
[ 040 —0.16 —0.08 |
S.= "'——0.16 0.40 —0.07 ;
|—0.08 —0.07  0.2175
. ( 3,58201 176264 1,88477 = ) X, = 8.10482
St = 176264 351657 178006 | Ja = 2.98928
| 188477 178006 586373 | . = 178519
I 0.48192  0.51097 —0.74338 ) :
P= | - 0.46424 . 0.54072  0.66256 }
| o0.74358 —0.66285 0.09167 )
o = ((nt+nt+l——2) 3/(n:+nc+1—3)) Fss (3 197)
=7, 84 .
Semﬂong1tud de Tos e]es prmc1pales '
‘ zl ; (7,84/8.19482)% — 0.98
; (7.84/2,9823)% = 1,62
s (7.84/1 78519)% = 2,096
Premult:tphcando los vectores .
( 0.978 y (—0.978 0.000 Y- 0.000 ]' 0.000 © 0.000
‘o.ooo}{ o.ooo} [ ,1.620} {-—1 620 | { o.ooo] [ 0.000]
L~ 02000 J L. 0.000J L 0l000) U olooo ) U~ 2.00

por la matriz P y realizando las transformaciones,

: Pz’

A= h(ayk—4

|=2.096

1
J



'REVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA

se obtienen los coeficientes de la matriz A,

f 0.1529 0.2471 0.1170 0.2830 0.3560 0.0440 ]
A= | —0.2454 —0.1546 —0.2870 —0.1124 —0.3380 —0.0661 |
t —0.0227 0.1227 0.1580 —0.0580 - 0.0310  0.0690 J

Nuevamente se puede advertir que las componentes relativas a d,
son todas positivas; las referidas a d. son todas negativas; mientras que
las componentes que corresponden a d; (que no reglstra mngun cambio
significativo) son de signos opuestos.

APENDIGE
La funcién de cuantia correspondiente a2 un vector con distribucién
multinominal de k pardmetros (k'4- 1 categorias) se expresa:

x+1 k+1
(nl,nﬂ,- Dy ; P1,Ps, - pk) = (D!/‘Ir ni') T P‘ni (Al)

Aproximando el primer factor de - (A 1) por medlo de Ia formula de
Stirling,
k+1

nl /7oy = (n® e™ n% 21_;-%) /= nf‘i e (my 2r)%

. ‘ T
= (Yar) ™ 2*(0fam)® = (Yor) ™ 0 (0/zn)% (1/7nin;)
de modo que (A.l) se puede aproximar por medlo de

g(n,, Do, . Oy} Pl Py < Pu) = (1/2‘5’)“]‘[2 (n/‘"' nl)!"5 i ((nPi)/nx) Mo (A2)
Si se considera el Gltimo factor de (A. 2), con la sustitucién

u,:ni_npl (i=1,2.. k+1) es decn' ni =u + np,, (A3)

T ((npi)/(ui 4+ mp;) )M == (1/(1 4 u,/np,)nl pasando a In

1nk’jl'l(l/l + w/op,) )% = In'r [(1/1 + u,/np ) (ui+ Dpx)
= ____’§’ (uy + npy) In (1 -+ wi/np;) . (A 4)

k+1
=—3 (w+ npy) [(w/np;) — (ui/np:)? 1/2.+ (us/np)°® 1/3 -]
resultado que se obtiene al desarrollar por Taylor In{1+4-u;/np;)

Efectuando el producto indicado y teniendo en cuenta que ulfn.——>0 y
u;*/n*~>0 cuando n > w0, 0 sea reteniendo tinicamente los términos do-
minantes, 1o anterior es aproximadamente igual a
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S [(w¥op)tuek(—u/2mp). ... 1= ((w/2mp)+u))  (AS)

Sin embargo, de acuerdo a la sustitucidn realizada

k+1 K+l K=t .
2 w; = E u;—-l—ukﬂ = 3 n( -n 3 P = n--n:O,es deCiI, Ug+y ==

= 2 u, , de modo

K+t

k+1
queE ((v’v2np,) +w) = 3 (v’/20p;) + Sw =3 (u*/2np,)
x
= 3 (uzx/znp.i) -+ uzk+l/2npk+1
x x
= 3 (vy/2op:) + (3 w)/20pss (A.6)
en definitiva,
k+1 L4 k k
In 7 (1/14w/op)% = —( 3 (v*/20p:) + (3 w)’/20pess)
de donde
k+1 L k k »
m (L/Irhu/np )™ = exp [—(1/2) (3 (wv/2np) + (3 w)y/20psss] (A7)
Por otra parte, el segundo factor de (A.2) tiende a
(n/=mp;)* cuando n~> e, ya que n; ~ np; (A.8)
Con estos resultados (A.2) se convierte en
k+1 x
(1/2x)** (n/=nop:)%  exp'[—(1/2) [3 (ny—np:)*/np; +
x
~+ (3ny—np;) )/0pe]l] = - (A9}
k+1 .
(1/2ar) P (1/0% = py)* eXP [—(1/2) (U’ (o"R)U]
pero como /nR/ = n¥ =« (1/pi) (A9) puede ser expresada del

siguiente modo

(1/2x) %% /n*R/*% exp ( —(1/2) (U’ (n”R) U) que es obviamente la
funcién de densidad de una normal multivariada, Nétese que de u; se
puede pasar a n; —np; sin necesidad de ningtn factor adicional ya que
el Jacobiano de la transformacién es unitario.
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