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OPTIMIZACION NO- LINEAL RESTRINGIDA ALGORIT MOS
‘ -DE BF‘SOLUCION* ‘

DARIO D. DONOLO

La optimizacién restringida debe mucho de su avance en la re-
solucién de los modelos a los métodos de célculo desarrollados en
base a la reiteracion de pruebas. Es decir el avance teérico en la
determinacién de las condiciones necesarias y suficientes en Pro-
gramacién No Lineal (Kuhn-Tucker, convexidad, etc.) han trans-
formado, en casos empiricos un problema de optimizacién en: la
resolucién de un sistema de ecuaciones e inecuaciones bastante dificil
de abordar, especialmente cuando las funciones y restricciones son
de grados superiores a 1 y relacionadas en forma no aditiva.

Este trabajo, en ese sentido, describe en la Primera Parte el
algoritmo de bisqueda de Paviani y Himmelblau para programacién
no lineal, y provee el programa de cémputo adoptado para un equi-
po ILB.M. 1130. En forma suscinta entonces, este informe resume
los- aspectos empiricos mas, relevantes de'la PN L., mis que los des-
arrollos tedricos.

En la Segunda Parte se plantea mediante la_ introduccién de
écuaciones convénierites la resolucién de problemas de programacién
entera, discreta, mixta o total y casos en que las variables tienen un
dominio limitado. Entendemos que’ aqui es donde el método de biis-
queda prueba su eficacia y permite abordar con éxito problemas
que mediante otros algoritmos resultaba- dificultoso encarar, '

- El orden seguido en los capitulos es:

1. Concepto.de Algoritmos de Butsqueda
2. Algoritmos de la Optimizacién no Restringida

2.1." Método de Nelder y Mead o del Poliedro Flexible
L 2 2. Metodo de las secciones Proporcmnales

* La Pmnera Parte de este trabajo se reahzo durante el Semmano que
sobre Programacién no lineal dicté el Prof. Rolando F. Orban.
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. Técnica de Interpolacién Cuadritica
. Optimizacién Restringida: Método de la Tolerancia Flexible

4.1. Criterio de tolerancia
4.2. Cémo se generan los diversos vectores soluciones X
4.3. Conversién de los vectores X en factibles o cuasi-factibles

Convergencia y confiabilidad de los resultados
Recomendaciones para el uso del programa

Desarrollo pormenorizando iteraciones

Condiciones de Optimidad estacionaria en Programaci6n
No Lineal

Aplicaciones

T OO

© XNow

SEGUNDA PARTE .

1. Programacién General
2. Ejemplos

LISTADO DE REFERENCIAS

PRIMERA PARTE
1. CONCEPTO DE ALGORITMOS DE BUSQUEDA

Por algoritmo de “btisqueda” se entiende aquel método de opti-
mizacién basado en reiteradas pruebas del valor de la funcién obje-
tivo con valores que satisfaciendo las restrlccmnes, son generados a
partir de una solucién inicial conveniente segin la naturaleza del
problema.

Para estos métodos la convergencia absoluta no esta demostrada
aun cuando por los resultados obtenidos se asegura eficiencia rela-
tiva, medida ésta en tiempo de duracién del programa y exactltud
de los valores hallados.

Seguidamente se desarrollardn dos algoritmos. de “biisqueda”
para el caso de optimizacién no restrmglda dado que luego van 2
ser utilizados en el caso de programacién con restricciones.

2. ALGORITMOS DE OPTIMIZACION ‘NO RESTRINGIDA -
2.2. Método de Nelder y Mead o del Poliedro Flexible .

Este método minimiza una “funcién de n variables mdependlen-
tes mediante e] uso de (n +1) vértices de un pohedro flexible
definido en En B

72



Piagrama de Flujo 1
FLEXT

START

Programn Principal para Minimizacion

CUCLULA CRITE-
KiODE 7OLERAN
CIR 1AIPHAL

+

OBTIENE POLIEPRD INIVAL Y OAL~
QULA CENTROIDE

K]

MINIMIZA T(] PAEA VX7 10k GoF -]
WO SATISFAQR KL CRITERIO N TOLE BAY
014, OBTEMIENDO NUEVOS VERIICKS

SELEQC/IONA vALoR MA- —‘E
| YorR y mBNOR DE FUNE. INOREMENTA CONTADOR DE
o8IETIVO IrBRACIONSS

f

SATISFA L RIS
TERIO DE TOLE,

AP 7
OBTIENE &,” sl Cacauviis CRIT
D VERTICES X DEL DE 70LEBAN.
GUE DA A Ry &t mAVor e/:i :
VALOR

Wdas .
K= Xeer L N
) =)

b,

ALINIBI2H 55 '. 7 2 . -
EN ZEFLEXI0N ‘ef{f;gx’ N A
~ SHTISEATE QR pwmend TEAUES DEL
R TOLERAN, QENTEQIDE N

<

Hi2:
x M;i =Xwers | ..__ﬁ
pUsay)o f i nee)

EXPUNLE &N
D/REOIION DEL
CRBNTROIDE

N DETEEMINA NUEVOS )C; 5 MINIMIZA

X 69, ) PARA 405 QUG No 3arisFAcsN o8
Nrewio 2e roLeeinga odsgsca

I S X

QuNTRAE
P aix = v s s OBTIENF
o X 8onr




OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

Escribamos el poliedro-en-forma matricial, donde las columnas
mdlcan las coordenadas y las filas los”diferentes puntos.

[ Xn
Xo1

L Xa+1,1

Xy2

Xae

Xia

Xn+1,2

oo Xyj
ces Xsj

. Xij

o Xn+1,j

s 2(2_,,,'

BN

. X

- Xp+in

[ X,
X

Xy

\ Xn-H.

-

4

Nelder y Mead dieron a este. método el nombre de “poliedro
flexible” dado que las filas del conjunto X van cambiando de forma
de mejorar a la funcién objetivo. Los extremos (puntos) del polie-
dro X son datos iniciales que se deben proveer al problema conside-
rando la topologia de la funcién a minimizar,

Usualmente la forma de obtener el poliedro X es por la suma
de un vector inicial I dado y un poliedro regular D (lados iguales)
que se calcula a partir de un tamafio lateral t dado.

Asi:
donde::
(ko
S T
is
I'= T
b dnda
( 0
0
0
D= .
|

X;I%D

do A
d, . dg
& o d
& A

= punfos-iniciales 'de- célculo.

_j;:‘;-pbliedro regular de
ni}1 puntos, en el

* éspacio n-dimensional.
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d = —/—— (vn+ldn—1)
’ nv2
S S p— -
dy = —— (vn4-1—1) -
nvy2 :
" t= distancia entre 2 vértices seguidos cualquiera,
PROCESO DE MINIMIZACION: | '

Se evalta la funcién para cada punto:

X))
© £(Xa)
) P f{Xl) O T '
 fXew) |

El vértice que arroje maximo valor de f(Xl), i=12...n41,
lo llamamos X, y el que arroje el valor minimo X..

Calculamos ahora el centroide (vértice que llamaremos Xu+a)
de todos los puntos excluido €l que da a la funcién objetivo el valor
maximo y que sefialamos como Xu .

Asf las coordenadas. del centroide serdn las med1as de las colum-
nas de X, excluyendo a X

1

X.{»gj:—“‘ ((n‘}‘zl}{)——‘{ .=1:2 n

n+2, § ] hj H > &y v 00y
-~ p L »

— J

. Suma de una columna de la
- matriz X, incluyendo xu

Con (n+2) vertlces (X1 Xe vo o Xn oo Xe v o Xasy, Xn+z) va-
mos a mejorar (mmnmzar) el valor de la funcién objetivo generan-
do otro punto que puede surgir de cuatro operaciones:
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OPTIMIZACION NO LINEAL - RESTRINGIDA: ALGORITMOS-DE RESOLUCION .

1) Reflexidn:

" - Reflejar X, a través del centroide X,.:, es obtener otro vértice -
X.+s, tal que:
Xn+s = Xn+z +O! (Xn-ﬂ’.""Xh) -

donde o > 0 es el coeficiente de reflexién.

2) Expanswn
Si f(Xp+a) < f(X.) expandu (Xars = Xats)
en la misma linea del centro;de, h‘amendo
Xors = Xass +‘Y(Xp+s-—v—., >n’a'—2) .
para y > 1 (coeficiénte de expansién)'

Si la expansidn es buena es decir que f(XnH) < f(X ) se reem- .
plaza a X, por Xp+s en el pohedro X original y ‘'se comienza nueva- .
mentc el proceso de minimizacién en una ijteracién 51gmente Si -
f(X,24) > £(X.), reemplazar a X, por Xuss en el poliedro y reiniciar .
las etapas nuevamente.

Una visualizacién de estas dos operaciones (Reﬂeﬂén y Expan- ©
si6n) las podemos ver en el siguiente grafico. '

Funcién: £f(X) = {(x , %)
Espacio de dos d1mens1ones n=2

Ntimero de verhces de traba]o = nt+l = 3

r Xx i R Xh
Vector de vértices' } ‘ ’
| l X l Xs
Centroide — Xo+e = X4 3 o= 1 y:2
Reflexi6n: X; = X, 4 1(X, —X,)
; "'-“Expansmn Xo =X %Xy == X)-
Si f(Xa) < f(x), el poliedra queda: R

| SR




.REVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA ... .

e e Y

Si £(X,) > £(Xs); el poliedro queda:

- X
[ X,
3) Contraccién o

Sif(Xass) 5 £(Xi) V'#E se contrae el vector (Xis— Xa.s) haciendo
Kavs = Xovs + B(Xo —Kasa) - - L
0<p<l

donde B es el coeficiente de contraccién. Se reemplaza a X» por Xa+s,
en la Reflexién y se sigue con el proceso desde el principio.

-
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OPTIMIZACION NOILINEAL. RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

En nuestro ejemplo, si 8 = 0,5,
X =Xi 4+ 05 (X,,-——Xg)
y el pohedro queda e,
(&
)
Xs

4) Reducczon

Si E(Xn+3) > f(Xh) se reducen todos los vectores (X, —ZX))
parai = 1,2,...,n+ 1 por mitad a partir de X., haciendo

x+05(x —X.)

Luego se reinicia el proceso de optmuzacxon desde el prmcxplo

.17



T 7 REVISTA DE: ECONOMIA Y ESTADISTICAI -~ 7. "

En el ejfemplo que se estd desarrollando los nuevos vértices
- serfan:

Para terminar el proceso con resultados de aproximacién al épti-
mo local se calcula la media de las distancias entre el valor de la
funcién para cada vértice y el correspondlente al ‘centroide.

El criterio de fmahzacmn es:

1 n+i ! l % .
{ - 21 [f(Xi)"“'f(Xni—z)]z { <€ -

.!‘_+<1» R

Segun se observa en la expresmn anterior cuando mas pequeno
sea el pohedro luego de un proceso de minimizacién, se entiende
que estamos més cercanos al opt1mo dado que ¢ €s un namero arbi-
trariamente pequefio. LT . .
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OPTIMIZACION NO™LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

Finalmente sefialemos que el valor de los coeficientes utilizados
depende. de la naturaleza del problema aunque los ‘méis ut111zados
y recomendados por los autores en base a la experiencia son:

a=1
B =05
Ly =2 ..

La convergencia de este algoritmo se asegura dado que en varias
etapas £(Xa+3) > £{Xs) como consecuencia de que la reflexién pro-
pondrd un punto que excede al mayor de los vectores del poliedro,
lo que implica una reduccidn del poliedro. Al reiterarse este pro-
ceso, el poliedro tenderd a convertirse en un punto y entonces todas
las reflexiones lo excederan, lo que implicard una nueva reducci6n,
y asi sucesivamente, hasta que el criterio de finalizacién se verifique.

2.2. Método de las “Secciones Proporcionales”*

Este es un método de bisqueda unidimensiona], cuando el pro-
ceso de optimizacién ya esté avanzado. Supongamos que se han ido
probando diversos puntos x que han dado f(x) decreciente, hasta
que en un punto que ﬂamamos xa,f(x) vuelve creelente o estacio-
nario: Es decir . ,

f(Xa) f(Xs) S g T

A este nivel se inicia el proceso de minimizacién a partir--de
%s; % y €l punto anterior de prueba x,. El objetivo_es reducir el inter-
valo desde x1-a x a los efectos de captar el punto minimo.

“'Definimos:

Luego calculamos ©7. ©" 7 LT U0t owc LT

YI—X1+F1 —-—X1+038A : .
y’a—X1-{-F3A = Xa-*- F1A = Xa—'- 038A

! También -lamada de “Secciones Medias,. como haduccion;dev “Golden
Sections”. ’ N

* F, y F, son las denominadas fracciones de Fibonacci, que indican que
todo un mtervalo de puntos es el segmento mayor lo mismo que “éste es el
segmento menor. Es decir A/Fo=Fo/F; — AF1= (F:)* vy si A=1 > F
]-?}— F0-6—21 Fibonacei - detect6 que estas £racc1ones podnan ser F1 038 y
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k)
4

SEA

{C§3 : N .
LN\
Jal

a Do Z, : (j_‘li.v.zzf 13 ' 23 - -

Ahora se’ evalua la funcu.’)n para los. puntos Vs y,
Si £(y:) < {£(y2) reemplazamos a X% por yz y volvemos la inter-
accién desde el calculo de . :

Si f(y1) < f(y2) reemplazamos X; por y1 y volwendo a A nue-
vamente

~8i £(y:) = £(ys) podemos reemplazar o bien x, por y: O bien
x; por vy, 'y retornar ‘al clculo de A y seguir las interacciones.

El proceso se termina cuando |ys— yi| < ¢ mimero arbitra-
riamente péquefio.’ . , -

3. TECNICA DE INTERPOLACION CUADRATICA®. . - i

Sean dos puntos X; y X. entre los que se desea obtener otro X*,
tal que determinado funcional ® [f(X)} esté cercano a la frontera de
£(X), de forma que ® [f(X)] sea cercana a cero.”

" "Cualquiér-punto entre X; y' X. se puéde obtener como
X=X XS para’ OAW A

. V‘A? Para émplia: ‘este puﬁto ver Ref. (5)4y Ref. 8).
4 También llamada de “Lagrange Modificada®,
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OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

donde -
"~k = iteraciones.

- %
= {é; (x5 —"x;)* }

= distancia entre

' ! o 'x; pertenece a X,

’x; pertenece a X,

S a .S, = (Xx-'-Xz) /A*

y de aqui : ‘

X = &"}‘)&*S
Calculamos
T Z= 0 [£(%)] ,
7, = 0 [£(X: -+ 0,54*S)]"
Za =4 [f(Xx)

de donde Zx, 7. y 23 son valores de 0[f(X)] 1gualmente espaciados
entre los puntos X: y X, El vector X* para el que 6 [f(X)Y] sea apro-
ximadamente nulo es:

B4 VB —8AZ

X* = X, + - A*S
S

donde” o
A= 7Z,—27.+47

. B=3Z—4%+7Z

. I.a expresmn anterior se obtiene de una aproximacién de seg-
mento_ de. 6 [f(X)] en el mtervalo definido por AX,

4 OPTIMIZACION RESTRINGIDA: METODO DE LA TOLERANCIA - .
FLEXIBLE (M T F. )

Dado el problema general de programacmn no lmeal

" PROBLEMA -

(1) h(x) =0 . i=1"....m (1)
g(x) >0 i=m+41,...,p
t mn ,
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. REVISTA DE.ECONOMIA Y ESTADISTICA - ... ...

el M.T.F. combina el Método de Nelder and Mead, el de las “Sec-
“ciones Proporcionales” y el de “Interpolacién” en un nuevo problema
no lineal del que se obtendra una solucién similar al sefialado en (1).

Este es: : ' : : .

minimizar f(x) = para XeE®

PROBLEMA
(2)

con la s1gmente restriccidn: A _ }

T(X)<<zs<k> o J

donde T(X) es un funcional compuesto por todas- las igualdades y
desigualdades no satisfechas por el vector que hasta ese momento
se haya generado. Asi: ,

T(X) =+ {é hy(X) + 3 Ugi(X) ]

Cuando una hi(X) es satisfecha automaticamente se hace igual
a cero por definicién del problema (1). Si gi(X) <0, es decir X
cumple con la desigualdad, el U; correspondlente es nulo y cuando
g(X) <0, Ui=1 .

Es decir, U; (operador Héaviside) trabaja asi:

g(X) <0 ===> U, = 1
g(X) >0 ===> U, =0

En resumen, cuando T(X) =0, vale decir que-todas las restric-
ciones se venﬁcan se ha generado un vector X que-es faztible para
re.ién evaluar a f(X) en ese punto. Es asi que gran parte .de los
algoritmos de ‘btisqueda invierten gran nimero de iteracionés en
generar puntos factibles, lo que va en desmedro de la celendad en
Ta obtencién del resultado. -

.Ante este problema D. Paviani y D. M Hunmelblau d1senan el
M. de la Tolerancia Flexible que prefiere relegar algo de la facti-
bilidad absoluta de la solucién por otra cuasi-factible, que penmta
incrementar el niimero de pruebas de la funcién objetivo y asi acer-
carnos mas rapidamente al dptimo o sub-dptimo (en nuestro caso
minimo). S - :

5 Ver Réf. (1).
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OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

JCudl es el criterio de la cuasi-factibilidad?

" @, criterio de tolerancia flextble es el que determina en el
programa (2) si una solucién es cuasi factible o no factible; de ahi
el nombre de criterio de tolerancia. Lo de ﬂexzbzlzdad se debe a que
el nimero @ va disminuyendo con cada iteracién k de forma
que a medida que el algoritmo va avanzando @ ® tiende a cero, 0
lo que es lo mismo que cuando:

X

De otra forma

— 0

-> X* (6ptimo) <==> g®

Hm Q(k) =0
X - X*
Asf es que el problema (2) se convertird en el problema (1) a
medida que nos acercamos al dptimo.

f(X* ' : £(X)
Problema (2 : Problema (1) hy (X*) =0 ¢==3 £(X*)
O XN =0 g (X*) >0 T(X* =0
El problema de cuan cerca se esté del dptimo factible depende

del niimero de iteraciones k realizadas y del criterio de convergen-
cia elegido (&).

Graficamente:

A -
g

& R
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donde k** corresponde a X* yk*a X* - o - ool

_&.€s un mimero arbitrario tan pequefio como se quiera que deh'
mite un sub- -Optimo local X** del dptimo local X*.

~Por lo tanto en la finalizacién del programa se Veriﬁcaré ‘que °
) < f(x*x)

o %]
(XS Ungh (X™) } e

(""’;“W
TlMa

i=m+1

Esta tltima inecuacién significa que-la suma de las restricciones
no satisfechas no supera a &, lo que implica que cada restriccién no
puede tampoco ser excedida por mas de .
Plan‘eado ya el funcmnamlento general del M.TF. queda por
determinar:

4.1. Los diferentes valores de (5 @ (criterio de toleranc1a)

4.2. Cémo se generan los diversos vectores solumones X .-

4.3, Como se convierten los vectores X én soluciones factzbles
o cuasi factibles para 1uego probar f (X)

4.1. Criterio de Tolerancia -

El criterio de tolerancia @ % ya vimos que era una funcién
positiva no creciente; su forma de calculo es:

Q(k):min {Q(k—l)’g(k)}; g(o)zz(m+1)t*

%
m“l"l n+l n

x( xK) )2
m—l—l jm=l jm=1 i m-+2,}

o(k) —

donde
= tamafio del poliedro inicial

= cantidad de ecuaciones
— ndmero de coordenadas

~ B B

= ntimero de iteracién

* Fl a.lgontmo ‘también permite la mclusmn de un 0(10 exégeno cuando
12 funcién no decrezca.
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OPTIMIZACION NO:LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

x) e TR
- Xu+25 = coordenada j correspondiente al centroide calculado
con n—{-l vértices

) Exphquemos el 31gn1f1cado de 6‘“ Supongamos que en una ite-
racién k cualquiera el poliedro con que trabajamos es:

r'Xu, X1 ... Xy eee Xin A [ X; )
X . X © ..o Xy ... X . |- Xe
Xe= | % X oxi exma || X
Xx-'l:l]—. - Xr:ﬂ.‘.! - : .__Xrﬂ.L . Xr+1m .4 f'" X.r-!-.l
Ll;n..«l:l,1‘ ;{;;1;_2 ;(;;1,1 - X;x+1,§ J- U X.u+1 J

De todos los n+l vértices se calcula el centroide Xusz, de si-
guientes coordenadas: :

'[Xn+2,1 Xnt+2,2 < -+ Xntzg .o Xn+2,n]

Lﬁego de hacer: -~ ... -

. . m+1 1 -
0(}:) — ) 2 liX(k) — X ”
. o 11'—4]—'1‘ =T ': v n+e

lo que se esta 1mph01tamente calculando es una dlstanma (desv1a-
cmn) media de todos-los vértices X, al centrmde.

- -Vearnos un- ejemplo:

" Sea una Funcién definida en E® donde:
n=4 T
n+1 = 5, niimero de vértices con que trabaja el -algoritno. -

m .= 4, niimero de ecuaciones .

Xis

S ‘ Xjx, X Xi4
i=1" 2 3 4 2

i=—2 3 8 ~ ..6". 1

i=3 5 - 3 5 3

i=4 1....3 -3 -3 .
i=35 1 2 7 SR
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Cdleulo del centroide
‘ n n+l ] e '
Katzg =— | (S xyy) =% | ;] =012, ...,n
: 1A J BT
X 5 8 7 3

Sx; 12 19 2 10

n+1l

2 Xij — Xnj 7 11 18 7 ‘
i=1 -

Xa+s,j 14 - 22 3,6 14

Cdlculo de 6

4+1+
) = e
441 (¢t

Tpe
M.

_ ) %
(X;j "‘"'Xn-}-z,j)’ } = 8-789
3 : .
6% (positiva) puede aumentar o disminuir segin k (iteracién),
pero @ serd siempre una funcién no creciente dado que siemp:e
es el menor valor de los calculados anteriormente. .

Finalmente indiquemos que segiin avance el algoritmo y dado
que los vectores X se generan por el método de Nelder y Mead ya
estudiado, la diferencia (Xi; — Xa+2,;) tenderd a cero, de donde
@ —0 lo cual asegura la convergencia hacia una solucién minima
local, cualquiera sea el vector inicial elegido®. o

En el trabajo inicial Paviani - Himmelblau’ propusieron como
criterios de tolerancia a un componente:

1 r+1” - w
g(k) —_— 2 (x(k) — X(k) )2
.. (1'+ l) f=1 1 r+2fj

0(°.) - 9t

¢ Ver discusién del tema en- seccién 5.
7 Ver referencia (1).

‘86



OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS-DE RESOLUCION

donde:

T =1n-—m:= grados de libertad de f(x)

En una segunda publicacién® se hace:

: %
g(k)=m+l {’E 3 (x® — x® ) }

r + 1 IR RN Lol ij r+2,}

Nuestra observacién a ambas expresiones anteriores es que se

pierden vértices del poliedro para ser evaluado al reducir su can-
tidad de (n4-1) a (r+ 1) y que justamente cuando mis ecuaciones
tiene el problema mas puntos son necesarios para asentar el poliedro
sobre la topologia de la funcién y del funcional T(X).

4.2. Generacion de diversos vectores soluciones X

Para la generacién de vértices con qué evaluar la funcién obje-

tivo se utiliza el Método de Nelder y Mead. (Para una rapida com-
prensién- ver el diagrama de flujo del Programa Principal).

Supongamos que todos los vértices que nos provee el algoritmo

del poliedro flexible son factibles o cuasi-factibles, es decir que

% N> o PP@E

T(X) < ¢ -para todo k.
En ese caso el M.T.F. opera asi:

Se induce un vector inicial ‘I

Se calcula el poliedro regular (la regularidad no es limitativa)
X=14+D

Se .calcula el centroide Xu+» si. r=mn, 0 si no X,+,, cuando el
problema tiene ecuaciones solamente

Se calculan X, y X.

Se realiza la reflexi6n

Se realiza la expansién o la contraccién o la reduc:ién

Con el nuevo vector vuelve a 2.

4.3. Cémo se convierten los vectores X en soluciones factibles o

cuasifactibles.

<Qué sucede si T(X) > @%? En este caso &l vector X 1io provee

una solucién factible o cuasi-factible y por lo tanto debemos buscar
otra solucién para segmr operando

8 Ver referenma (2)
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El M.T.F. propone minimizar el T(X) no factible hasta ..
T(X) < g® T
luego continuar con la operatoria indicada en la seccién anterior.

En el Tiiagramé de flujo ntmero .1 en trazo grueso, se denotan
las etapas en las que se minimizara T(X); ellas son:

a) después de introducir el. vector inicial I
b) cuando hemos obtenido el poliedro

e) despues de haber elegido X.

d) cuando se halla el vector reflejado

e) cuando se halla el vector expandido

f) cuando se halla el vector contraido

g) cuando se reduce el tamafio del poliedro.

¢En qué consiste este proceso de minimizar T(X)? Recordemos
pnmero que :

%.

m

T(X) = [2 BAX) + 73 U:&(X)]

U = 0sig(X)>0
para e
’ U, = 1si g(X) <0

Supongamos que en la interaccién (k) el vector X no satisface
a @, es decir:
T(Xk) > Q k)

Para obtener otro vector factible o cuasifactible aplicamos al-
ternativamente tres algoritmos: (ver Diagrama de Flujo 2):

a) el de Nelder v Mead

b) el de Secciones proporcionales

c) el de interpolacién.

a) En el pr1me1 caso consideramos que T(X) es una funcién
que se debe minimizar, como el planteo general no restrmgldo v15to
en la seccién 3.2.
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“De este proceso.se obtendrd una serie de vectores de los cua-
les se seleccionard aquel que haga T(X) >.g®: Para iniciar- el
algoritmo de las secciones medias cuando T(X) < g™ calculamos:

A(S) = —s {T(X) — T (Xasz) 3
m+1 ’t,‘
§i A(S) > 10 seguimos ‘con’ el Nelder y Mead de lo contra-
rio vamos al punto b).

b) Este procedimiento visto en el punto 3.3. realiza la mini-
mizacién en todas las coordenadas del conjunto de puntos X (Vérti--
ces del poliedro), tratando que durante el proceso se determine
algtn punto factible o cuasi-factible. -

Cuando se ha realizado un néimero conveniente de iteraciones -
y ningun vector resulta apto para continuar el algOritmo, correspon-
der4 iniciar nuevamente el proceso, cambiando los pardmetros del
algoritmo de Nelder y Mead (a, v,3) como asi tamblen el vector
inicial ®,

IIM+
[ —

¢) En los casos en que el programa no lineal se restrinja dnica-
mente por desigualdades, el algoritmo de Nelder y Mead se prueba
ineficaz en algunos casos dados que no puede legar al Gptimo, .
segin de la experiencia en casos empiricos. Supongamos como en el
grafico anterior que el 6ptimo. corresponde al punto 0. Si se da el
punto A como vértice inicial, luego de la reflexién y contracecién
estamos en B. El proceso contrario nos llevard a otro punto C, fac-
tible, pero- cercano. al vértice inicia] A. e

Relterando el proceso se generan nuevos puntos szempre Ielanos
a0; la expenencm aconseja entonces realizar una mterpolacmn
entrc CyWw, ultnno punto factlble de forma de captar un valor
prommo a 0.

Este procedmuento se ha visto en el punto 3 donde aqui
0E(x)] = é’»gﬂ;(X)_Ur en ¢l punto X,
- =1 : o
WA= Xx
C = X, .

LTl La salxda mdlcaré qué los resultados obtemdos Son ‘provisorios. -
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Como resumen sefialemos’ que la- interpolacién surge cuando
m=0y T(X) = 0. 4

L
Fup CION
OBJIENVQ

REGION
Faciiglf

nan)nIuHH nvnn nrnn.'

FFTFERT IV T TR TR T T)

(o]

5. CONVERGENCIA Y CONFIABILIDAD DE LOS RESULTADOS

. En varias partes del rabajo se ha hecho referencia a la conver-
gencia del Método de la Tolerancia Flexible y.a la confiabilidad
de los resultidos. Abordamos nuevamente aqui el tema a los efec-
tos de clarificar este aspecto.

5.1. Los algoritmos de bfisqueda no garantizan convergencia
mondtona hacia el optlmo El Método de la Tolerancia Flexible
dirige la investigacién del. véctor solucién. hacia una regi6n: que
mejora el valor de la funcién objetivo, aun cuando aquélla no im-
plique que ésta disminuya (en minimizacién)-con cada iteracion.

5.2. Si el problema admite varios 6ptimos-locales, con el M.T.F.
se las podra detectar siempre dependiendo del vector inicial elegido.
Esto no.comporta una falla de los. algoritmos de hisqueda -dado que
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la- teoria no provee, tampoco, mecanismo para la deteccién -de to-
"dos los 6ptimos locales, excepto en el caso de funciones continuas
y diferenciables no restringidas. -

En este sentido conviene .sefialar que la condicién suficiente
de un 6ptimo estacionario ™ permite analizar en qué entorno del
conjunto factible el vector solucién es minimo o méximo local. Si
las condiciones de concavidad y convexidad se mantienen para toda
la regi6n de factibilidad, el vector solucién determina un Optimo
global.

El procedimiento analitico sefialado si bien es preciso presenta
dificultad en la determinacién de un conjunto de puntos factibles
para evaluar concavidad o convexidad de la funcién objetivo y de
las restricciones con miras a especificar una solucién local o global.

5.3. Con el objeto de establecer un método- que-dé al invest-
gador de un problema no lineal la seguridad relativa que en el en-
torno del punto hallado no existe otro éptimo local, es que hemos
disefiado un procedimiento heuristico para establecer las cotas maxi-
mas y minimas para el conjunto de puntos generados por el M.T.F.,
y para cada variable: - - e

Es decir que en el punto L (ver en el grafico) sus coordenadas
verifican (en caso de E’) ' :

Xom K Koo K Kot
Xim < X1, ,<‘Xm

donde:

Xen ¥ Xam SON respectivamente las cotas méximas y minimas de
varjacién de x. en el algoritmo, del mismo modo, las cotas x, son
Xt Y Xme LOS puntos que determinan las cotas son todos los em-
pleados por el M.T.F., en el programa principal y en las subrutinas.
Conociendo la densidad de puntos que provee el algoritmo es muy
improbable que en el poliedro 1,2,34 (en nuestro ejemplo) pueda
existir otro 6ptimo. local de mejor valor para la funcién objetivo que 1.
Dicho dé otra manera, cualquier-otro vector inicial dentro de 1,2,3,4
muy posiblemente determinard L. en un ntimero finito de iteéraciones.
. . Otro aspecto que pareciera ser importante dentro de este desa-
rrollo es que si partiendo de puntos externos el poliedro- 1,2,34,
la-solucién sigue siendo L, -se. puede ir ampliando el poliedro para
indicar, con. las reservas apuntadas, que esa_ es la soluci6n 6ptima
local en ese poliedro. - '

© 1 Bp el capitulo 8.4 se enuncia la condi¢ién de Sufidiencid.
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“Ast el vector (x,, X5 .., '{n) es el 6ptimo local enel pohedro

X1m < X1 < Xu:
Xom < Ko < Xau

’ xnm <.Xn < XnM

Este tltimo desarrollo es una propuesta para poder determinar,
en principio; un criterio 1ela11vo para f1]ar la validez de la solucmn
hallada. .- .

En casos concretos, el poliedro de cotas- podna compararse con
los campos de. vanaqlén probables de las variables en cuestion.

5.4. S1 el algontmo falla despues de [2x(numero de vanables
+. 1) ] iteraciones en.la sub-rutina del Nelder y Mead ‘y tres veces
con el Método de las Secciones Medias, entonces, se- determina el
vector fina] no factible hallado, - -

- ' La falla del algontmo puede deberse a algunos de Ios s1gmen-
tes motivos:: -

a) Porque el vect01 1mc1a1 esté muy dlstante de la- solucmn vy las
iteraciones" limites  sefial ladas mno-—permiten avanzar suflc1ente-
mente en el logro del éptimo. Aqui se recomiénda recomenzar
el proceso tomando como nuevo_vector mmlal al ultlmo obtenido.
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b) Porque el criterio de convergeﬁcia (¢) es muy ajustado y la
~cantidad de iteraciones necesarias.para legar a la solucién x
.que satisfaga dado criterio .sea’ muy grande.

¢) Porque los coeficientes «, 8, y sean inadecuados para el caso que
se trate. Aqui conviene hacer modificaciones significativas en
. los pardmetros, tomados mdlv1dua1mente y comprobar la evo-
Tucién de las soluciones,

d) Porque no exista solucién debido a que el con]unto factlble sea
incompatible o" bien no acotado.

El 6ptimo hallado por este algoritmo no Hene por si las carac-
teristicas de estacionaridad. Es por ello que con el vector solucién
deben -verificarse las condiciones necesarias y suficientes para que
el 6ptimo sea estacionario. En el Capitulo 8 se analiza un ejemplo.

. 5.5. La buena eleccién del vector (V.1.) implica evitar muchas
iteraciones en_la obtencién del resultado. En 5.3. se ha visto cdmo
con diferentes V.I. podriamos obtener varios resultados (déptimos
locales) si los mismos existen en el problema propuesto.

- . Himmelblau propone especificar como V. I. a la media del inter-
valo de variacién que se supone tendra cada variable segin la expe-
riencia que provea los. antecedentes del problema.

" En muchos casos conviene resolver el sistéma-de ecuaciones (si
es determinado), cuando él problema con’ceLga también inecuaciones,
e iniciar el proceso con-ese-V.L™. = - " - -

~Finalmente, recordemos que si el programa desde el comienzo
falla en espemﬁcar un vector factible, hay que tratar de introducir
las ecuaciones en la funcién de decisién y mantener en las restric-
ciones solo las inecuaciones. .

6. RECOMENDACIONES PARA EL USO DEL PROGRAMA #*’
Para operar-con el programa M.T.F. los pasos son:

6.1. Llamar el programa con las 51gu1entes tar]etas (luego que
la Subrutina Problem estd en maquina): A

 Debe aclararse que el método también permite resolver sistemas de
ecuaciones como una aplicacién de la programacién no lineal, Ver seccién 9.5.

12 Agradecemos al Sr. Eduardo Aime del Centro.'de’ Cémputos su amplia
colaboracién para modificar y ampliar €l programa en FORTRAN.

El Listado del Programa y los Diagramas de Flujo en detalle se encuen-
tran disponibles en el Instituto de Econometria y FEstadistica.
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-~ COLD START - : g -

//XEQ FLEXI— 2
*LOCAL FLEXI, WRITX, INIC, FEAS 1, FEAS 2, FEAS 3,
FEAS 4, CENTR, CENTR, MAXVL, MINVL, CENTI
*LOCAL FLEXI, SEGMA, EXPAN, CONTR, REDUC

6.2. Introducir el problema de la siguiente forma (luego que
“Subrutina Problem” est4 almacenada):

6.2.1. Ficha encabezamlento de colummas 1 a 80
(Tar]eta A)

6.2.2. Pardmetros: (Ta.r]eta. B) . :
- Columnas 1 a 5: ntimero de variables totales inde-
: : pendientes). (NX).
Columnas 6 a 10; Ntmero de igualdades (NC)

" Columnas 11 a 15: nimero de desigualdades inclu-
yendo las restricciones sobre no
negatividad o mno- ‘positividad

: de las variables (NIC). :

Columnas 16—25 Valor de la magnitud inicial del

) poliedro; t no debe tener mas
de 5 decimales. :

~ Columnas 26-35: convergencia deseada; para este
: equipo no mis-de 10’5 .

Columnas 36-45 - ALFA -Si se deja-en blanco = L.

- .Columnas 46-55 - BETA - Si se deja en blanco = .5
. Columnas 56-65 - GAMMA - Si sé deja en beo. == 2.
De columnas 1-15 formato 315 y de 16 a 65 formato
5F10.5.; «, 13, v pueden cambiar-

se solo en el Programa prinéipal

6.2.3. Vector inicial X (Tarjeta C)
Un valor cada 10 columnas (8F10.5)

- 6:3. El programa se incorpora en forma de subrutma de la
siguiente forma: C .

'COLD START

“4°// FOR ~

~ ONE WORD INTEGER
SUBROUTINE PROBL (INQ)
COMMON
IF(INR-2) 1, 2, 3
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6.4.

- -+ 1:-CONTINUE- :
ST (Igualdades en lengua]e FORTBAN )
:.GOTOS5.
2. CONTINUE
(Desigualdades en lengua]e FORTRAN)
ot GOTO S :
3. CONTINUE
GO TO 5
5 RETURN. ‘
Los valores de los pardmetros que estdn en €l programa son
& = 1
- B =05
b 2 )

para el programa principal y para subrutinas

6.5
' 6.6.

6.7.

6.8.

El criterio de convergenma de A(5) es 10‘“

El programa minimiza; para maxmuzar se multlphca la
funcmn ob]etwo por (-—1) '

Las variables siempre se inicializan como X(i).

Conviene iniciarse un_proceso con convergencias del 1%
y luego ir avanzando, en ¢, a partir del valor de solumon

~hallado. .

Para uso didé{ctico-se ha indorporado el uso de Ha\fes que
permiten pormenorizar los pasos del algoritmo:

a) Con las llaves. todas bajas se imprime una iteracién
.cada 2(NX+1) vectores soluciones.
b) Con la llave 1 levantada se imprimen todas las itera-
ciones con vectores factibles o cuasi-factibles.
¢) Con la llave 2 levantada se imprimen las operaciones
(reflexién, expansién, contraccién, reduccién) del Pro-
grama Principal.
d) Con la Hlave 3 levantada se imprimen todos los pasos
de minimizacién de T(X).
e)’ Levantar llave 4 ordena leer otro vector inicial del mis-
mo problema. (Tarjeta C)
f) Levantar llave 5 significa formar un nuevo problema.
(Tarjetas A, By C)
Cada llave es independiente de Ias otras



6.9.

© 7 REVISTA DE_.ECONOMIA Y ESTALASTICA:

Indiquemos que una vez obtenido el fesultado se debe
verificar el vectoi obtenido. en las condiciones de Kuhn-
Tucker (o de otros autores) y las corréspondientes a la
concavidad y convexidad de la furicién y restricciones.”

6.10. El critério de Tolerancia resi)onde a la siguiente expresién:

P® = min{ .0 2%}; @ ® —9(m+ 1)t

CIST §= 40 0 mead -

® mt S < a0 __ w e *
. 2° S S (x x® )R

6.11.

- 6.12.

n—}—l

Recordemos, tal como se vio_ en el punto 4.1 que 6% res-
ponde a diferente expresién en el algoritmo original,

Actualmente el equipo recibe problemas:de aproximada-
mente 8 variables presentadas en forma aditiva. Para cada
problema hay que explicar nuevaménte la DIMENSION.
‘Como el prograia no trabdja con EXTENDED PRECI-
SION, muchos limites de conve:genma no se ven.ﬁcan por
errores ‘de redondeo.

7 EIEMPLO PORMENORIZANDO ITERACIONES

Para mostrar el comportamiento del algontmo de Pavxam y
Hlmmelblau ‘elegimos el siguiente ejemplo: ** .

anmzar f(x) = 4x,—x>—12
o hy(x) = 25 —x—x%
g:(x) = 101\1—x1+10x2——x2—-34 0
g(x) = x>0 .
ga(X) = x>0 ’ _:. '

) En Ia subrutina PROBL. se presentaria el caso asi: .

13 Ver referencia (3).

" 1. CONTINUE

R(1) = 25—5((1)**7—-—X(9)**2
GOTO 5

RN

¥ Ver referencia (1).
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2. CONTINUE
R(2) = 10°X(1) — X(1)* 2+ 10*X(2) — X(2** 2 — 34

R(3) = X(1)
R(4) = X(2)
GO TO 5.

3. CONTINUE _
R(5) = 4*X(1) — X(2)*2 — 12
GO TO 5 :
5 RETURN

Se acompaiia seguidamente la solucién del ejemplo en orden
decreciente de detalle de las iteraciones. (Asi decimos dado que la
ejecucién comienza con las llaves 1, 2 y 3 levantadas y a medida
que avanza el algoritmo se las baja, de forma de obtener las solu-
ciones finales de cada iteracion).

- En el gréfico 1 se presenta la generacién de la primera solucién
cuasi-factible, luego se detalla la evolucién de las soluciones desde
k = 1 hasta k = 20. De una visualizacién del grafico se puede ob-
tener una idea de la evolucién del algoritmo en todos los puntos.

Los puntos del 1 al 50 se indican en el grafico; desde el 51 al 100
no se sefialaron dado que serfa dificultosa su indicacién, Recién en el
punte 100 se obtiene el primer vector factible:

% = 3,019927 vy  x, = 3981700
Desde este vector al 115 se muestra la evolucién hacia la solucién
x = 1,001269 vy x = 4389721

Incluimos seguidamente los resultados obtenidos a partir de dife-
rentes vectores de prueba inicial. Obsérvese que aun cuando éstos
sean muy diferenciados arribamos a resultados similares.

VECTOR INICIAL SOLUCION ITERACION
PROBLEMA
X1 Xo X1 Xz FINAL
7.1 1. 1. . 1.001269 4.898721 20
7.2 3. 5. 12012195 4.896487 19
7.3 7 3. 1.001523 4.898686 16

o7



REVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA

PROGRAMA DE ‘ Problema 7.1-
- PROGRAMACION NO LINEAL RESTRINGIDA ’
(MINIMIZACION) :

ALGORITMOS UTILIZADOS

- POLIEDRO FLEXIBLE (NELDER Y MEAD)
SECCIONES MEDIAS (GOLDEN SECTIONS)
TOLERANCIA FLEXIBLE (PAVIANI-HIMMELBLAU) -
INTERPOLACION DE LAGRANGE MODIFICADA

PRUEBA PROG. NO LINEAL

NUMERO DE VARIABLES INDEPEND. 2

NUMERO DE IGUALDADES 1

NUMERO DE DESIGUALDADES 3

MAGNITUD D/POLIEDRO INICIAL 0.10000E 01|Llaves1,2,3
LA CONVERGENCIA DESEADA ES 0.10000-E03| levantadas
ALFA = 100

BETA = 0.50

GAMMA = 2.00

EL VECTOR INICIAL SELECCIONADO POR EL USUARIO ES
0.100000E 01  0.100000E 01

EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL es 0.400000E 01

LA SUMA DE LAS RESTRICCIONES NO SATISFECHAS ES
- 0.280178E 02
VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = —0.8000001E 01

EL VECTOR ES .
0.1000000E 01 0.1000000E 01

I.OS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.2300000E 02

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
—~0.1600000E 02  0.1000000E 01  0.1000000E 01

EL VECTOR INICIAL X, 1\‘{0 SATISFACE EL. CRITERIO DE
TOLERANCIA INICIAL
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v#a##a&&ﬁ#vﬁCOMIENZA SUBBU,ITNA FEASBL&& aa#‘a ER-2-2-2-2 ]

POLIEDRO INICIAL

0.1000000E 01  0.1000000E 01 (Punto N° 1)

0.1193185E 01  0.1051764E 01 (Punto N© 2)

0.1051764E 01  0.1193185E 01 (Punto N9 3)
REFLEXION ~

0.1244948E 01  0.1244948E 01 (Punto N© 4)
EXPANSION

0.1367422E 01  0.1367492E 01 (Punto N° 5)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.1367422E. 01  0.1367422E 01

REFLEXION _
0.1226000E 01  0.1508843E 01 (Punto N° 6)
EXPANSION :
0.1242408E 01  0.1737383E 01 (Punto N°® 7)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.1242408E 01  0.1737383E 01

REFLEXION
0.1558066E 01  0.1911619E 01 (Punto N° 8)
EXPANSION
0.1811218E 01  0.2270836E 01 (Punto N° 9)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 3 MINIMIZA T(X)
0.18112I18E 01  0.2270836E 01

REFLEXION

0.1686203E 01  0.2640796E 01 (Punto N° 10)
EXPANSION :
0.1845593E 01  0.3277483E 01 (Punto N? 11)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 4 MINIMIZA T(X)
0.1845593E 01 0.3277483E 01
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REFLEXION
0.2414402E 01  0.3810936E 0L (Punto N 12)
EXPANSION ' : '
0.3000393E Ol. 0.4847713E 01 (Punto N° 13)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 5 MINIMIZA T(X)
0.3000399E. 01  0.4847713E 01

REFLEXION

0.3034772E 01  0.5854356E 01 (Punto N° 14)
CONTRACCION :

0.2117106E 01  0.3166716E 01 (Punto N° 15) -

VECTOR QUE EN LA ITERACION 6 MINIMIZA T(X)
0.3000399E 01  0.4847713E 0L

CALCULA A(S) E IGUALA CONTADOR DE ITERACIONES
A CERO

REFLEXION
0.3271911E 01  0.4736945E 01 (Punto N? 16)
CONTRACCION :
0.2015331E 01 0.4372079E 01 (Punto N° 17)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.2915331E 01 0.4372079E 01

RRUBBRDBRBRLLN ﬁFIN SUBBUTlNA ' FEASBL####&##&Q#####Q
EL VECTOR ENCONTRADO POR EL PROGRAMA QUE SATIS-

FACE LA TOLERANCIA INICIAL ES
0.201533E 01 0.437207E 01

SUMA DE RESTRICCIONES NO SATISFECHAS = 0.2614230E 01

BERRURVBJILSBIREVERDBIRILBBDORISDLERSOR
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OPTIMIZACION NO LINEAIL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

" ITERACION NUMERO = 1
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.400000E 01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = —0.1945375E 02

EL VECTOR ES
0.2915331E 01  0.4372079E 01

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
—0.2614231E 01

L.OS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1125386E 02  0.2915331E 01 0.4372079E 01

POLIEDRO INICIAL

0.2833652E 01 0.4200430E 01 (Punto N° 18)
0.3026866E 01 0.4342193E 01 (Punto N° 19)
0.2885445E 01 0.4483614E 01 (Punto N? 20)

BUEBBVLBUVOBRBD AR LEDBDILRBRIT

ITERACION NUMERO =
CRITERIO DE TOLERANCIA — 0.149071E 00

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = —0.2056101E 02 |

EL VECTOR ES
0.2885445E 01 ~ 0.4483614E 01

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
—0.3498588E 01 ‘ -

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1126199E 02  0.2885445E 01  0.4483614E 01

REFLEXION .
0.2692259E 01 0 4431830E 01 (Punto N¢ 21)

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA PROCEDE A
MINIMIZAR T(X)
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ﬂ###ﬁi&##ﬂﬁﬁ#COMIENZA SUBRU’I‘INA FEASBL###Q#Q####QQ

" POLIEDRO INICIAL

0.2692250E 01  0.4431850E 01
0.2885444E 01  0.4483613E 01
0.2744023E 01 0.4625035E 01

REFLEXION
0.2833680E 01  0.4200429E 01
EXPANSION
0.2878508E 01  0.4123126E 01 (Punto N© 922)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.2878508E 01  0.4193126E 01

REFLEXION
0.2685322E 01 0.4071361E 01 (Punto N? 23)

VECTOR QUE_EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.2685322E 01  0.4071361E 01

REFLEXION

0.2871569E 01  0.3762635E 01 (Punto N© 24)
CONTRACCION ‘

0.2737087E 01  0.4264546E 01 (Punto N° 25)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 3 MINIMIZA T(X)
0.2878508E 01 0.4123126E 01

REFLEXION

0.2830272E 01  0.4316308E 01 (Punto N? 26)
CONTRACCION

0.2746560E 01  0.4132597E 01 (Punto N°? 27)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 4 MINIMIZA T(X).
0.2878508E 01  0.4123126E 01

REFLEXION . o » :
0.2887980E 01  0.3901177E 01 (Punto N° 28)
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OPTIMIZACION NO LINEAIL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

CONTRACCION
_0.2774810E 01  0.4196204E 01 (Punto N° 29)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 5 MINIMIZA T(X)
0.2878508E. - 01 . 0.4123126E 01

REFLEXION

0.2806756E 01  0.4186732E 01 (Punto N° 30)
CONTRACCION

0.2786609E 01  0.4146131E 01 (Punto N? 31)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 6 MINIMIZA T(X)
0.2786609E 01  0.4146131E 01

CALCULA A(S) E IGUALA CONTADOR DE ITERACIONES
A CERO .

QﬁaﬁﬁﬁﬁﬂﬁXé###ﬁ#FIN SUBRUTINA FEASBL&Q&#&###Q###Q‘SO

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.2786609E 01  0.4146131E 01

CONTRACCION
0.2943214E 01  0.4364607E 01 (Punto N? 32)

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA, PROCEDE A
MINIMIZAR T(X)

#Q##&DQQ#QQQCOMIENZA SUBRU'I'INA FEASBL&####QQ#?Q#Q

POLIEDRO INICIAL
0.2943214E 01 0.4364607E 01
0.3136399E 01  0.4416371E 01
0.2994978E 01 0.45577T92E 01

REFLEXION :
0.3084635E 01  0.4223184E 01 (Punto N 33)
EXPANSION - i
0.3129463E 01  0.4055880E 01 (Punto N° 34)
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VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.3120463E. 01  0.4055880E 01

REFLEXION i
0.2936277E 01  0.4004117E 01 (Punto N° 35)
EXPANSION
0.2836216E 01  0.3797989E 01 (Punto N© 36)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.2936277E 01 0.4004117E 01

REFLEXION . )

0.3122526E 01 0.3695389E 01 (Punto N? 37)
CONTRACCION

0.3077698E 01  0.3862693E 01 - (Punto N° 38)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 3 MINIMIZA T(X)
0.2936277E 01  0.4004117E 01

REFLEXION

0.2884512E 01 0.3810928E 01 (Punto N° 39)
CONTRACCION ,

0.3068225E 01  0.3994642E 01 (Punto N° 40)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 4 MINIMIZA T(X)
0.2936277E 01 0.4004117E 01

REFLEXION :

0.2926802E 01  0.4136063E 01 (Punto N© 41)
CONTRACCION :

0.3039974E 01  0.3931036E 01 (Punto N° 42)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 5 MINIMIZA T(X)
0.3039974E 01 0.3931036E. 01

REFLEXION -

0.2908024E 01 0.3940508E 01 (Punto N 43)
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OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

CONTRACCION
0.3028175E 01 0.3381108E 01 (Punto N 44)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 6 MINIMIZA T(X)
0.3028175E 01 - 0.3981108E 01

CALCULA A(S) E IGUALA CONTADOR DE ITERACIONES
A CERO

Q##Q##ﬁ######QQFIN S'[JBRUTINA FEASBL##QQ{##Q%##&QQQD

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.3028175E. 01 0.3981108E 01

REDUCCION :
0.2859563E 01  0.4387022E 01 (Punto N9 45)
0.2056156E 01 0.4412903E 01 (Punto N¢ 46)
0.2885445E 01 0.4483614E 01 (Punto N© 47)

SE MINIMIZA T(X) PARA EL VERTICE 1 DEL POLIEDRO
#ﬁ###ﬁﬁﬁ#ﬁﬁ&CONIIENZA SUBRU’HNA FmsBLQ#ﬁﬁ##Qﬁ#ﬂﬂﬁ

POLIEDRO INICIAL
0.2859563E 01 0.4387022E 01

0.3052748E 01  0.4438785E 01 (Punto N© 48)

0.9911327E 01  0.4580206E 01 (Punto N 49)
REFLEXION

0.30009083E. 01  0.4245600E 01 (Punto N° 50)
EXPANSION .

0.3045811E 01  0.4078297E 01 (Punto N 51)
VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)

0.3045811E- 01  0.4078207E 01 (Punto N° 52)
REFLEXION ) - ' :

0.2852695E 01  0.4026533E 01 (Punto N 53)
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EXPANSION
0.2759564E 01  0.3820406E 01 (Punto N© 54)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.2852625E 01  0.4026533E 01

REFLEXION

0.3038872E 01  0.3717807E 01 (Punto N9 55)
CONTRACCION

0.2994045E 01  0.3885110E 01 (Punto N9 56)
VECTOR QUE EN LA ITERACION 3 MINIMIZA T(X)

0.2852025E 01  0.4026533E 01 (Punto N° 57)
REFLEXION : '

0.9904391E 01  0.4219717E 01 (Punto N° 58)
CONTRACCION ,

0.2971631E 01  0.3968762E 01 (Punto N° 59)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 4 MINIMIZA T(X)
0.2671631E 01  0.3968762E 01

REFLEXION

0.2778444E 01  0.3916996E 01 (Punto N° 60)
CONTRACCION :

0.2078969E 01  0.4037972E 01 (Punto N 61)
VECTOR QUE EN LA ITERACION 5 MINIMIZA T(X)

0.2078969E 01  0.4037972E 01 (Punto N° 62)
REFLEXION ‘

0.3097973E 01  0.3980199E 01 (Punto N¢ 63)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 6 MINIMIZA T(X)
0.3097973E 01  0.3980199E O1 (Punto N° 64)

CALCULA A(S) E IGUALA CONTADOR DE ITERACIONES
A CERO ' |
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OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

REFLEXION L
10.2852625E 01 0.4026533E 0L (Punto N° 63)
CONTRACCION
0.3036636E 01  0.3991782E 01 (Punto N° 66)
VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.3036636E 01  0.3991782E 01 (Punto N° 67)
REFLEXION
0.3043974E 01  0.40860989E 01 (Punto N 68)
CONTRACCION ' o
0.2989717F 01  0.3991818E 01 (Punto N9 69)

VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.2989717E 01  0.3991818E 01

QQ#%Q####D##Q#?FIN SUBRUTINA FEQASBL&Q#Q'}Q&{)#Q@Q*)QQ

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.2989717E 01  0.3991818E 01

POLIEDRO INICIAL

0.2956156E 01  0.4412993E 01 (Punto N 70) .

0.3149241F 01  0.4464667E 01 (Punto N© 71)

0.3007919E 01  0.4606088E 01 (Punto N° 72)
REFLEXION

0.3097576E 01  0.4971480E 01 (Punto N° 73)
EXPANSION

0.3142405E 01  0.4104176E 01 (Punto NO 74)
VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)

0.3142405E 01  0.4104176E 01 (Punto N 75)
REFLEXION
| 0.2949219E 01  0.4052412E 01 (Punto N© 76)
EXPANSION _ - '

0.2849158E 01 0 3846285E OL (Punto N° 77)
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VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.2049219E 01 0 4052412E 01 (Punto N? 78)

Q##Q’}###ﬁﬁﬁﬁ#ﬁ#FIN SUBRUTINA FEASBL##Q#X%#Q{%#Q##Q‘W?

VECTOR ENCONTRADO POR: FEASBL
0.2949219E. 01 0.4052412E 01

SE MINIMIZA T(X) PARA EL VERTICE 3 DEL POLIEDRO
a#ﬂ#ﬁ###ﬁ#ﬁ&CONiIENZJA SUBRUTINA FEASBLQQ##&####Q??

POLIEDRO INICIAL

0.9885445E 01  0.4483614E 01 (Punto N° 79)

0.3078630E 01  0.4535378E Ol (Prmto N° 90)

0.203720SE 01  0.4676799E Ol (Punto N° 91)
REFLEXION

0.3026865E 01  0.4342191E 01 (Punto N° 92)
EXPANSION

0.3071694E 01  0.4174887E Ol (Punto N° 93)
VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)

0.3071694E 01  0.4174887E Ol (Punto N° 94)
REFLEXION ,

0.2878508E 01  0.4123124E 01 (Punto N 95)
EXPANSION

0.2778447E 01  0.3916996E 01 (Punto N° 96)
VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)

0.9878508E 01  0.4123124E Ol (Punto N° 97)
REFLEXION

0.3064755E 01  0.3814396E Ol (Punto N° 98)
CONTRACCION - '

0.3019927E 01  0.3981700E Ol (Punto N° 99)
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OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

VECTOR QUE EN LA ITERACION 3 MINIMIZA T(X)
0.3019927E 01 0.3981700E 01

ﬂ#n###ﬁ##u#é&&&FIN SUBRUTINA FEASBL&###ﬂ#ﬁ#&##@&ﬂI;

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.3019927E 01 0.3981700E 01 (Punto N° 100)

LR 222 221 -2-2-3-2-2-X-2-2-2-2- -2 2-5-R-E-F-F-2-2-3

ITERACION NUMERO = 3
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.551173E - 01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.1662517E 02

EL VECTOR ES
0.2949219E 01  0.4052412E 01 (Punto N° 101)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
—0.1199344E 00

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1089636E 02  0.2849219E 01  0.4052412E 01

REFLEXION )
0.2919007E 01  0.4062527E 01

EXPANSION
0.2818086E 01 0.4143353E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA, PROCEDE A
MINIMIZAR T(X) :

#n##&ﬁn#aaa#COMIENZA SUBRUTINA FEASBL####QQ&&*Q##O

POLIEDRO INICIAL

0.2818086E 01  0.4143353E 01
0.2825285E 01"  0.4145281E 01
0.2820015E 01 0.4150552E 01

109



REVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA

REFLEXION
0.2823357E 01 0.4138080E 01

EXPANSION ‘
0.2825027E 01  0.4131844F 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.2825027E 01  0.413184E 01

b#ﬁﬂ&#é#&#ﬁ###ﬂFIN SUBRUTINA FEASBL#QQ##&&###OQQ#ﬁ

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.2825027E 01  0.4131844FE . 01

E-X-2-2-X-¥-2-2-]

ITERACION NUMERO = 4
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.551173E -01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = —0.1777202E. 02

EL: VECTOR ES
0.2825027E 01  0.4131844E 01 (Punto N° 102)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
—0.5201271E-01

L.OS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1051579E 02  0.2825027E 01 0.4131844E 01
REFLEXION
0.2784520E 01  0.4192436E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

&nn###ﬂb#&aaCOMIENZA SUBRUTINA_ FEASBL#&n&#QQGQ&Oﬁ

POLIEDRO INICIAL

0.2784520E 01  0.4192436E 01
0.2787180E° 01  0.4193148E 01
0.2785242E 01  0.4195097E 01
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OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

REFLEXION
0.2786477TE 01  0.4190485E 01

EXPANSION .
0.2787094E 01 . 0.4188179E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.2787094E 01  0.4188179E 01

REFLEXION
0.2784431E 01  0.4187466E Ol

EXPANSION
0.2783052E 01  0.4184625E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.2783052E 01  0.4184695E 01

REFLEXION
0.2785616E 01  0.4180368E 01

EXPANSION
0.2786159E 01  0.4174334E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 3 MINIMIZA T(X)
0.2786159E 01  0.4174334E 01

REFLEXION
0.2782116E 01  0.4170779E 01

EXPANSION
0.2779627E. 01  0.4162078E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 4 MINIMIZA T(X)
0.2779627E 01°  0.4162078E 01

#ﬁ#ﬁﬁﬁﬁ‘&&&#ﬁ#b{iFIN SUBRUTINA FEASBL##&**!#Q&#Q#*#&O

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.2779627E 01  0.4162078E 01

EXPANSION :
0.2564635E 01  0.4301980E 01
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NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

#ﬁ#&nc#&&#nﬂCOMlENZA SUBRUTINA FEASBL##E;&&&#& 22

POLIEDRO INICIAL

0.92564635FE 01  0.4301980E 01
0.9567297E 01  0.4302693E 01
0.2565348E 01  0.4304642E 01

REFLEXION-
0.2566583E 01 0.4300030E 01

EXPANSION
0.2567201E 01 0.4297724E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.2567201E 01  0.4297724E 01

REFLEXION
0.2564539E 01  0.4297011E 01

EXPANSION
0.2563160E 01 0.4204170E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.2563160E 01 0.4294170E 01

auna#a#a#aa&aanIN SUBRUTINA FEASBL&&;&&*&#Q##&;v#

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.2563160FE 01  0.4294170E 01

LR R RS 2R3 0222 1-2 2R -0 2 -2 R-X-F- 1

ITERACION NUMERO = 5
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0. 551173E01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = ——O 2018725E 02

EL VECTOR ES
0.2563160E 01  0.4204170E 01 . (Punto N° 103)
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OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

L.OS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
—{).9680860E-02

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.9563608E 01 ~0.2563160E 01 0.4294170E 01

REFLEXION o
0.2458009E 01  0.4373600E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

ca#&#ﬁa#an;COMIENZA SUBBU'I'INA FEASBL&#&#&####QQQ

POLIEDRO INICIAL

0.2438969E 01  0.4373600E 01
0.2441630E 01  0.4374313E 01
0.2439682E 01  0.4376262E 01

REFLEXION o B
0.2440917E 01 0.4371648E 01

EXPANSION I
0.2441534F 01  0.4369341F 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.2441534F 01  0.4369341E 01

#uacaa#aavn&qa#FIN SUBBUTINA FEAsBLa&ﬁa##ﬁa#{:*#ﬁﬂraﬁ

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.2441534E 01  0.4369341E 01

EXPANSION |
0.1936414E 01  0.4682011E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X) _

n##{t%‘xc#ﬁ###acoMIENZA SUBRU’I‘INA FEAsBLax}éﬁ###?i&ﬂﬂﬂ
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POLIEDRO INICIAL

0.1936414E 01  0.4682011E 01
0.1939076E 01  0.4682724E 01
0.1937128E 01 0.4684673E 01

REFLEXION
0.1938362E 01  0.4680059E 01

EXPANSION
0.1938979E 01  0.4677752E 01~

VECTOR QUE EN LA ITERACION 1 MINIMIZA T(X)
0.1938979E 01  0.4677752E 01 '

REFLEXION
0.1936316E 01  0.4677038E 0L

EXPANSION | :
10.1934937E 01  0.4674195E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 2 MINIMIZA T(X)
0.1934937E 01  0.4674195E 01

REFLEXION S
0.1937501E 01 0.4669936E 01

EXPANSION ,
0.1338044E 01  0.4663898E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 3 MINIMIZA T(X)
0.1938044E 01  0.4663898 01

REFLEXION
- 0.1934001E 01  0.4660340E 01

EXPANSION
0.1931511E 01 . 0.4651634 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 4 MINIMIZA T(X)
0.1931511E - 01 ..  0.4651634 0L '
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OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

REFLEXION R SR
0.1934618E" 01 0.4641335E 01

EXPANSION ,
0.1934459E 01 - 0.4624905E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 5 MINIMIZA T (X)
0.1934459E 01  0.4624905E 01

REFLEXION
0.1927926E 01  0.4612638E 01

EXPANSION
0.1922867E 01  0.4587008E 01

VECTOR QUE EN LA ITERACION 6 MINIMIZA T(X)
0.1927926E 01  0.4612638E 01

CALCULA A(S) E IGUALA CONTADOR DE ITERACIONES
A CERO ’ : : :

##{a###ﬁﬁ#t‘t#ﬁﬁ#&FIN SUBBUTINA FEASBL&#&#&*Q{?&#&##&‘D

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.1927926E 01  0.4612638E 01

LE-2-1- -0 2-B-2-2-2-2-1-2-2-2-2-2-1-3-3-2-2-3-2-2-3-2-2-2-]

Llaves 1 y 2 levantadas

ITERACION NUMERO = 6. .
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.551173E-01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = —0.2556472E .Oly

EL VECTOR ES
0.1927926E 01  0.4612638 01 (Punto N0 104)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.6675303E-02
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LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON ,
0.6412301E 01 0.1927926E 01 = 0.4612638E 01 .

REFLEXION ,
0.1666058E 01  0.4774064E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.1664103E 01  0.4717858E - 01
EXPANSION
0.5012224F 00  0.5246766E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.1148635E 01  0.4869454E 01

LE-R-2-3-2-2-2-2-3-2-2-2-3-2-3-2-2-F-5-2-3-2-2-2-2-5-X-5-5- 28

ITERACION NUMERO = 7
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.551173E-01

I

VALOR DE LA FUNCION OB]ETIVO = —0.3111703E 02

EL VECTOR ES
0.1148635E 01 = 0.4869454E 01 (Punto N¢ 105)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
—0.3093928E-01 -

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1149940E 01 0.1148635E 01  0.4869454E 01
REFLEXION
0.5134011E. 00  0.5187921E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)
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VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.1177688E 01  0.4862272E 01

LR 22 R-R-2-2-2-2-T-2-2-2-3-2-L-0-3-2-2-3-3-F-2-F-F- %

ITERACION NUMERO = 8
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0. 551173E 01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = —0.3111703E 02

EL VECTOR ES
0.1148635E 01  0.4869454E 01 (Punto N° 106)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
—0.3093928E-01

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1149940E 01 . 0.1148635E 01  0.4869454E 01

REFLEXION
0.3983975E 00  0.5119087E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

VECTOR ENCONTRADO POR F EASBL
0.1324794E 01  0.4816591E 01

CONTRACCION
0.1243978E 01  0.4841996E 01

BT RO RN BSROO D NRBER AV ORDLORS

ITERACION NUMERO = 9~
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.551173E-01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.3111703E 02

EL VECTOR ES - -
0.1148635E 01  0.4869454E 01 (Punto 107)
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LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
-——O 3093928E-01

L.0OS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1149940E 01  0.1148635E 01  0.4869454E 01

REFLEXION
0.1082345E 01  0.4890499E 01

NO SATISFACE CRITEBIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.1084011E 01  0.4886242E 01

EXPANSION
0.9284099E 00  0.4927002E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.1007503E 01  0.4899045E 01

####ﬂ##&’ﬁ‘#ﬂ&##&####&#é##i#ﬁ###ﬂ

ITERACION NUMERO = 10
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.551173E-01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = —0.3197061E 02

EL VECTOR ES
0.1007503E 01  0.4899045E 01 (Punto N° 108)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
—0.1569664E 01

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.4977417E 01  0.1007503E 01  0.4809045E 01

REFLEXION - ' ' '
0.9784499E 00  0.4906225E Ol
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NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X)

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.9983010E 00 - 0.4897311E 01
EXPANSION -
0.8387644E 00  0.4923436E 01

NO SATISFACE CRITERIO DE TOLERANCIA,
PROCEDE A MINIMIZAR T(X) '

VECTOR ENCONTRADO POR FEASBL
0.1037850E 01  0.4893562E 01

LR -2 22223 3-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-3-3-2-3-2-4

ITERACION NUMERO = 11 ,
* CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.551173E-01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.3199044E 02
Llave 1‘ levantada

EL VECTOR ES o
0.9983010E 00  0.4897311E 01 (Punto N° 109)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.1974743E-01

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
-0.2414703E-01  0.9983010E 00  0.4897311E O1

L2 2-3-2-2-2-5-2-T-3-3-3-3-3-1-2-2-2-3-3-3-2-3-2-3-%-1

ITERACION NUMERO = 12 L
- CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.176942E-01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.3199044E . 02

TEY
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EL VECTOR ES Ce -
0.9983010E 00  0.4897311E . 01 (Punto N° 110) -

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.1974743E-01 -

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
-0.9414703E-01  0.9983010E 00  0.4897311E 01

BUBBL RO ULAVAV O I HLR LRI/ RBOG

ITERACION NUMERO = 13
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.423521E-02

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.3199986E 02

EL VECTOR ES -
0.9999257E 00  0.4808936E 01 (Punto N 111)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0. 581622..E-03

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
-0.1081848E-01  0.9999257E 00 ~ 0.4898936E 01

-2 222 R-2-2-2-L-L-2-2-2-2-12-2-2-2-3-2-3-2 3L %1

ITERACION NUMERO = 14 :
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.149946E-02

VALOR DE LA FUNCION OBIETIVO = -0.3199363E 02

EL VECTOR ES
0.100114E 01  0.4808818E 0L (Pumto N* 1i2)

LOS VALORES.DE LAS IGUALDADES SON
-0.8003116E-03 '
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LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
-0.6942750E-03  0.1001194E 01  0.4898818E 01

¢9§#§$¢§¢9QOQO#Q&QQQQQQ#QQQ###

ITERACION NUMERO = 15

CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.182181E-03
Ninguna llave levantada

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.3199363E - 02 -

EL VECTOR ES . : LT
0.1001184E 01  0.4S898818E 0l (Punto N¢ 113)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
-0.8003116E-03

L.OS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON . = ,
-0.6942750E-03 ~ 0.1001194E 01  0.4598818E 01 .

EE-E-2-E-2-2-3-0-F-2-5--K-F-F-X-1-F-2-R-3-3-3-F-2-2-2-2-3-3

ITERACION NUMERO = 16
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0. 141876E 03

VALOR DE LA FUNGION OBJETIVO — -0.3199240F 02

EL VECTOR ES
0. 1001262E 01  0.4898720E Ol . (Punto N°¢ 114)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.1531839E-04

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
-0.1678467E-03  0.1001262E 01 0.4898720E 01"

NUMERO TOTAL DE ITERACIONES = 20
LIMITE DE CONVERGENCIA = 0.225004E-05 R
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VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.3199238E 02

EL VECTOR ES
0.1001269E 01  0.4898721E 01 (Punto N° 115)

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.5424023E.05

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
-0.1068115E-03 . 0.1001269E .01  0.4898721E 01

ESTOS SON RESULTADOS FINALES

PROGRAMA DE

PROGRAMACION NO LINEAL Problema 7.2

RESTRINGIDA (MINIMIZACION)

ALGORITMOS - UTILIZADOS

POLIEDRO FLEXIBLE (NELDER y MEAD)
SECCIONES MEDIAS (GOLDEN SECTIONS)

TOLERANCIA FLEXIBLE (PAVIANI-HIMMELBLAU)

INTERPOLACION DE LAGRANGE MODIFICADA

PRUEBA PROG. NO LINEAL

NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES 2
NUMERO DE IGUALDADES 1
NUMERO DE DESIGUALDADES 3
MAGNITUD DEL POLIEDRO INICIAL 0.10000E 01
LA CONVERGENCIA DESEADA ES 0.10000E-03 " .
ALFA = 1.00 |
BETA = '0.50

GAMMA = 2.00

EL VECTOR INICIAL SEL.ECCIONADO POR EL USUARIO ES
0.300000E 01  0.500000E 01 :

5o

59



OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES 0.400000E 01
LA SUMA DE LAS RESTRICCIONES NO SATISFECHAS
- ES 0.900000E 01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.2500000E 02

EL VECTOR ES
0.300000CE 01  0.5000000E 01

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
-0.8000001E 01

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1200000E 02  0.3000000E 01  0.5000000E 01

EL VECTOR INICIAL X, NO SATISFACE EL CRITERIO DE
TOLERANCIA INICIAL

EL. VECTOR ENCONTRADO POR EL PROGRAMA QUE
SATISFACE LA TOLERANCIA INICIAL ES -

0.286300E 01 0.443338E 01

SUMA DE ;RESTRICCIONES NO SATISFECHAS = O.3024336E 01

L2 X-2-2-2- X2 -2-3-2-2-E-5-1-2-L-%-2-5-2-E-2-X-F-2-3-%-F]

ITERACION NUMERO = 1 :
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.400000E 01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.2008287E 02

EL VECTOR ES ,
0.2893002E 01  0.4433382E 01

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SdN
-0.3024337E 01
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1.OS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
- 0.1123950E 02  0.2893002E. - 01 ~ 0.4433382E 01

LE-X-2-3-2-2-3-2-2-2-2-5-2-2-2-2-3-3-5-2-2-2-3-2-3-2-2-2-2-1

ITERACION NUMERO = 12
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.598026E-02

VALOR DE LA FUNCION OB]ETIVO = -0.3194561E 02

EL VECTOR ES
0.1008354E 01  0.4806839E 01

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.4195035E-02 ‘

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.5611420E-01 0.1008354E. 01  '0.489683%E

NUMERO TOTAL DE ITERACIONES = 19
LIMITE DE CONVERGENCIA = 0.974636E-05

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.3192679E 02

EL VECTOR ES
0.1012195E 01  0.4896487E 02

1.OS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
-0.1177787E-03

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.8669282E-01  0.1012195E 01  0.4896487E Ol

ESTOS SON RESULTADOS FINALES

PROGRAMA DE
PROGRAMACION NO LINEAL
RESTRINGIDA (MINIMIZACION)
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ALGORITMOS UTILIZADOS Problema 7.3

POLIEDRO FLEXIBLE (NELDER y MEAD)
SECCIONES MEDIAS (GOLDEN SECTIONS)
TOLERANCIA FLEXIBLE (PAVIANI-HIMMELBLAU)
INTERPOLACION DE LAGRANGE MODIFICADA

PRUEBA PROG. NO LINEAL
NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES - 2

NUMERO DE IGUALDADES | 1

- NUMERO DE DESIGUALDADES 3
MAGNITUD DEL POLIEDRO INICIAL 0.10000E 01
LA CONVERGENCIA DESEADA ES 0.10000E —03
ALFA = 1.00 o
BETA = 050 _ R
GAMMA = 2.00

EL VECTOR INICIAL SELECCIONADO POR EL USUABIO ES
0.700000E 01  0.300000E 01

EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES 0.400000E 01
LA SUMA DE LAS RESTRICCIONES NO SATISFECHAS
ES 0.330000E 02

VALOR DE. LA FUNCION OB]ETIVO = 0.7000000E 01

EL VECTOR ES
0.7000000 01 0.3000000E 01

1.OS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
-0.3300000E 02

L.OS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.8000001E 01  0.7000000E 01  0.3000000E 01

EL VECTOR INICIAL X, NO SATISFACE EL CRITERIO DE
TOLERANCIA INICIAL
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EL VECTOR ENCONTRADO POR EL PROGRAMA QUE
SATISFACE LA TOLERANCIA INICIAL ES

0.405154E 01 ~ 0.287119E 01

SUMA DE RESTRICCIONES NO SATISFECHAS —
0.3419541E 00

LR AR 22221 2-2-2-2-3-2-2-3 2-2-2-2-2-3-2-5-4

ITERACION NUMERO =1
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0. 400000E 01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.4037550E 01 |

EL VECTOR ES
0.4051546E 01  0.2971190E 01

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.3412542E 00

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1056859E 02 . 0.4051546E 01 0. 2871190E 01

L2222 0-%-2-3-1-2-3-F-2-2-2-1-T-2-3-2-3-%-3-F-F-2-1-3

ITERACION NUMERO = 12
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.210256E-02

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.3199562E 02

EL. VECTOR ES
0.1002514F 01  0.4899559E 01

LOS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
-0.1071393E-01 :

LOS VALORES DE LAS DE§IGUALDADES SON
0.1000976E-01  0.1002514 01  0.4899559E 01
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NUMERO TOTAL DE ITERACIONES = 16
LIMITE DE CONVERGENCIA = 0.967333E-04

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO. = -0.3190102E 02

EL VECTOR ES '
0.1001523E 01  0.4898686E 01

L.OS VALORES DE LAS IGUALDADES SON
0.1708865E-03

LOS VALOBES DE LAS DESIGUALDADES SON ..
-0.1914978E-02  0.1001523E 01  0.4898686E 01

ESTOS SON RESULTADOS FINALES

8. CONDICIONES DE OPTIMIDAD ESTACIONARIA EN
. PROGRAMACION NO LINEAL

En esta seccién enunciaremos las condiciones de optimidad. si-
guiendo a Mangasarian,”® incluso en la simbologia, Los pasos a
seguirse som: . -

8.1. Obtencion de un’ -vector solucwn x al problema 2.2. a
través de algin método (v.g. el M.T.F.), tal que:

8.2. Problema

8.2.1. Optimo global estacionario
6( X) = min H(X)
xeX

XaX = {x|xX" , g(x) <0, h(x) = 0}
donde

x = vector solucién
X = conjunto factible
Xe C R® -

15 Ver referencia (3).
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8 2.2. Optimo locdl estacionario

8(x) = min 8(x)
- xeX
%eX1B, ('3?) '
donde B; ( x } es un conjunto abierto alrededor de X con radio 8.
Las COIldlClODeS siguientes se verifican si 4, h y g son diferen-
ciables en x.

8.3. Condicidn necesaria para dptimo estacionario ™

Si g y h satisfacen la calificacién de las .restricciones de Kuhn

Tucker en x, entonces existird un usR™ y veR* tal que el Problema
Estacionario de Kuhn Tucker tenga solucidn.

8.3.1. Cdlificacidn de las Restricciones segtin Kuhn Tucker

g v h satisfacen esta cahflcacwn de punto solucmn
extremo si: -
3 ( Existe un ii'ector’ fuhc'ional"h.'—diifien—
sional ¢ en el intervalor [0,1] tal que:
a.e(0) = x
b.e (r)eX para 0 <
c.e es dlferenmable en r=0y
de(0)

YEBi" "

Ve (x)y<0 b ——

——

Vb(x) y =0

=2\ y, para A >0
J - T :

donde: B g
I={ilg(x) =0}

8.3.2. Problema Estacionario segiin Kuhn Tucker

V9 (x)4uVg(x)+vWh(x) =0
' g(x) <0

h( x) =0

ug(x) =0

u>0

Bl ophmo estacionario se verifica siendo L(x,u v)= 9(x) 4ug(x) +vh(x),
cuando L{x,u,v) K L( & 0, v ) < L(x v ).
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8.4. Condicidn suficiente para un dptimo estacionario

-Si g es seudoconvexa en X
g: es cuasiconvexa en x-
h = es cuasiconvexa y cuasi céncava en x, se verifica
la condicién suficiente para que x sea el 6ptimo del problema 8.2.
" 8.4.1. Condicién de seudoconvexidad
(%) < 8(x') ——> Vo (x) (¥—x") <0

6 () 2 8(x) «——— VI (%) (xX*—x) >0
. 8.4.2. Condicién de cuasiconvexidad
8(x") < 6(x) - Vi(¥) (x*—x') <0
6 0(x*) > 0(x") «—Vio(x") (£*—x') >0

'8.4.3. Condicién de cuasiconcavidad.
8(x) > Vi(x) —— Vo(x) (¥*—x) >0
6 LX) < (X)) «—— VI(X) (¥*—x) <0
Para el ejemplo de la seccién 7, reiteraremos los pasos ante-
riormente enunciados.
8.1. y 8.2. Resolucidén del problema

Min 0(x) = 4x—x’—12
"hl(X) = 25—"X21—22 A )
gi(x) = —10x; 4+ x* —10x; -+ x° + 34 <0

g(x) = —x'<0
g:;(X) pmg —-X2<O

Segiin el Método de la Tolerancia Flexible ‘
% = [1,001269 4,898721] con una aproximacién de 0,001
Para simplificar los caleulos

F=[1 48], de donde

0(x) = —3201 -
hy(x) = —0,01'=0 S
gl(;'() — 001 = [ Testricciones activas
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ga(x) = —1
g(x) = —49 - :
6, h y g son diferenciables. en x:
8.3. Condicidn Necesaria para éptimo estacz'bimrio
8.3.1. Cdlificacidn de las restricciones segiin Kuhn Tucker

Vg y<o0.

( - . - - " ¥
[ -—*10 + QAX1 —_— 10 + 2|Xz] J < 0
- o y:
-~ yz J
{ ( —10 + %)y + (=10 4 Zx)y: < 0
—2;1}’1 _2;(3372 - — 0
—8y, —0,02y. 0
{ ~—2Y1 ——9,8}’2 . pronend 0

La implicancia de la calificacién de la restriccién determina
que siendo:

X1+ 1 ]
e =
[ 25— (x +1)%%
por ser .
T = (B—x)®

*e(0) =x = [1 49]
*e(r)eX para 0 rK1

. de('r) . {’

dr |

]

- 1 B 5 -
% [(85— (++1)1%2 (r+1) (—1) |
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_ 1 ;
= [ B (DY (1)) |
L : ‘

para 7 =0

ot

r N
de(r=0) | 1 [
vl by B l— "

se verifica para A > 0.

‘._'1,

;—a
—
——

Entonces x = [1 4,9], califica las restricciones activas, con

lo que se determina que el Problema Estacionario de Kuhn Tucker
tiene- solucidn. - :

En efecto ’ \
8 3.2 4—}—,;.1 (~—10+2x2) + ,ua(-—-].)H~V1 (—-2x1) =0 a)
—2%a i (—10H-25s) + s (—1) 4 V1 (22) - 0 b)
,,,,(—10x,+x=, —10%3+3%+-34) +pia (—%1) Heo (—x2) = 0 )

| —10%, + ¥4 —10% + x84 < 0 d)

' —x < 0 e)

—x, L0 f)

. B s pas e > 0 )

Para x;, =1 vy  x=49
4—8u—pm—%: =0 a)
—9,8—0,02t: —:—98.vi =.0 b)’

a4 =0 o)
mipasis >0 g)

- Verificando -el sistema anterior:

1 = pa= 0; vy = 1,00152; iy = 0,75038
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8.4. Condicién suficiente para Jptimo estacionario
8.4.1. 6 es seudoconvexa en x

=[1 49]

X!: [X1 Xg]

B(x) > 6(x) «— (2) (£—x) >0
8(x) = 440 —12=—32,01

S , 1%,
L3201 > dx—xa— 12 «— [4 —2x] [ *1so0
| 49—x,

32,01 > dx, — 1t — 12 — 4 (1—x0) + (—2x)(4,9—x) >0

——3201 > 4xy —x —~12 ¢ 4-—-x1—98xz+2x’ > 0

Los puntos para los que debe evaluarse la expresion anterior
corresponden a la igualdad h, (x) 25—x—x% =0, de donde
ejemplificativamente R

x |49 |46 | 4 | 3 | 1

Las cotas de x y x; estdn determinadas por g:(x) para hy(x),

1K< < 49 y 49 <% < 1), regién de factibilidad del proble-
ma 8 2.

8.4.2, g: es cuasiconvexa en x
g: es cuasiconvexa si:
g(x') < gx) ——> Vg(¥) (¥ —x) <0
X = [1 49]
'XI = [X; Xz] '
g2i(x*) = 0,010
gi(x') = 10x1+x21——10x3+x’3 + 34 K

(2 —x') ='f[l—x1 49—x,]7

0 < — 10X1 +. le —— ].OXz + 'x"'gt +~ 34—-—-_—9 (—— 10 + 2X1) (1 "'" Xl) +
(=104 26) (49— ) <O
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‘—'10X1+X21+ 10X2 + X22+34'—"9
— 10 —2x; + 10x, —2x% —49+9, & + 10x. — 2% z<0

La expresi6n se verifica para todo xeX, es decir
1<xK49 vy 1<x<49 ~enly (X)

8.4.3. h es cuasiconvexa y cuasicéncava en x

Condicién de cuasiconvexidad y cuasiconcavidad respec-
tivamente.

h(x*) <h(x ) —> Vh(¥') (£ —x') <0
h(x’) > h(x') —— Vh(x') (#*—x) >0
con lo que
h(x*) =h(x') < Vh(x') (¥ —x') =0
para € = [1 49] 1<x1<4;9
=l xn 1<e<49 en by (x)

8.2.1. Se verificduﬂéptimo global dado que .

x=[1 49] = {x|xeX°, g:(x)<0, g:(x)<0, ga(x)<0 hy(x) = 0}
6( x) = min #(x)
xeX

9. APLICACIONES

En esta seccién se desarrollaran ejemplos simples de las apli-
caciones mas relevantes que se pueden hacer del algoritmo de
Paviani y Himmelblau. Los ejemplos fueron elegidos con el objeto
de indicar un camino para el planteo de otros similares. En trabajos
posteriores expondremos soluciones de problemas mas complejos
incluyendo el poliedro de cotas. S6lo con la prueba de problemas
similares a los de la realidad econémica se podrd determinar feha-
cientemente la eficacia del algontmo el uso de equipos con mas
capacidad a la de la IBM 1130 arrojarén la certeza de que el M.T.F.
es apto para resolver problemas de P.N.L.
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- 9.1." Programacién Lineal

'Si el problema tiene solucién, la eficacia de aplicar el algoritmo
MTF es muy cercano al] obtenido por el Simplex. En la presen-
tacién del problema no se incluyen variables de holgura, las que
luego son calculadas cuando se haya obtenido el vector solumén

Ejemplificativamente,
. MAX Z = 3x - 4x
3X.1 + 21X2 < 8
x4 4x, < 10
X1, Xe > 0

La solucién segtn el algoritmo de Dantzig
=12 ; x = 22
Por el M.T.F. ‘
x = 1197796 ; x. = 2,200520

9.2. Programacion Cuadrdtica

En forma similar a la P.L. los resultados obtenidos por el M.T.F.
son similares a los que surgen del algoritmo de P. Wolfe.
Tomemos €] siguiente ejemplo:
MAX = 750-0,1(x, —50)* —0,2(x. —50)*
5%, -+ x < 200

X + 2X2 < 90

X1 < 0

x> 0

La solucién es por Wolfe:

X1 = 30

. s E Xy = 30
y por el M.T.F. _

: : x = 30,00951

o . x = 29,99562

Inclulmos segmdamente las salidas de los puntos 9.1 y 9.2,

¥ Tomado de Ref. (68), pag. 274 y siguiéntes.
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PROGRAMA DE : -
PROGRAMACION NO LINEAL - A
RESTRINGIDA (MINIMIZACION) - Problema 9.1.

ALGORITMOS UTILIZADOS

POLIEDRO FLEXIBLE (NELDER y MEAD)
SECCIONES MEDIAS (GOLDEN SECTIONS)
TOLERANCIA FLEXIBLE (PAVIANI- HIMMELBLAU)
INTERPOLACION DE LAGRANGE MODIFICADA

PROG. MATEMATICA
NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES 2

NUMERO DE IGUALDADES 0
NUMERO DE DESIGUALDADES 4
MAGNITUD DEL POLIEDRO INICIAL 0.1000 E 00
LA CONVERGENCIA DESEADA ES 0.1000 E-03
ALFA = 1.00 ,
BETA = 0.50

GAMMA = 2.00

EL VECTOR INICIAL SELECCIONADO POR EL USUARIO ES
0.100000E 01  0.100000E O1

EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES 0.200000E 00
LA SUMA DE LAS RESTRICCIONES NO SATISFECHAS ES

0.000000E. 00

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.7000000E 01

EL VECTOR ES
0.1000000E 01 0.1000000E 01

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON ,
0.3000000E 01 0.5000000E 01 0.1000000E 01 0.1000000E 01

LR A-2-2-2-2-3-2--2-5-2-2-2-3-3-3-5-2-2-32-3-2-F-3-2.3-2-1-3

ITERACION NUMERO = 12
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.334073E-01 .
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VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.1232708E 02

EL. VEGTOR ES o
0.1235623E 01  0.2155054E 01

LOS VALORES DE L.AS DESIGUALDADES SON
-0.1697731E-01 - 0.1441631E 00 0.2155054E 01 0.1235623E 01 -

BN RNV UL CON OO RO OAN T ERED RS

ITERACION NUMERO = 24 C
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0. 291433E-02 )

VALOR DE LA FUNCION OB]ETIVO = -0 1937693E 01

EL VECTOR ES :
0.1207689E 01  0.2188467E 01

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
~ 0.0000000E 00 0.3844452E-01 0.2188467E 01 0.1207689E 01

#4####&##0&&ﬁﬁﬂ#ﬁﬁﬁ#é#hﬁ#ﬁ####

ITERACION NUMERO = 36
* CRITERIO DE TOLERANCIA = 0. 554843E—03

VALOR DE LA FUNCION OB]ETI\’O = 0.1239514E 02

EL VECTOR ES
0.1200115E 01  0.2198700E Ol

LOS VALORES.DE LAS DESIGUALDADES SON .
; O_.2254—486E-02 0.5084992E-02 0.2198700E 01 0.1200115E 01

NUMERO TOTAL DE ITERACIONES = 45
LIMITE DE CONVERGENCIA = 0.949866E-04

VALOR, DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.1239547E 02

136



OPTIMIZACION NO LINEAL RESTRINGIDA: ALGORITMOS DE RESOLUCION

EL VECTOR ES - o
0.1197796E‘ 01.  0.2200520E. 01

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON

0.5571366E-02 0.1220703E-03 0.2200520E 01 . 0.1197796E 01

ESTOS SON RESULTADOS FINALES
GROTHBBRORADLRVOVIIBLFAOVADOC

~ PROGRAMA DE. .
PROGRAMACION NO LINEAL Problema 9.2
RESTRINGIDA . (MINIMIZACION)

ALGORITMOS UTILIZADOS

POLIEDRO FLEXIBLE (NELDER y MEAD)
SECCIONES MEDIAS (GOLDEN SECTIONS)
TOLERANCIA FLEXIBLE (PAVIANI-HIMMELBLAU)
INTERPOLACION DE LAGRANGE MODIFICADA

PROG. MATEMATICA
NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES 2

'NUMERO DE IGUALDADES. - . o 9
NUMERO DE DESIGUALDADES 4
MAGNITUD DEL POLIEDRO'INICIAL -~  0.10000E 00
LA CONVERGENCIA DESEADA ES 0.10000E 03
ATFA = 1.00

BETA = 0.50

GAMMA = 2.00

EL VECTOR INICIAL SELECCIONADO POR EL USUARIO ES
C.100000E 01  0.100000 01

EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES 0.200000E 00

LA SUMA DE LAS RESTRICCIONES NO SATISFECHAS ES
0.000000E 00

#QQ##g########ﬁﬁ###ﬁ######&#ﬁa
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ITERACION NUMERO = 1
CRITERIO DE TOLERANCIA. = 0. 200000E 00

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.2970005E 02

EL VECTOR ES '
0.10000000E 01  0.1000000E 01

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1940000E 03 0.8700001E 02 0.1000000E 01 0.1000000E 01

LE-2-2-2-2-2-2-2-L-2-F-R-3-2-2-3-2-3-3-2-F-2-3-F-F-2-5-2-X-1

ITERACION NUMERO = 12 ,
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.3726776-01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.6286173E 03

EL VECTOR ES
0.3315864E 02  0.2843386E 02

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON ,
0.5772950E 01 -0.2636719E-01 0.3315864E 02 02843386E 02

LRS- R-E-2-F- 2213 -F-F-X-X-2-3-2-2-2-L-0-F-F-2-32-E-L 5]

ITERACION NUMERO = 24 ’
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.372677E-01

VALOR DE LA FUNCION OB]ETIVO = -0.6301300E 03

EL VECTOR ES o
0.3007512E 02  0.2967877E 02

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1964566E 02 -0.3265381E-01 0.3007512E 02 0.2997877E 02

LR k-2 R -2 Rk -E-E-2-5-2-2-2-2-F-F-F-3-2-2-5-5-X-2-3
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ITERACION NUMERO = 36
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.120040E-01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.6301022E 03

EL VECTOR ES
0.3003866E. 02  0.2999348E 02 -

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1981323E 02 -0.2561951E-01 0.3003866E 02 0.2999348E 02

CA-E-E-E-2-E-2-F-E-2-2-3-3-3-3-2-2-F-2-F-3-3-F-3-3-3-3-F-£-5

ITERACION NUMERO = 48
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.763128E-03

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = -0.6300030E 03

EL. VECTOR ES
0.3000951E 02 0.2009562E 02

LOS VALORES DE LAS DESIGUALDADES SON
0.1995685E 02 -0.7476807E-03 0.3999951E 02 0.2999562E 02

ESTOS SON RESULTADOS FINALES

9.3. Relacidn Primal-Dual en P.N.L.

- No vamos a abundar en la naturaleza de la especificacién del
dual en programacién no lineal que bien se puede revisar en Man-
gasarian *®, ni en la interpretacién econdémica de las variables pri-
males en el dual que han delineado Balinski y Baumol *.

Nuestro propésito, aqui es sistematizar en qué casos, de acuerdo

a la teorfa y a la investigacién empirica, los duales en P.N.L. han

podido ser especificados. Seguimos en la siguiente tabla a P. Wolfe *.
8 Ver Ref. (3).
7 Ver Ref. (8).
% Ver Ref. (4).
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RESULTADOS DEL PRIMAL Y DEL DUAL

PRIMAL
DUAL -
Tiene Acotado Sin No : Incompatible
 Solucién Soluci6n Acotado
Tiene solucién SI ? NO ' SI
Acotado sin o
solucién - NO B - NO P
No acotado NO NO NO : S1
Incompatible NO SI SI SI

La tabla anterior indica las relaciones entre el pnmal y el dual
en P.N.L., cuatro alternativas se presentan:

a) que el problema tenga solucidn;

b) que las restricciones sean compatibles y la funmén a ser
optimizada tenga cota en el sentido o dlreccmn del éptimo, pero
no exista sclucién; :

c) que las restricciones sean compatlbles pero la funmén sea
no acotada en la direccién del 6ptimo; y : :

d) que las restricciones sean inconsistentes.

De los cruces de estas alternativas se genera el cuerpo de la
tabla. Creemos importante hacer esta consideracién para casos en
que se desee determinar el dual por la importancia que los precios
sombras tienen en Economia.

Por dltimo, sefialemos que el M.T.F. permite calcular el 6pt1mo
del dual de problemas condicionados por igualdades y que tradicio-
nalmente se resolvian mediante la técnica de los multlphcadores de
Lagrange. -

9.4 Optimizacidn no restringida

"El MT.F. no ha surgido del prop051to de abordar este tipo
de problemas, no obstante, es perfectamente aplicable a casos no
restringidos.

Si la funcién presenta 6ptimo vnico, el algontmo conduce ala
solucién global. De otra manera los 6ptimos relativos serin. hallados
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segiin sea la eleccién del vector inicial. Aqui se torna de mucha uti-
lidad el poliedro de cotas a que ya hicimos referencia en la seccién 5.

Qqn51deremos el siguiente ejemplo.
MIN y = 4(1—x)? 4+ 2(2-}-4x,)*
La solucién es: X = 1
5 = —1/2
La solucién segtin el M.T.F. es

x = 1,000038
Xq = ——0,50002

Seguidamente incluimos la salida de computacion.

PROGRAMA DE o
PROGRAMACION NO LINFAL "% Problema 9.4
RESTRINGIDA (MINIMIZACION)

ALGORITMOS UTILIZADOS

POLIEDRO FLEXIBLE (NELDER Y:MEAD)
SECCIONES MEDIAS (GOLDEN SECTIONS)
TOLERANCIA FLEXIBLE (PAVIANI-HIMMELBLAU)
INTERPOLACION DE LAGRANGE MODIFICADA

PROG. MATEMATICA e
NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES 2

NUMERO DE IGUALDADES 0
NUMERO DE DESIGUALDADES - 0

- MAGNITUD DEL POLIEDRO INICIAL 0.10000E 00
LA CONVERGENCIA DESEADA ES 0.10000E —03
ALFA = 1.00
BETA = 0.50
GAMMA = 2.00

EL VECTOR INICIAL SELECCIONADO POR EL USUARIO ES
0.100000E 01 0.100000E 01
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- EL CRITERIO DE TOLERANCLA INICIAL ES
-0.200000E 00

LA SUMA DE LAS RESTRICCIONES NO SATISFECHAS ES
0.200000E 00

SGUDC LBV T LI BV LB BHBASB BV T LB VL

ITERACION NUMERO = 1 B
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.200000E 00

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.7200001E 02

EL VECTOR ES ,
0.1000000E 01  0.1000000E 01

Gtﬁﬁﬁﬁﬁﬁuﬁﬂtﬁéﬁﬁ###ﬂ#ﬁﬁﬁ##&##&

ITERACION NUMERO = 12
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.286107E-01.

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.3381028E.01 -

EL VECTOR ES
0.1046332E 01  —0.5280756E 00

LA 2-2-2-2-2-2-R-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-X-2-2-2-2-2-2-1

ITERACION NUMERO = 24
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.169494E-02

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.1678907E-04

EL VECTOR ES
0.1000260E 01 ~ —0.5007171E Q0

NUMERO TOTAL DE ITERAGIONES — 34
LIMITE DE CONVERGENCIA — -0.4547176.04
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VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.1850321E-07

EL VECTOR ES
0.1000038E 01  —0.5000200E 00

ESTOS SON RESULTADOS FINALES

9.5. Solucién de sistemas de ecuaciones e inecuaciones de
cualquier grado.

Una aphcacmn de la P.N.L. es la solucién de sistemas de ecua-
ciones e inecuaciones. Ya algo se vio cuando minirizamos T (X) en
la seccién 4.3, en que se buscaba un vector X tal que:

T(X) < g

Decfamos entonces, que cuando- g® -0 T(X)—>0 con lo
que X serfa un vector soluc16n de todas las desigualdades e igual-
dades que actuaban como restricciones.

- S8i T(X) =0, X es un vector factible de las restricciones. y por
lo tanto un vector solucion. Recordemos:

¥
T(X) = + {151 hi(X) + 3 Usi(X) ] :

£(X) >0 = U, =0
g(X) <0~ U=1

y que si T(X) es un funcional de igualdades y desxgualdades podre-

mos minimizarlo hasta determinar un vector X tal que T(X) =

Segtin el algoritmo de la tolerancia flexible el vector soluci(')n
serd aquél que haga T(X) = g%, donde @ es un valor en la
etapa k de una funcién no creciente; este valor se determina en la
iteracién final segiin el criterio de convergencia g, arbitrariamente
elegido.

Para simplificar el funcional T(X) y no trabajar con el opera-
dor Heaviside U,, se puede plantear la resolucién de un sistema de
ecuaciones de la siguiente forma:*

hx(X)"—‘:O i:l,Z,...,m

3t Ver Ref. (5), pag. 6.
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T(X) :é he(X)

Cuando T(X**) £ g, X** es una solucién al sistema de
ecuaciones anterior con una aproximacién dada por la diferencia
entre @ y cero. Se elevan al cuadrado las h; con el objeto de
evitar la cancelacién de términos.

Cuando el sistema sea
gi(X) ; i=m4 1

se puede reconvertir las inecuaciones en ecuaciones adicionando una
- variable s de holgura; asi: .

g(X)4+s=0 ; de donde

T(X) = 3 (8(X)+s)

La explicacién més interesante derivada de lo descripto es que
un problema de programacién no lineal puede ser abordado de
dos maneras:

— a través del planteo en la forma descripta en la seccién 7.

— mediante el sistema de ecuaciones e inecuaciones que sur-
gen de las condiciones necesarias para un 6ptimo local plan-
teados por Kuhn-Tucker, Fritz John, etc.”

Para ilustrar esta seccién se han desarrollado dos e]emplos sim-
ples de sistemas de ecuaciones.

a) Problema 9.5.1

2X1+4:X3 = 4:
Xz—QXz :—9
X* = [1, 0]

Con un criterio de convergenma del 1% los resultados obtenidos
son: ,

= [1,092677 0100009L]
2 Ver Ref. (3), pégs. 93, 94 vy 112.
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PROGRAMA DE ‘
PROGRAMACION NO LINEAL
RESTRINGIDA (MINIMIZACION) ‘ Problema 9.5.1

ALGORITMOS UTILIZADOS

POLIEDRO FLEXIBLE (NELDER y MEAD)

- SECCIONES MEDIAS (GOLDEN SECTIONS)
TOLERANCIA FLEXIBLE (PAVIANI-HIMMELBLAU)
INTERPOLACION DE LAGRANGE MODIFICADA

PRUEBA  PROG. NO LINEAL

NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES 2
NUMERO DE IGUALDADES A _ 0
NUMERO DE DESIGUALDADES 0
MAGNITUD DEL POLIEDRO INICIAL 0.10000E - 01
LA CONVERGENCIA DESEADA ES 0.10000E -02

ALFA. .
BETA
GAMMA

1.00
0.50
2.00

[N

EL VECTOR INICIAL SELECCIONADO POR EL USUARIO ES
0.100000E . 01 0.100000E 01

EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES 0.200000E 01
LA SUMA DE LAS RESTRICCIONES NO SATISFECHAS ES
0.900000E 00

RPCHGRLSBHOD I VB[O DSIDSROUDBBBTOD

ITERACION NUMERO =1
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.200000E. 01

VALOR DE LA FUNCION OB]ETIVO = 0. 5000000E 01
EL VECTOR ES

0.1000000E 01  0.1000000E O1 -

LR R L AR N R 2 R--F- 223 -F-2-2-3-2-2-0-2-2-2-]

ITERACION NUMERO = 12
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.533084E-01
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VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0. 4325812E 01.

EL VECTOR-ES .
O.5161914E~01 0.1018107E 01

#&ﬁ####ﬂﬁéﬁ#&#&&#ﬂ#ﬂ{t####ﬁ###ﬂ

ITERAGION NUMERO = 24
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0. 112035E-02

VALOR DE LA FUNCIOT\T OB]ETIVO = O 17 17965E-04

EL VECTOR ES
-0.1541335E-02  0.1000218E 01 - S -

NUMERO TOTAL DE ITERACIONES = 25
LIMITE DE CONVERGENCIA == 0.771403E-03

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.6580330E-03

EL VECTOR ES
0.1092677E-02  0.1000091E 01

ESTOS SON RESULTADOS FINALES

b) Problema 9.5.2
2X31 +4x.x; = 0
dx— 0
’ e l% - ]
01338334 013 1
o — [ ]

ll

0,2233740 [ 022
ooosiassss J o )

Reemplazando en el sistema. originario

2 x 0,13°+ 4 x 0,22 x 0= 0,002197 ~0
4x0—022 . =0084=0

T(X**) = 0,0004455033... R

R
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Haremos ahora una dltima observacién sobre el método de reso-
lucién de ecuaciones e inecuaciones. La solucién .que provee el
M. T. F. cuando el sistema es de grado superior a uno, no nos
asegura la existencia o no de otras soluciones. Por otro lado, el
desarrollo en la materia- no provee-suficientes elementos como para
determinar la unicidad de la solucién en estos casos. En sistemas
lineales los desarrollos han determinado alternativas claras respecto
a su solucién,” aunque no se. determina el método para generarla.

Finalmente indiquemos que el M.T.F. también puede ser em-
pleado en la-soluciéon de ecuaciones o inecuaciones independien-
temente.

PROGRAMA DE
PROGRAMACION NO LINEAL, .
RESTRINGIDA (MINIMIZACION) A Problema 9.5.9

ALGORITMOS UTILIZADOS -

POLIEDRO FLEXIBLE (NELDER y MEAD)
SECCIONES MEDIAS (GOLDEN SECTIONS)
TOLERANCIA FLEXIBLE (PAVIANI- HIMMELBLAU)
INTERPOLACION DE LAGRANGE MODIFICADA

PRUEBA ' PROG. NO LINEAL
NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES 3

NUMERO DE IGUALDADES ’ ’ 0
NUMERO DE DESIGUALDADES -0
MAGNITUD DEL POLIEDRO INICIAL ~ 0.10000E 01
LA CONVERGENCIA DESEADA ES 0.10000E -01
ALFA = 1.00

BETA = 0.50

GAMMA = 2.00

EL VECTOR INICIAL SELECCIONADO POR EL USUARIO ES
.~ 0.100000E 01 . 0.100000E 01 . .0.100000E .01

2 Ver Ref. (7).
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- EL. CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES 0.200000E 01
LA SUMA DE LAS RESTRICCIONES NO SATISFECHAS ES

0.000000E 00

BRI BJLLLIV BBV VDL BROIDJTO0L

'ITERACION NUMERO = 1 : :
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0. 200000E 01

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = O.4500000E._ 02

EL VECTOR ES
0.1000000E 01  0.1000000E 01 0.1000000 01

ﬁ#ﬁ#ﬁ###ﬁ&ﬂ####é#ﬂﬁ##ﬁ&#ﬁ#ﬁ&#ﬂ

' ITERACION NUMERO — 16
CRITERIO DE TOLERANCIA = 0.125049E 00

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.4542114E-01

EL VECTOR ES | V
0.2401374E 00  -0.4438830E-01  0.5357892E-01

NUMERO TOTAL DE ITERACIONES = 27
LIMITE DE CONVERGENCIA = 0.975640E-02

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = 0.4455033E-03 .

EL VECTOR ES A S -
0.1338334E 00  0.2233740E 00 - 0.8145585E-02

ESTOS SON RESULTADOS FINALES

SecunDpA PARTE

1. Programaczon General

En esta parte. del Uaba]o se va 4 plantear el caso mas general
de la programacién restringida en donde se definen domlmos dis-
cretos o limitados para las variables del problema.
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Sea optimizar:
£(X)eEn

h(X) =0 i=1,......,m
: restricciones indirectas
g(x) O i=mtl,..., p '
Se pueden plantear también restricciones directas que delimiten
el dominio de las variables; éstas pueden ser:
a* — restricciones referidas al signo de la variable;

b* — restricciones que imponen a una variable ser entera o
continua,

c* — restricciones que imponen que una variable sea multiplo
de un namero;

d* — restricciones segiin las que una variable entera o mltiplo
de un nimero debe asumir una cantidad finita de valores.

Para que una variable dnicamente tenga solucmnes enteras se
incorpora la siguiente ecuacién: .

Xj——EXj:O

donde E es un operador de integridad que traducido a FORTRAN
puede equivaler a WH@LE (x;-+ 0,5) /x5, en la que WH@LE
es una subrutina de truncamiento.

Si la restriccién impone que x; asuma en el vector solucién sola-
mente valores multlplos de w, entonces se incorpora en el problema
de programacién la ecuacibn: :

x5 —wEx; =0
donde w puede ser real o entera.

En los casos en que una variable débe.-limitarse a asumir deter-
minados valores enteros o fraccionarios (R;), se incluye una ecua-
cién por variable de la siguiente caracteristica:

3, (R =0
t=1 - .
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donde:

T = ndmero de valores que determinan €l dominio de x;
R; = valores que puede asumir x;

2. Eyemplos »
2.1. minZ = (xl—-....S) + (% --—3 5)*
(x x—3) (xa—3) —12>0

RS0
solucién en 19 iteraciones
7Z* — 2.947111 )
T x> = 3779551 ‘
x* — 4,280036
Qriterio de. convergencia = 0,001 .

Vector inicial = [0,0001 ° 0,00001] -

2.2. minZ = (x—25)" + (x—35)

Xgl -— Xy = O N
(:—3) (:—3) —1 >0
x>0 - :
Xz’ > 0
solucién en 18 iteraciones
Z* — 3.207228
* — 1.015112
* — 92.498833

" Criterio de convergencia = 0,01

Vector inicial = [0,0001  0,00001]
En este ejemplo x, tiene como valores opcionales 0 —1; de esta

manera la inecuacién x, > 0 resulta: redunidante, pero swve de guia
para la bisqueda del vector solucién. =
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2.3. min Z-= (x,—25)*+ (x:—35)* . ‘
: Xo—Exe =0 ; Exe = WH@’LE(xg—}—OS)
(x1~3«) (xe—3) ;';>0" o

x>0
solucién en 22 iteraciones
7* — 3.247429
x* = 3.500168
* — 4.990032

Criterio de convergencia — 0,001
Vector inicial = [0,1 0,1]

Este ejemplo exige que x. sea entera, segin.la primera ecuacién
mientras que x, puede asumir opcionalmente los ‘valores 1.5 6 3.5;
la presentacién de la restriccién es la de una ecuacién cuyas raices
son los valores antes sefialados.

2.4, minZ = (x—25)*+ (xa—35)"
% —Ex; =0 ; BEx, = WHQYLE (x, 4 0.5)
(—3) (x:—3) — >0
X1>O :
x>0

solucién en 16 iteraciones

7Z* — 2474315
x* 1.991639
%~ = 2.011415

Criterio de convergencia — 0,01

Vector inicial = [0,0001  0,000017]

La particularidad de este ejercicio radica en que por la primera
ecuacion se restringe a x, 4 ser entera.

. De la comparacién de los resultados podemos obtener una idea
de la potencialidad del procedimiento para incluir restricciones que
en forma de_ecuaciones determinan el dominio de cada variable. La
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capacidad de la computadora y 12 eleccién de «, 8,y ordenados
para este nuevo planteo indicardn el camino para la solucién de
problemas de programacién general ain no abordados, y la medi-
cién de casos de P.L. atn discutidos especialmente en el campo
de la programacién entera mixta y 0-1.

z | !
i i
H =
6 &
| -
P e e e 8
* pmooopnoooedd L A
s X
: ¥
]
1 x
: 5
{ (35
. . <« £
i
i
1

4
o
&

Quizés la aplicacién més inmediata de este sistenia de piogra-
macion general, sea el de la programacién lineal entera, donde el
métcdo parece - brindar mejores resultados que el de resolver - el
problema de P.L. y luego. utilizar las ecuaciones de corte de Gomory.
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En un simple ejemplo se puede visualizar la eficiencia del algo-
ritmo de Himmelblau aplicado a un caso de programacién toda
entera.

MAX 7Z = 5’::»(;-}—4:1{22A

3%, + % < 8
X1 + 4Xg < 10
X1} X2 2 0
X1; X» enteros.

La solucidén mediante el algoritmo de Gomory es:

X1:1
%2 = 2

mientras que utilizando el algoritmo de Himmelblau e] vector final
para un criterio de convergencia del 0,001 es:

x = 1,000728
% = 2001173

Vector inicial = [1 1]

Niimero de iteraciones — 23.
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