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ANALISIS NEOCLASICO DEL PROBLEMA
DE LA LOCALIZACION INDUSTRIAL OPTIMA

Htcror J. C. Gruee

El presente analisis ha sido desarrollado al dictar la asignatura
“Economia Espacial” en la Facultad de Ciencias Econdmicas.-de la
Universidad Nacional de Cérdoba, en el Curso correspondiente al
afio 1971 y pubhoado en [3].

Esta comunicacién constituye una extensién de dicho desarrollo,
la cual Hiene las siguientes ventajas: 1) Es tedricamente mis expli-
cativa que los desarrollos actualmente disponibles; 2) Permite ex-
tender el andlisis a situaciones en las cuales los fletes no sean
proporcionales a las distancias; 3) Permite solucionar, sin grandes
complicaciones, situaciones que contemplen varias fuentes de ma-
terias primas y varias localizaciones de mercado; 4) Permite la solu-
cién, sin artificios especiales, de situaciones concretas con un ntimero
discreto de localizaciones posibles las cuales, a su vez, pueden incluir
puntos singulares en la red de transporte (estaciones de trasbordo,
por’ ejemplo) y precios de insumos no transportables diferenciados
segin localizaciones.

1. Andlisis Weberiano de la Localizacién Industrial Optima. El
analisis desarrollado por A. Weber [11] incluye un fuerte supuesto
restrictivo: el de funciones de produccién de proporciones fijas. In-
cluye, ademas, un problema fundamental: la determinacién de la
localizacién de costo de transporte minimo, correspondiendo a la
planta una funcién de produccién de proporciones fijas.

Este ‘problema, identificado en la literatura como “Problema
de Weber”, ha dado origen a una extensa serie de trabajos [1-2-5-10],
valiosos en cuanto arrojan alguna luz en relacién a métodos anterior-
mente propuestos * para la solucién del mismo o aportan una nueva
forma de solucidn.

1 g articulo [10], por ejemplo, de algin modo invalida el antiguo método
denominado “de los pesos” ([6], pag. 19).
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I.{EVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA

El inconveniente de estos trabajos reside en que, orientados a
la solucién de un problema especifico, son de naturaleza exclusiva-
mente matemAtica y no contribuyen al avance del analisis por modi- -
ficacién del supuesto fundamental.

2. Generalizacién del Problema de la Localizacién Industrial
Optima. La eliminaci6n, para el analisis, del supuesto de funciones
de produccién de proporciones fijas y la introduccién de las posibi-
lidades de sustitucién fue realizada por primera vez por A. Predohl
en [9] y posteriormente elaborada por L. Moses en [7].

Los siguientes parrafos, transcriptos de [9], resumen el plantea-
miento del problema realizado por dicho autor: “Como a distintos
niveles de renta de la tierra corresponde un gasto distinto de capital
y trabajo y como, por otra parte, en ese gasto de capital y trabajo
se mcluye el costo de transporte hasta la dltima etapa, la localiza-
cién estd determinada, en Gltima instancia, por dos puntos de susti-
tucién: la relacién entre explotaciones de la tierra y gastos de
capital y trabajo, de un lado y la relacién entre gastos de capital y
de trabajo y gastos én transporte por otro lado... Los dos puntos de
sustitucion relevantes desde el punto de vista de la localizacién no
pueden ser resumidos a uno solo, expresando la renta. de posicion
por los costos de transporte”.

El primer intento de formalizacién de este esquema de analisis
corresponde a W. Isard [4], a nuestro entender con éxito relativo
por cuanto, cuando realiza el apalisis grafico ([4], Caps. 5 y 6)
mantiene el supuesto de funciones de produccién de proporciones
fijas y cuando realiza €l anilisis matematico ([4], pig. 223) no toma
en consideracién las dificultades para definir la funcién g(l;, 1s,
1;) =0 en forma adecuada para solucionar el problema de minimo
condicionado que plantea.

A los efectos de lograr una formalizacién adecuada de la -idea
eshozada por Predohl y esquematizar un método de solucién, pue-
den establecerse los siguientes supuestos:

1. En un plano homogéneo existen dos fuentes, M; y M., de ma-
terias primas y un mercado consumidor G, al cual le corres-

ponde un nivel de demanda q para un determinado bien cuya
produccidén requiere, exclusivamente, las materias primas 1 y 2.

2. Los precios de las materias primas (p: y p:) son precios f.0.b.
en M; y M: y el precio del producto elaborado (p_ es precio
cif.enC.
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3. A la planta le corresponde una funcién de produccién de la
forma general g =f(x: , x:), en la cual %, y % son cantidades
de materias primas. Esta funcién de produccién permite susti-
tucién continua entre los insumos. Una funcién del tipo Cobb-
Douglas constituye un ejemplo adecuado.

"4 Estin dadas las tarifas t, Ly t para las matenas primas y el

producto elaborado.
Dada una localizacién i (i=12,..... n) en el interior de
MM.C (Figura 1), dado que los ingresos son constantes por la

constancia.de p. y ¢, el problema de maximizacién de losbene-
q

ficios se convierte en el problema de minimizacién de los costos
de produccién y distribucién expresados por

C= (p: + tudu))xu + (P2 +tadu) xa + a t
4 ’ ai

Figura 1- -

La tnica condicién que puede imponerse para la minimizacién es:

q=f (x5 %)
dado que resulta pricticamente imposible establecer una relacién
funcional entre dy, d. d_ ,que incluya % y x., tal como lo esta-
blece W.Isard en [4] o que sea independiente de ellas: g(dh, dzi; d_)

=0, para tratarla como una restriccién mas [4]. Quedan dos caml-
nos: 1) Eliminar x; y %, expresandose en funcién de precios f.o.b.,

costos de transporte y q, tal como se hace en [8] o 2) Proceder
como se desarrolla a continuacién, -
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Si se hace
Pu = p: + tdy
P = P2 + tdy
el empresario, en cualquier localizacién i (i=1,2..... n) va a

tratar de hacer minimo su costo de produccién
C = Pii X -+ P2 Xu
eligiendo combinaciones de insumos xu, % tales que se verifique

min C = P Xui -+ Pzi X
sujeto a

azf(}ﬁ’Xz)

Si se pasa del problema continuo que plantea el plano homo-
géneo a un problema discreto, cubriendo M;M:C con una reticula
(Figura 2), para cada vértice de la misma (i=12,..... n) re-
sulta posible calcular, conocidos di;, ds;, d-y -

%

1. Los correspondientes %y y Xu que determinan los minimos costos
de produccién en cada localizacién i (i=1,2,..... n).

2. Los costos de producciéon
¢ = P1 Xy -+ PaXa

determinados valorando los insumos a precios f.0.b.

36



ANALISIS NEOCLASICO DEL PROBLEMA DE LA LOCALIZACION...

3. Los costos de transporte totales para cada localizacién 4 (i=1,2....n)
Ct = Xii d1i t + xzi dzs t. H— é—dil ti’
i

Conocidos C’; y C. para cada vértice i de la reticula (i=1,2,
i

..... n), se puede plantear la sustitucién entregastos en insumos
y gastos en transporte, determinando la localizacién de minimo costo
total C.
Con este fin se puede recurrir al anilisis grafico tomando, en
un sistema de ejes coordenados, C’; en abscisas y C. en ordenadas,
i

con lo cual cada vértice i de la reticula queda definido por sus
coordenadas C’; y C. en el plano (x,y) (Figura 3).
: 1

Figura 3
Una linea a 45° de pendiente negativa tiene por ecuacién, en
este diagrama

C = C'x + Cc'
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y para distintos valores de C genera una familia de rectas de iso-
costo total de-produccién y transporte, incluida la distribucién de la
produccién y el abastecimiento de materias primas.

La localizacién 6ptima se encontrari, evidentemente, en el
vértice i situado sobre la recta C mds préxima al origen.

El esquema asi planteado, combinacién de soluciones analiticas

y gréaficas, resulta de utilidad para entender el problema de la
locahzacmn industrial 6ptima como un problema de sustitucién de
gastos, tal como lo plantea A. Preddhl en [9]. -

La solucién de casos concretos, mediante la utilizacién de com-
putadoras, exige el abandono del anélisis grafico, tanto para la cons-
truccién de la reticula base, como para la seleccién de la combina-
cién de costos de produccién expresados a precios f.o.b, y costos
totales de transporte que determinan la localizacién de costo total
minimo. :

La solucién, en el caso del plano homogéneo, se obtiene intro-
duciendo en el programa de computacibén, entre otras, las siguientes
etapas: :

1) Trazado de la reticula base;

2) Céleulo de las distancias dg; ‘

3) Calculo del costo C; para cada vértice de la reticula;

4) Seleccién del costo total minimo (produ001on+transporte),

5) Densificacién de la reticula base en torno al i al cual le
corresponde el minimo; :

6) Célculo de las distancias dys _

7) Calculo del costo C; para cada vértice-de la nueva reticula;

8) Seleccién del i al cual le corresponde el costo total minimo;

9) Continda la iteracién.

En el caso de localizaciones discretas se hace necesario intros
ducir el andlisis de redes a efectos de determinar los recorridos més
cortos de materias primas y productos elaborados correspondientes
a cada localizacién, sobre cuya base se han de determinar los co-
rrespondientes dj.

Dado que el problema estd planteado como la biisqueda empi-
rica de un minimo, disponiéndose de un niimero discreto de valores
de la funcién a minimizar, no se plantea la necesidad de verificar el
cumphmlento de condiciones de primero y segundo orden para el
minimo.

En [8] se plantea esa necesidad, a nuestro entender en forma

errénea. Esto porque la funcién presenta, al estar fijado g, un mi-
nimo absoluto, a diferencia de lo que ocurre en el analisis de Mo-
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ses [7], en el cual g es variable y pueden presentarse varios mi-
nimos para distintos valores de q.

No se presentan, de este modo, problemas matematicos para
soluciones en puntos smgulares (vértices) [8], las cuales son econ6-
micamente factibles.

Fl esquema de solucién permite, ademds, el analisis para casos
en los cuales se modifiquen algunos supuestos del plano homogéneo,
entre ellos, la introduccién de tarifas no proporcionales a las distan-
cias y costos diferenciales para algunos insumos no transportables
- (mano de obra, por ejemplo).

En el Anexo se mcorporan tres ejemplos que muestran formas
alternativas de operacién frente a diferencias en las caracteristicas
del problema planteado.

ANEXO

Supbngase dos fuentes de materias primas M; y M: y un mercado
consumidor C, en un plano homogéneo.

A la planta cuya localizacién se desea determinar le corresponde
una funcién de produccién del tipo Cobb-Douglas de la forma

q = Ax*x%, y un nivel de produccién q dado por la demanda en C.
En la funcién de produccmn % ¥ X% son cantidades de materias
primas.

De acuerdo a lo establecido en el cuerpo principal de esta
comunicacién el problema se reduce a determinar

min C, = PiXu - paxa; -+ Xyitidy; -+ Xotoxe; atad&.i

una vez que se ha cubierto el plano M;M.C con una reticula base.

M
1 R,
N o
LS W4
\{~g il \\\
5 1T~k :
NT::E?« c
2 | L=
A1 ] 2
m, LA
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Las cantidades de insumos x;; y Xe; se determinan resolyiendo
minimizar C = (ps 4 tidu )% ++ (P2 tada) o
Sujeto a - ‘ (i: A'x"‘u %xB;
‘ Utilizando los multiplicadores de Lagrange se obtiene, haciéndo

P4+ tdy; = Pu
Pz + teds; = pai ,

la siguiente expresion:
L:Pan —+ PziXﬂ.i-}-l\- (AX“u XBzi"—'a)‘ - (l)

a partir de la cual

SL ‘
—— = Py 4+ ad AXa“lli xPo; (2)
8X1i
SL | |
5 = pa + BAAXY, Xf"l (3)
Xoj -
sL -
-——-—’8}" = A x%; xPy “"" q (4)

Igualando a cero las expresiones (2), (3) y (4) se obtiene:

q
pu+ a\ A Xa—ln XBzi = Pui +|01/\. = 0 (5)
p.SH
q
DPa -+ BX A x%; 3B = Pasi + fA-— =0 (6)
Xai
A x%; %Py = a (7)
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Despejando A en (5) y (6).

PuXu
A== e —
aq
Pt Xai
A= —
Ba
Dividiendo miembro a miembro
Pu B Xu
1= —
P2 @ Xu
De donde
Pa @
Xgj =of memme e Xy
Pu B
Reemplazando en (7)
- ( Pz « B
q = Ax% | — — lfx'n.l
Lpe g ]

Expresién que permite despejar

( q )_1_[’ Pu By_*f
Xy = [ 7§ J—— Y
A L P2 aJ )

Conocido xn: se puede despejar de (7)

Xzi g

X _J

[ WA ]"‘3
|

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

Ejemplo n? 1. Determinar la localizacién industrial 6ptima, da
das las fuentes de materias primas M; y M. y la localizacién de
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mercado C (Figura 4) para una planta a la cual le corresponde
la siguiente funcién de produccién '

g = 2.5 x*% x™%

de acuerdo a la siguiente informacién

S R

= 2.5
Y

tz pommag 1.5

ta == 3.0

P2 = 2.000

10.000

Ql
I

Figura 4

El algoritmo de cémputo, sin incluir el trazado de la reticula
y el célculo de las distancias a cada vértice, es el siguiente:

£14

1) Calcular —
B

2) Calcular (« + B)
1
et B
B
et B

3) Calcular

4) Calcular

q
5) Calcular—
A
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1
ey

6) Calcular {E/A] atB

' 7) Calculal‘ t;_dn =
) tzdei —_
tsdai —

8) CalClﬂaI Pui = Du 'I‘ t dli
P2 = P: -!r e dzi

Pai

9) Calcular
- P

Pai a:] 8

(
e g) |

10) Calcular x; = [

11) Calcular x*,

( a/A 2
12) Calcular x: = J 8

L T

13) Calcular Ct’ = x5t du + Xai t: dgi ;—l'" -(i t d-‘_-_

a ai
].4:) Calcular C/; = Pi Xu -+ Pz Xn
15) Calcular ¢. + C = G,

16) Determinar el minimo C;:
17) Determinar las coordenadas correspondientes al minimo C;

La siguiente salida de computadora corresponde al ejemplo
planteado. Ella consigna, como se desprende de ESC ABS y ESC
ORD, los resultados correspondientes a la cuarta etapa de iteraci6n
en la densificacién de la reticula en un entorno del primer i al cual
le corresponde un C; minimo.
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SALIDA DE COMPUTADORA EJEMPLO N¢ 1

ESC ABS 140.00 ESC ORD 68.43
ESC ABS 128,00 ESC ORD 13.68
ESC ABS 5.60 ESC ORD 2.73
ESC ABS 111 ESC ORD 0.54
1) 1.25 ’
2) 0.80
3) 111
4) 0.44
5) 4000.00
6) 10052.8125
7) 174829 646.84 2497.19
1750.81 647.67 2494.07
1779.46 648.26 2472.26
8) 6748.29 2646.84
6750.81 2647.67
6779.49 2648.26
9) 0.3922
0.3915
0.3906
10) 7323.30 11) 85.57 12) 14937.10
7323.11 85.57 14937.59
7310.06 85.49 14970.92
13) 47437240.09 14) 66490712.09 15) 113927952.21
47436840.09 66490736.09 113927568.21
47435736.10 66492168.70. 113927904.21
16) 113926528.18
17) ABSCISA ORDENADA 3
ABSCISA ORDENADA  510.39
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Ejemplo n? 2. Dadas las localizaciones de materias primas M,
y M: y las localizaciones de mercado C, y C., determinar la locali-

zacién éptima de una planta a la cual le corresponde la funcién
de produccibn:

q=Ax% x5 = 25x™, x™%

de acuerdo a la siguiente informacién:

tt = 2.5 : © @« = 6.000
tz = 1.5 X; = 0

t; = 3.0 x = 250
t = 3.0 x = 1.000
pr = 5.000 =0

p: = 2.000 i = 355
q = 10.000 vs — 1.080

Figura 5

El algoritmo de computo, en este caso, presenta pequefias va-
riantes en relacién al Ejercicio n? 1. Se lo expone a continuacién,
sin incluir las etapas de trazado de la reticula y el calculo de las
distancias d; a cada vértice de la misma.
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44

1) Calcular —
B

2) Caleular (« - 8)
1
a+t B
B

et B

3) Calcular

4) Calcular

5) Calcular q/A

6) Calcular {E ]Z?E‘
A .
7) Calcular tdy
tda
todas
tda
8) Calcular py=1p:+ tdy
Pu=p:+ tada

Pz

9) Calcular

Pu

P2x € B [_

10) Calcular Xy = —-—} atg L
(b 8

11) Calcular x%;

r q/A_ 1 i

\ X“u .J

12) Calcular xx —

13) Calcular C; = xutidy + Xesteds; -+ aatadai - -Cj{4t4d4i
14) C) = PiXa -+ P2Xej
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15) Ci prusnd C’i + Ce'

16) Determinar C; minimo.

17) Determinar las coordenadas de C, minimo.

- La siguiente salida de computadora, en la cual se ha impreso
solamente la cuarta etapa de iteracién en la densificacién de la
reticula base, ilustra el proceso de cémputo de este caso concreto.

SALIDA DE COMPUTADORA EJEMPLO Ne 2

ESC ABS

ESC ABS.

ESC ABS

ESC ABS

1) 1.95

2) 0.90

3) L1

4) 0.44

5) 4000.00

6) 10052.8125

7) 1968.81
197116
1997.92

8) 6968.87
697116
6997.92

10) 6392.97
6398.94
6370.56

13) 31952232.05
3192493204
31755552.05

16) 99088736.18

17) ABSCISA
ABSCISA

120.00 ESC ORD 100.00
24.00 ESC ORD 90.00
4.80 ESC ORD 4.00
0.95 ESC ORD 0.80
12.94 92476.09
11.94 247494
591 . 9449.61
9012.94 9) 0.2888
9011.94 0.1886
9005.91 0.2866
11) 79.95 12) 17704.38
79.93 1771944
79.81 17779.83
14) 67370144.21 15) 99322368.18
67374640.21 99299568.18
6741949618 99168032.21
8  ORDENADA 8
75552 ORDENADA  249.60
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Ejemplo n? 3. Sup6nganse las 9 localizaciones discretas presen-
tadas en la Figura 6 y un proceso productivo que utiliza las materias
primas M; y M. de acuerdo a la funcién de produccién

q = A x4 xf% = 25 % X%

Supéngase, también, que la materia prima M, se encuentra loca-
lizada en 1 y la materia prima M. se encuentra localizada en 1,2,3,4,
5,6,7,8 y 9 con precios diferenciales. El mercado consumidor se loca-
liza en 5 y 3 es estacién de trasbordo para los recorridos 3-4 y 3-6.
Se supone que el costo de las operaciones de trasbordo equivale
a 100 km. de recorrido para cualquier tipo de carga.

A efectos de tomar en cuenta los trasbordos, en la red de la
Figura 6 se han introducido los nodos ficticios 10 y 11.

La matriz de distancias resulta, para esa red:

CUADRO Ne 1
MATRIZ DE DISTANCIAS CORRESPONDIENTE A LA RED DE LA FIG. 6

1 2 3 4 5 6 7 -8 9 10 1

1 410 370
2 650 540 585
3 615 100 100
4 400 490 700
5 710
6 360
7 600
8 430
10
11
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Se agrega, ademds, la siguiente informacion:

p: = 5.000 pa = 2.000 q = 100.00
© P = 500 : a = 05
D = 2.000 ' B =04
P = 500 A=25
ps = 2000
P = 2.000
p=r = 2.000
P2 = 750
P2 = 2.000

Utilizando un programa para la determinacién de la ruta mas
corta entre nodos de una red, se obtiene la siguiente salida de
computadora:

RUTAS MAS CORTAS ENTRE NODOS

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 410 1060 1860 2260 1705 1400 800 370 1160 1160
2 650 1450 1850 1205 1140 540 585 750 750
3 800 1200 645 1005 615 1045 100 100
4 400 490 850 1415 1845 700 900
5 710 1070 1670 2100 1100 1255
6 ' 360 960 1390 745 545
7 600 1030 1105 905
8
9

430 715 715

1145 1145

10 v 200
11

El Cuadro n° 2 resume las distancias minimas entre nodos, des-
pués de haber depurado el cuadro anterior por los trasbordos impu-
tados a la localizacién 3.
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CUADRO Nv 2

DISTANCIAS MINIMAS ENTRE NODOS

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 410 1060 1860 2260 1705 1400 800 370 1160 1160
2 650 1450 1850 1295 1140 540 585 750 750
3 700 1100 545 905 615 1045 —— ——
4 a 400 490 850 1415 1845 700 900
5 710 1070 1670 2100 1100 1255
6 360 960 1390 745 545
7 600 1030 1105 905
8 , 430 715 715
9 1145 . 1145
11 :

10

- 200

* Se eliminaron los trasbordos, considerando que la localizacién
se verifica en 3. Utilizando esas distancias como distancias dy,

se llega al siguiente Cuadro

CUADRO Ne 3
i 1 L 1
‘9 410 0 1850
3 1060 0 1100
4 1860 0 400
5 2260 0 0
6 1705 0 710
7 1400 0 1070
-8 800 0 1670
g 370 0 2100
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. REVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA

A partir de esta etapa se puede utilizar un algoritmo semejante
al de casos anteriores, cuya salida de computadora se adjunta a
continuacion: :

1) 1.95

2) C.90

3) L1l -

4) 0.44

5) 40000.00

6).129837.4544 ,

7)  0.00 ' 0.00 6780.00
1025.00 S 0.00 5550.00
'925.00 7 0.00 6300.00

8) 5000.00 ©2.000.00 9) 0.40

©6025.00 500.00 0.08
5925.00 2.000.00 0.33
10) 95413.29 11) 308.89 12) 190826.58
4742773 . 21777 . 4572203.39
: §8480.01 297.45 , 209697 .62

13) 678000000.74 ~ 14) 858719625.49 15) 1536719626.49
603613433.24 1151545491.99 1755158923.99
539300216. 49 878271089.49 1417571306.49
208881430.12 1380272212..49 1679153641.49
385221786.24 - - 921805048.24 - -1307026833.99
52922921457 .87 900278781.74 1492500238.99

. 584788091.24 - 889342709.99 , 1474130801.49
607260938.92 1059067350.49 1666328288.99
711844011.24 861795317.24 : 1573639328.49

16) Min. G, = 1307026833.99

La localizacién 6ptima resulta ser la localizacién del mercado
consumidor (5) a pesar de la existencia de estaciones de trasbordo
y localizaciones de materias primas baratas. Ello se debe a la forma
en que ha sido planteado el problema, forma especialmente ele-
gida para demostrar que los desarrollos referentes a estaciones de
trasbordo s6lo son vilidos en los casos especiales que responden
a los supuestos de demostracién, .
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ANALISIS NEOCLASICO DEL PROBLEMA DE LA LOCALIZACION...

Si los supuestos iniciales hubieran excluido la existencia de
materia prima M. en la localizacién del mercado consumidor, tal
como se deduce de la columna 15) de la salida de computadora,
la localizacién 6ptima se hubiera dado en la estacién de trasbordo 3.
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