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LA TEORIA DE INVENTARIOS - UN INSTRUMENTO
DE LA CONTABILIDAD GERENCIAL

IOSE WALTER DORFLINGER e

1 GENEBALIDADES

Se encara en este traba]o uno de: los aspectos refendos a la In-
vestigacién Operativa que més estrechamente estd vinculado a la
profesién de contador: el que comprende el conjunto de técnizas que
-se nuclea bajo el nombre de “Teoria de Inventanos o Gesb.on de
Stocks”. - a s P N R
‘Es decir problemas referidos a- plamﬁcacmn producclén, for—
-macién de stocks. Estos problemas-son muy comunes y conocidos
donde existen los siguientes factores: ‘inmovilizaciéon de::capitales,
pérdidas sufridas por falta de los materiales requeridos en la pro-
duccmn transporte de materiales indispensables, etc. s

- Como toda: técnica en progreso, Hene las mads: diversas: interpre-
.taciones y se le atribuyen los méas diversos alcances y proyecciones.
Es asi que un problema de inventarios se refiere a la determinacién
de quién debe cumplimentar los pedidos, qué materiales. deben ser
solicitados; dénde y cudndo se deben realizar los pedidos, ete. Otras
-veces se refiere el problema al conjunto de toda la empresa, contro-
-Jlando los stocks en inventario como un todo. En este caso se tendran
problemas de renovacién de stocks, financiacién, depreciacién, etc.
También se le atribuye en: 'otras ocasiones, el estudio  sobre qué
items deben ir al mercado, cudndo, dénde y culnto, ete, 2. v
::- Los. modelos més comunes, llamados “del lote econémico”, son
suficientemente conocidos como para obviar su presentacién, por lo
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que nos abocaremos directamente al tratamiento del modelo que pre-
tendemos desarrollar.

El modelo que serd analizado estd encuadrado dentro de los
llamados estocasticos. Es decir, presenta demanda estocastica y de-
mora en la reposicién también probabilistica, para lo cual utilizare-
mos en su solucién los procesos de Markov. '

Para ello’ propondremos la posibilidad - de .utilizar una distribu-
cién de Poisson para la funcién de demanda, con una extensién al
caso de aplicacién de la distribucién normal.

Para el caso de los modelos deterministicos es posible fijar para
todo el proceso posterior del sistema, de manera mas o menos precisa,
cuél sera el estado del mismo siempre que conozcamos a qué estado
del proceso nos referimos y establezcamos la cantldad a ser ordenada
.asi como Jos puntos de reordenamiento. ~ :

- Sin embargo cuando-introducimos el tratamiento aleatono en.el
sistema, tanto para la demanda como para las demoras en el rea-
provisionamiento, ya no es posible seguir efectuando este tipo- de
predicciones con absoluta certeza y s6lo estamos en condiciones
de conocer exactamente el estado del sistema una vez que nos pro-
porcionen_todos. los elementos referentes a la demanda, momento
-en que se efectud el pedido o la orden, recepcién del embarque;. etc.
Todo este proceso de proporcionar informacién al encargado de efec-
tuar:la decisién, puede resultar en algunos casos, una de las dificul-
tades mayores en la_solucién del sistema, y. requiere a veces un
complicado. procesamiento de datos a fin de contar con los elementos
basicos .de deeisién. .

Para el tratanuento del sisterna _cuya solucmn propondremos
-consideraremos .que la funcién que genera el proceso de la. demanda
mno .cambia a través del tiempo; esto 1mphca que la tasa prome-
.dio no varia. .. B £ I T : y :

.. ‘Es necesario tener presente ademas que,. cuando _proponemos la
posibilidad de que las demoras sean-aleatorias ya no és:posible pre-
decir en forma. precisa cudl serd el inventario: disponible en el mo-
‘mento en que se-produzca el arribo de una. orden.- .. .. .-
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- O sea, hemos transformado de esta forma el mventano dlspo—
mble en una variable aleatoria. ' :

Llamaremos “nivel de seguridad” a la esperanza matematica del
inventario neto en el momento del arribo de las 6rdenes, y corres-
ponde al concepto que representaremos con la letra s.

El valor de este. parAmetro puede ser positivo, negativo o cero,
segin sea el comportamiento de la deficiencia de inventario exis-
tente. Sin embargo, si se considera el caso en el cual se plerde la
venta por inexistencia del item, la vanable s tendra que ser nece-
sariamente no negativa.

Las soluciones a que hemos arribado para este sistema, nos in-
dican en general que este “nivel de seguridad” tiene valores positivos
en los costos 6ptimos. o

szas Ta razén de esto sea el que si fuese cero o mas atin
négativo, debido a la naturaleza aleatoria de la demora en el reapro-
visionamiento, se producirian. deﬁciencia's'én el inventario'y conse-
cuentemente el costo debldo a estas deflc1enc1as serian muy 1m—
portantes. '

" Por dierto que también en este modelo como en los ya ante-
riormente tratados, el propésito que perseguimos con la solucién del
sistema de inventarios, es determinar el valor éptimo para g o sea
Ta cantidad optlma. a sér ordenada en cada periodo de ordenamlento,
una vez que el nivel de inventario dlspomble alcance un cierto tope.
En forma simultinea’ estamos determmando el punto ‘6ptimo  de
ordenamiento. : :

A partir de estos conceptos bésicos podemos considerar que
estamos elaborando un sistema del tipo (q, s)- donde el inventario
‘méximo- vendrad dado simplemente por s--'q=S y que evidente-
mente serd el modelo apropiado cuando tomamos en consideraci6n
14 circunstancia de que las demandas se producen en forma unitaria.

2. . NOTACION

La notaciénj que se usard a-través del’ trabajo serd la’ 51gmente-
‘qy -indicar4 cantidad ‘a ordenar en el instante i
t periodo de ordenamiento
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‘s - npivel de ordenanuento o sea stock -minimo que serd: adnn—
tido antes de realizar un nuevo ordenamiento. '
2. 8- nivel miximo de inventario. . e
. L - tempo de demora del pedido- desde el momento de su
ordenamiento al instante que se cumple el pedido.
x cantidad demandada en el periddo t

X
‘r esla tasa de demanda en el penodo es decn r— —
"' C; - costo de almacenamiénto - AT
C: " costo por deficiencias R o
C: costo de reaprovisionamiento

3. PRESENTACION DEL MODELO -

Supondremos que el sistema corresponde a una émpreéa 'én la
cual es posible obtener mformacmn permanente sobre las opera-
Ciones que realicen en ella.

" Trataremos de obtener la canhdad optlma q que deber4 “ser
ordenada y el punto s de reordenamiento para un solo item. En el
supuesto de que hubiese més de un item, supondremos que no. ‘existe
interaccién entre ellos, es decir que pueden ser tratados como va-
riables mdependlentes. Como siempre, esta cantidad y punto de reor-
denamiento opumos serdn obtemdos medlante la obtencmn del costo
promedlo minimo del 51stema._ o
" * Haremos ademas los 31gu1entes supuestos

a) El costo unitario por item es mdependlente de la canndad
g ordenada. . .

b) El costo por deﬁmenmas en el mventano €s. C; por umdad
Y 10 agregaremos costo. adicional por el tempo que se mantenga la
def1c1enc1a. , , , -

.e). Con51deraremos en prmc1p10 que no existe mas de una orden
pendiente, Luego trataremos el caso para el cual existe un nimero
arbitrario de 6rdenes pendientes. Este supuesto implica que.en el
instante en que se produzca el reordenamiento no existen érdenes
pendlentes de forma tal que. el nivel del inventario es 1guaLa1 inven-
tario neto, o sea inventario disponible menos deficiencias.
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- d). El costo que supone la obtencién de la mformacmn perma-
nente del sistema, es independiente de q y de s. el
-e)-El punto de reordenamiento serd siempre positivo. Este.su-
puesto nos. parece 16gico, ya que en la prictica en muy raras. oca-
siones se espera a que existan deficiencias en el mventano para
efectuar .el reordenamiento. : co sl

Como siempre diremos que el sistema ha- cumphdo un c1clo
toda vez que se hayan producido dos ordenamientos’ sucesivos.
Dada la caracteristica del modelo estocistico planteado, el -sistema
no se repetird exactamente en cada ciclo y menos atin en cuanto al
largo del mismo. No obstante el sistema serd constante en el sentido
de que variara entre s'y s~ q =S para cada uno de'los ciclos. -

Los -términos que intervienen en- la determinacién del costo
promedio del sistema estin dados por: el costo de'‘ordenamiento;-el
costo de almacenaje y. el costo por deficiencia; siendo”innecesario
incluir el costo unitario de los {tems debido al supuesto a) del mo-
delo. Por otra parte todas las variables serdn consideradas continuas
y representaremos por f (x ;t) a.la probabilidad de que el ntimero de
unidades demandadas en el instante t estén comprendidas entre
xy x-dx, considerando ademas que la tasa promedlo de demanda
es constante e igual a r. o

El costo por efectuar un ordenamiento es cs. Dado que la tasa
promedlo de demanda es'r y las 6rdenes se producen cada vez que
se ordena la cantidad q, el costo promedlo serd c; r/q.

El costo plomedlo de almacenaje est4 representado por s mul—
’hphcado por el ntimero promedio de ftems mantenidos en almacén.
En este caso observamos que de acuerdo a la definicién dada mas
arriba el inventario neto serd dado por el inventario disponible me-
nos las 6rdenes pendientes, o sea que corresponde a la diferencia
de dos variables aleatorias. Por lo tanto, la esperanza- matematica del
inventario neto para cualquier instante en el tiempo, es igual a la
esperanza matematica del inventario menos la esperanza matemética
de las é6rdenes pendientes.

Cuando éstas corresponden a- deficiencias. en los inventarios e
implican una pérdida importante en el resultado general de la em-
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presa; entonces se tratard de que si se produce una deficiencia en el
sistema, ésta aparezca lo més cercana posible al arribo' de un nuevo
pedido. Es por ello. que consideramos muy poco relevante el aporte
al costo de almacenaje agregado por las deficiencias en el sistema y
consecuentemente para nuestro modelo, a los. efectos del cilculo
- del promedio de costo por almacenaje, el inventario neto sera igual
al inventario disponible. ;

Por definicién, el inventario neto en el mstante en que se pro-
duzca el arribo del pedido es igual al “nivel de seguridad” que repre-
sentamos por s, e inmediatamente después de incorporado al inven-
tario.el pedido, ser4, s + g. Este serd el inventario disponible cuando
consideramos que la esperanza de los pedidos pendientes- por defi-
ciencias en el inventario son despreciables. Dado que la tasa de
demanda se considera constante, el promedio de inventario disponible
en un ciclo, decrecera linealmente desde qi+ s hasta s y por .lo
tanto el promedio general en el ciclo sera k

—(@+s) +—s=q2Fs
9 9. .

En vista que el punto de reordenamiento del sistema es s, y dado
que de acuerdo a los supuestos planteados para nuestro modelo, no
se produce ningin aprov151onanuento entre el momento en que se
efecttia €l ordenamiento y ‘el instante en que se efectiviza la orden
y si la orden demora un tiempo L en arribar, s1endo x las unidades
demandadas en ese perfodo, entonces el inventario neto g (x, s) serd

g (x, s) =§—x"

en el instante en que se produce el arnbo de la orden, y la esperanza
‘matemé.hca del mlsmo serd:

J;mg ’(x,s) f (X,L) dx = J;oo(s._x) f (x;L) dx

- Para el caso en que las demoras son constantes, la férmula (1)
corresponde - al inventario que mantendremos al “nivel de:seguridad”.
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Pero siiponiendo que las demoras son variables aleatorias, de forma
tal que sea h(L) dL la probabilidad de que el tiempo. de demora
esté ubicado entre L. y Li4-dL tendremos, que la esperanza mate-
matica de g(x,s) es

‘m o ) ' o : e}
@ | meﬁHmmh@Mh&:jﬁ+@Hw&
0 0 - i X 0
donde o
km ff@Mh@NL
es la d1sh'1bu01on margmal de la funcmn correspondlente a las de-

moras aleatorias.
Considerando éstbs resultados obtendremos

jt,uzs:”’x) k(x)dx=s5—p

donde p serd la media de las demandas produc1das en el penodo de
demora, siendo

pzﬁﬁu@ﬁ

Por lo tanto el costo promedio de almacenaje sera

—

, q
(3) : 'cx{——+s—y
" Nos resta calcular el costo promedio de las deficiencias para lo
cual supondremos que el néimero promedio de deficiencias en el in-
ventario durante el periodo total. considerado es igual al némero
promedlo de deficiencias de un ciclo por-el -nfimero de ciclos del
periodo, o sea r/q veces el promedlo de deficiencias del ciclo.
_ Ahora bien, el ntimero promedio de deficiencias incurridas en
un ciclo que representaremos por £(x, s) serdn simplemente. las. defi-
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ciencias. observadas hasta el momento en que se produzca el arnbo
del pedldo e : foih Leh

Por lo tanto =

' 0 six-—s.<0
,;s(;c;,,s>={ o |

xX—§  six—s>0

de donde el nfimero promedio de deficiencias en el periodo serd
(4) g<s)_fg(x s)k(x)dx f(x—s)k(x)dx._

_ka(x)dx_sK(s)

donde k(x) es la densidad marginal de la demanda producida en el
periodo de demora y K(s) es la funcién de acumulacmn comple-
mentaria de k(x).

“'En consecuéricia, el costo promedio por penodo de las defl—
ciencias es ’

(5) cs r/q U c;k (;ji) _\fi"é - s K(s) _J |

Contamos asi con los costos promedios de cada uno de los con-
ceptos que hemos incorporado en nuestro modelo, por lo que el costo
promedio total sera:

' ,,,(:6) - C(q;s‘) =g to [ el

e ([ atire ]

Tend::emos ‘que: obtene1 como. siempre. el valor de q y S que
-minimicen el valor de. C(q,s) en (6). T
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Si los valores Optimos de qo/y: S0 -satisfacen las soluciones
0 < go< @, 0 <s, <, entonces o y Srdeben satisfacer las ecuaciones

C(q,
—?———(E—i: :::-—car/q +———-—cnr/q (f ‘xk(x) dx-sK(s)}
dq . 2
aC(q s) IR . | , | 1
——=0=ca}ar/q [ —-sk(s)—{—s_;k(s) —}K'(S)'J
os o

Despejando convenientemente tendremos

2 [ Gt e (ji?k (x) dx — s K(s)]

C

K()  =

Si suponemos que k(s) se distribuye, normalmente con media p
y error standard o, 0 sea x~n(p,o) entonces

f % k(x) dx = e-%( - ) dx
‘ (211'0 ’

‘ x—pn
“. Haciendo camblo de vanable de la forma Voo e s de donde
x...pu+V<rydx_o-dvtendremos ‘ - V

con 10 srlis 1 4R

f (]L+VO) —e e edv=
,-f;b L2 S
._,L‘f“’ “—%vzdv+o f“” ———ve  dv
: St CE) s-w (2)%R
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"zﬁﬁ(S:“)+am(t*)

donde por @- ( = ) representamos a la funcién de acu-
, ‘ . v
I ] . B S - ’ L3
mulacién complementaria 1 —F ( Tk ) . Por lo tanto serd también
70. o P
§— F1 A R e IR RPN
K(s) = o ( -\ -
) o

En consecuencia

3
(7) C{(q, s)._Car/q—{—c,[L-qm_s_,,,j,{_

( s—p s=k\)
F— w-4>¢( )+a¢(-u)l

O a J

De esta forma, y mediante la ayuda de una tabla de la distri-
bucién normal es facil calcular el valor de C 51empre que contemos
con los 6ptimos para q y para s.

4. CONSIDERACIONES SOBRE LA DETERMINACION DE VALORES
PROMEDIOS DEL MODELO

De acuerdo al método utilizado a través de todo el trabajo, el
criterio que se seguird para la obtencion de los 6ptimos para s y q,
serd la de tratar de minimizar el costo promedio anual, donde- este
costo se define como el limite del costo promedm para un penodo
de tamafio T, cuando T ——> 0.

~ Supongamos que elegimos valores arbitrarios para g y s, comen-
zando con los mismos el desarrollo del modelo; luego de un cierto
tiempo, observamos en un punto el estado del sistema. Considera-
mos que transcurrido un perfodo t, el sistema ha cumplido un ciclo
y quizés parte de otro. Es indistinto fijar como origen de un ciclo el
instante en que se realiza el pedldo o al momento de la recepcién
de una orden.
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Por otra parte en este acipite y a los efectos de un mejor des-
arrollo, fijaremos la idea en el sentido de que el proceso generador
de la demanda y las demoras no cambian con el tiempo.

Sea t; la extensién del ciclo i, ty la parte del ciclo i durante la
cual existe stock en inventario y tx la parte durante la cual el ciclo i
se encuentra con deficiencias; por lo tanto t; 4 tu = t. ,

Por otra parte, sea »; el nimero anual de unidades de inventario
mantenidas durante el ciclo i; £ el ntmero anual de unidades en
deficiencia durante el ciclo i y sea &; el niimero de reordenamientos
del ciclo i

El ntimero de érdenes efectuadas en el periodo de extension T
es n—} ¢, donde & serd igual a cero o uno , dependiendo de que se
produzca o no una orden en la fraccién de ciclo que podna ser
considerada para’ T.:

El ntimero promedlo de ordenes por afio efectuadas durante el

periodo T sera Cuando T-————)oo tamblen n—->c0, y el

ntimero promedio de 6rdenes por afio tiende al siguiente limite:

n . nq 1 o nq I
(8) lim ——=lim — = —lim— = —
Te200 T Twra0 qT q T->0 T q

- En primer lugar observamos que &—->0 cuando T——> o0 y
entonces nq tiende a ser la demanda total durante el periodo T, por
lo que la tasa promedio de demanda r serd

ng .
lim — =7~
T T
 Por lo. tanto .tendiejn_os que la férmula (8) nos rfe,p'reseritiaj el
ntimero. promedio de 6rdenes por afio que se efectia en el sistema.
_ + . La parte del Hempo en que ‘el sistema se: encuentra con defi-
ciencias lo denotaremos por P, y serd
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- n/ . .
o v 3t
N : - 3 i=1 . .
(9) , Pd = hm —_—
T-0 T
- Podriamos considerar a este valor como la probabilidad de que
el sistema se encuentre con deficiencias para el caso de efectuar una
observacién en un punto aleatorio del tiempo.
Por otra parte el ntimero promedio de- umdades mantemdas en
almacenaje durante el afio serd - ' :
, , : 4 3—-1 "o ir
(10) . A = lim =

donde 7 corresponde al nfimero promedio de unidades anuales de
stock, necesarias en cada ciclo. Este nimero A es la esperanza mate-
mética del inventario disponible en cualqmer instante.
" Por otra parte tendremos - ~
‘n )
, i
=1
(11) R = lim ———

| T-m T

que serd el niimero de reordenamiento en cualquier instante.
- Por tltimo denotaremos por D a la esperanza matemdtica del
ndmero de deficiencias que se produzcan y sera

3
- (12) D=lm— —— =P . r
T-00 T R

El primer limite es igual a P« de acuerdo a (9) y el segundo
limite es igual a la tasa promedio de demanda ya que 3 £ es el nd-
mero total de unidades demandadas durante el perfodo 3 t.; el co-
ciente de estas dos cantidades cuando T—>oo _corresponde a la defl-
nicién de r. : ,
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Los valores de A, R, D y P. dependen de la naturaleza del pro-
ceso estocdstico que genera las demandas y las demoras. Ademds
dichos valores pueden ser computados, calculando primeramente la
correspondiente esperanza - matematica por ciclo y luego multipli-
candola por r/q. Las correspondientes esperanzas se calculan me-
diante la informacién, obtenida para cada c1clo referente a la de-
manda y las demoras. . :

Sin-embargo, si-es posible determinar la probablhdad \Il(x) de
que el inventario neto sea x en cada estado estacionario -entonces los
valores de las esperanzas matemdticas pueden ser computados dn:ec-
tamente. En ese caso seran

;:(13)_~ E »A:“g:xqr(x)
R= -— :E:X‘F(X)
P = _é_ ¥ (x)

Las mterpretacmnes que se pueden dar a la probablhdadﬂlf(x)
en un’ estado estacmnano son las SIgmentes ’

, a) Esla probablhdad de que la posmlon del inventario sea x,
si observamos al sistema en un punto aleatorio del tiempo. -
b) Es la fraccién de tiempo, en un periodo suficientemente lar-

go, para el cual el inventario neto sea x. ,

...c) Es el hrmte para N ~»o0, de la fraccién de un con]unto de N

51sten1as en equlhbno estadlstlco .que Henen la posicion de inven-

tario x en_ cada instante del tiempo.

5. PLANTEAMIENTO DEL MODELO PARA DEMANDAS CON
DISTRIBUCION DE POISSON Y REAPROVISIONAMIENTO
‘CONSTANTE .1

Determinaremos ahora la expresmn correspondlente al ‘costo
anual promedio para un modelo gue presenta un proceso de Poisson
para generar las demandas, los ftems son demandados unitariamente,
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la tasa promedio de: demanda es ry el periodo de- aprovisiona-
miento es L. PR I

. A fin de poder tratar a la demanda como una vanable discréta,
consideraremos también como discretas a la cantidad a ordenar g,
el punto de ordenamiento s:y todos los niveles de inventario. -

Como ya se ha dicho anteriormente; si s es el punto-de ordena:
miento en términos de la posicién del inventario, entonces la ‘posi-
cién que el mismo adopta inmediatamente después de efectuada’ una
orden es s+q. Por lo tanto la posicién del inventario: serd alguno
de los siguientes valores: s-}-1, s+2, ..., s4q. El inventario nunca
estard en, una posicién s por un periodo finito de tiempo, ya que no
bien el inventario alcanza ese mivel debido a una cierta demanda,
se efectia una orden llevando el estado a la posicién s+q. Si la
posicion es s--j, puede suceder: que no existan 6érdenes sin cumpli-
mentar en cuyo caso el inventario neto seria s-|-j; una orden sin cum-
plimentar, en cuyo caso seria- s--j—q; etc.

Para un proceso de Poisson, donde tendremos que existe una
probabilidad positiva para el caso de que sea demandada una can-
tidad muy grande de ftems en un.periodo de tiempo, es posible, al
menos tebricamente, tener cualquier niimero de 6rdenes pendientes
en un moménto particular, El valor de esta probablhdad es pequefio.
Para el caso en el cual existe un limite superior finito para la can-
tidad que puede ser demandada en cada perfodo, -no podra haber
més ordenes. pendientes que* las necesarias para totahzar la: demanda
producida en el perfodo de demora.

Por otra parte, las especificaciones referentes al inventario neto,
determinan tnicamente el nimero de 6rdenes pendientes y la posi-
cién del inventario, dado que si x es el inventario neto, y n son las
ordenes pendientes, entonces la posmlon del mismo serd x-+nq, que
puede ser denotado por s-Hj, j=1, ..., g. El valor de n sera el ‘mayor
entero no negattvo que cumple con s < x+ np <. s + q. .

En consecuencia, estipularemos que la probabilidad de que exista
més de una orden pendiente, tiene un valor muy pequeiio. . .- _
. De acuerdo a lo establecido en las férmulas (13), nece51tamos
conocer las plobablhdades de los estados del inventario neto.
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-El problema que:se plantea para la resolucién de este sistema
es que las ‘demoras son constantes y no son-generadas por un pro-
ceso de Poisson. Por ello, comenzaremos por encontrar las probabi-
lidades de los estados (s+j), de que la posicién del sistema sea s+i;
para j=1,"..., g. El conocimiento de esta situacién, permite la deter-
minacién de las probabilidades de los estados para el inventario neto.
Comnio vemos aqui no -interviene .la. natulaleza de los penodos de
demora e I

-En un intervalo dt, si se produce una demanda, la posicién del
inventario se traslada desde el estado s-j al s--—1, para j > 2. Esto
ocurre si un proceso de Poisson genera las demandas y los items son
demandados unitariamente con probabilidad r . dt.

~ Si el sistema se encuentra en el estado s + 1 y ocurre una de-
manda, el sistema se traslada al estado s+ g dado que esta tltima
dernanda oficia de producfor de una orden.

Tendremos entonces que las ecuaciones de balance para este
caso particular serdn:’ - -

L4 xp(sHidtl) =rp(s+i) pamj=1...q-L
rp(s+q) = rp(s+1) "

Por:lo tanto.- - : : . T
e\(S-qu)ﬂ: p(s+a-1) = = 'P(Sfl)
y dado que qu,l e (s4H) =1, se cdﬁcluye qﬁe vla' sOiuCién tinica para
p(s+i) sord
  .:.(15).' opist)) = };Para i=1, k!

Es decir que para un estado estacionario, cada uno de los esta-
dos (s-j) correspondientes a las posiciones del inventario tienen
probabilidad 1/q, siendo independientes de j.. Estamos entonces en
presencia de una distribucién uniforme para p (s-j):
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A los efectos de calcular las probabilidades de los estados ‘para
los inventarios disponibles o las deficiencias, consideramos al sistema
ubicado en un instante cualquiera t. Si L es el tiempo.de demora
del abastecimiento, tendremos también fijado el instante t—L. Por lo
tanto, toda orden despachada hasta el momento t—L habré arribado
al-almacén al instante t y las 6rdenes que 'sehayan despachado con
posterioridad al instante t—L no podrdn arribar al almacén hasta
después del momento t. wisi

Si la posicién del inventario era s-j en el instante t—L, la pro-
babilidad de que en el instante t haya x unidades disponibles, es
igual a la probabilidad de que se hayan demorado s-+j—x unidades
durante el tiempo de demora L; siempre que sea s-j—x>>0; la pro-
babilidad sera cero para todo otro valor. C

De acuerdo a nuestro supuesto, referente a demandas generadas
por un proceso de Pmsson, la probablhdad de contar con x unidades
en el 1nstante t sera entonces o

P(S‘+]—X;IL) Paras+j“x>0" R FETV R S

donde rl, corresponde a la tasa media de deémanda’ en el periodo
de demora, siendo en consecuencia una constante de acuerdo a las
hipétesis planteadas para el modelo.
Por otra parte, conforme con (15), la probabilidad de:que la
posicién del inventario sea (s4-j) en el instante (t-L), es 1/q.
Representando con ¥, (x) la probabﬂldad del estado para el
cual existen x unidades disponibles en el instante t, tendremos |

L .
n(x) == 3 ploH-x)
o2

Haciendo p=st-j—x, los limites del sumatorio sern: para
j=l,p=s4+1l—x;paraj=gq, p=s-+q-—x
Por lo tanto,
(16) \Ill(x) (P (s+ 1—-—x rL) —P (s+q+1——x,rL) ;0

g_.____)': 8
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‘Por otra parte para s-+-1<x<s}q tendremos -

v. ifx (x) : . P(s—(—]—-x rL)
q sz—s .

Haciendo p=s-+j~=%, los limites serdn:
para j=x-s, p=0; para j=aq, #—-S+q-x

Por lo tanto
Ir 1
(17) ‘I'x(X) L1 P(s+q—{-1-—x rL) s+1<x<s+q
q

Con estos resultados estamos eq CODdlClOneS de calculal la espe-
ranza matematica del inventario dlspomble en cualquier instante.
De acuerdo con (13) tendremos que :

s+q

As,q) = > x¥(x)

de donde apﬁcaﬁdo‘l‘as formulas (16) y (17) serd
, ‘ 1 [ sta s
(18) “A(s,q) ='="4[ x + xP (s+1-x;rL) —
q :Zs:ﬂ 2 ( )

x=0

- 2 xP (s+q+1-x L) }

q+1 1
= S+ -—:——-—-I‘Lv—{-* — { 2 (,L-—S—-l) P([J.,I'L)

2 q u=s+1
0
= > (p-s—q-1) B(uwrL) }
' u=s+q+i

© A fin de calcular las esperanzas matemAticas de’los restantes
elementos que conforman el costo;: es necesario caleular la proba:
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bilidad del estado ¥. (y) de que existan y deficiencias en el instante t.
O sea, si el sistema se encuentra en el estado s4j en el instante
t—L, la probabilidad de que existan y deflmencms en el momento t
es p(y+s+i;1L) ; y>0. :
Por lo tanto, utilizando los conceptos planteados para \Iﬁ (x)

tendremos , e el
R R, e
1

(19) w(y) =— { P (y-+s+1iiL) —F (ys+a+150L) J 3720
q D
Con esta probabmdad podemos calcular el valor de Pd, o seala

probabilidad de que no-exista inveritario dlspomble en el instante t,
que de acuerdo con (13) es igual a

[#e]
CB= 2 ¥ (y)
y=0
Por lo tanto tendremos:
(20) Pi = — t 1L P(s;rL) — sP(s4-1;1L) ,J -

_ {rL 15‘(5'-%‘."1;1”1‘):,% (S+q)f?(s.+q+l;rL) J} L

Por otra parte, de acuerdo con (12) tenemos que

D(s;q) = Pa.t 5 oo
de donde ‘
r f[
(21) D(s;‘l) { {TL P(S I'L) — SP(S+1 IL)
q iy

W

,'r 1L P (s+q;1L) — (s+q) P(s+aq+1;1L) \‘J’

~ Por tltimo tenemos que calcular el valor-de R(s;q) o sea la
esperanza matemética de los reordenamlentos en cualquier instante t.
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De acuerdo a la f6rmula dada en (13) 'tendl'emos que
RO ey
. y==0

de donde, aplicando la férmula ( 19) : sér P

L yse

(22) R(s;q) =— 2 yP<y+s+1 rL) 2yP<y+s+q+1 L ﬂ

( (]_-L2 c :
o 2:1-; - P(s—l rL)x—- (rL) sP(s 1L) +

s(s+1) :
+ -——-—2———— P(s+1; rL) }

oLy
| Bttt (5‘+q) P(s+q zL) v
17,

(S-i-q) (s+q+1)
: P(s+q+l L) ]J»

Tendremos entonces:

r ( gbl ey
Cls,q) = @—+oa ILS + —— —1L 4 R(s,q) | +
q 2 A

4o (‘,DA('S,,q_) +,,R(,f°’.’q»)~]

"El modelo resultante es bastante complejo y por cierto no. es
sencillo obtener los valores éptimoes para s y para q, ya que tanto
D como R dependen de estos pardmetros conforme a una ecuacién
comphcada -

Sin embargo, mediante la programacién de un computador es
posible la obtencién de una ritina que nos permita obtener resul-
tados 6ptimos tanto para s como para q.
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No obstante, si consideramos que la influencia en el resultado
general del costo por parte de los términos que contienen a la fun-
cién R(s,q) es despreciable, se estarfa en condiciones de resolver
el sistema en forma mucho més facil Con51deramos que este su-
puesto puede ser factible en la practica.

6. INTRODUCCION DE LA APROXIMACION NORMAL EN EL MODELO

Como - dijimos al principio de este trabajo, si consideramos un

_perfodo largo durante el cual analizamos el comportamiento de la

demanda, es posible utilizar la aproximacién a la normal de la dis-
tribucién de Poisson. En este caso, es necesario considerar a s y g
como variables continuas y tendremos que si 1L —> o0, la p(x;rL)
tiende a una distribucién normal con p =1L y ¢ =1L.

En este modelo seguimos con la hipétesis de mantener cons-
tantes las demoras. : '

Tendremos entonces que, la posicién del inventario podrd ahora
adoptar cualquier valor entre s y s-+q y no sélo los valores s41 ,....,
s-+-q, como en el caso tratado en el acépite anterior. =~

La probabilidad de que el inventario esté ubicado entre x y

' : dx -
x+dx, donde s (x<s4-q es simplemente —, ya que hemos visto en

q
(5) que p(s+j), la probabilidad de que el sistema se encuentre
en el estado s-j, era 1/q.
Tendremos entonces que

s+q s5+q

dx = «x [ s-+q s WI . $4q-s
B = —_——_— = =1
a g a al q

La distribucién correspondiente a la probabilidad de que sean
demandadas x unidades durante el permdo de demora, serd en este

modelo. , '
. 1 X
ﬂ(l"‘:o) :—§0<--—~

[ L a
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donde . representa la media de las demandas ‘durante el penodo
de demora. S ‘

Por otra parte, la aprommacxén ala normal de Ia Poisson nos
permite considerar que

u :
o . i : O T

1 [ | ;——;:. “ S—p
(23) P :'—{ =L o ( ) — (s—m)¢ ( )
: q . c
Ji

[ stq—u S+q—-,u ]
-LMP( )-—(S“*‘q—#)qb(

o g

. Por lo tanto, el promedio de deficiencias en el afio serd:
3 [,(_ s S—-/.(. SRR s—;L ,\:v;r.
(24) D(S q)_.rPd_ 1L0¢ — (s—p) ¢ | — Jl—,‘

' -—{aqo(-—ir:q—_i)— (sfq—p) ¢(i§:ﬁ )”

: Ademis elfnﬁmero,promedio de reordenamientos para cualquier
momento es ’ : g

@) R0 =(yu@ d=

0

A l 1 I ) N s—p. ja- v"- - S-——p
=—{(—;a—-(s—ﬂ)“«:»(~——-)—-<s—-p)so( )
q 21 J ) o 2 c

' : N fstg | o - ' S-q—p
([ e ] o (2 _;<s+qf,,,) o (e

@
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.-...-:Nos resta:calcular la esperanza matemética del inventario dis-
ponible o en almacén que serd HEN ;

T N
(26) A(s,q) = fx‘lﬁ (x) dx = "o e
. 0 :
=s+aq2-pfR(s,q) -
Contamos con todos los elementos necesarios para calculau el
costo total por lo que el mismo serd: '

(27) C(s q) =ci— - +c {54—‘-?—-,-#-1-1’\(&3’,(1’) ) ~+
q 2 J

+ e | Dls.a) + B(s,qﬂJ R
Como para el caso del acépite anterior tendremos que solucio-
nar el modelo mediante la rut:ina de un computador.

7. CONSIDERACIONES SOBRE MODELOS CON DEMORAS

ESTOCASTICAS

En esta seccién analizaremos algunos aspectos referidos a la
incorporacién de demoras éstocdsticas en el sistema de inventarios.

Mientras se mantenga vigente la hipétesis que establece la po-
sibilidad de que sé encuentre pendiente una sola orden en cada ciclo,
no existen mayores problemas en resolver el sistema. Si:considera-
mos que la demora se comporta de acuerdo con una funcién de
densidad h(L), para obtener el costo 6ptimo de un modelo, es sufi-
ciente con obtener el costo promedio para un valor dado de L.
O sea, si C(s,q,1.) es el costo promedio anual para un valor dado
de L el costo promedlo con respecto ala demora es

c(s,é) = fmC(s—,q,'I..‘)iyh(L) dL

‘Esta ultuna expresmn es la que debela ser mmumzada.
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. Sin embargo, para el modelo.que presentamos en (5), es decir,
donde la demanda se distribuye como una Poisson, toméndose ade-
mis en consideracién los reordenamientos, no siempre es posible
considerar como valido el supuesto de que sélo se encuentra pen-
diente una orden en cada:ciclo. En consecuencm para- todo inter-
valo t, donde t>0, existe la probabilidad de que 'se produzca un
niamero grande de demandas y por ende que se efectue mas de
una orden en dicho intervalo. Por lo tanto, existird un valor mayor
a cero para la probabilidad de que se encuentren pendlentes un
mimero cualquiera de mdenes. :

En’el supuesto de que ex1stan pendlentes mas de una orden
se pueden presentar dos casos:

a) Considerar a las demoras como variables aleatorias. inde-
pendientes, es decir.que, la demora correspondiente a una orden
en particular es independiente de todas las otras demoras corres-
pondientes a 6rdenes atn pendientes.

En este caso es posible que se produzcan eutrecruzamlentos

en la recepcién de las 6rdenes, o sea que no es mnecesario recibirlas
en el mismo orden en que fueron despachadas. En consecuencia,
existe la posibilidad de que la orden 2 llegue al almacén antes
que la orden 1, y esto se mide medxante una dlstmbumon proba—
bilistica.” .

~ b) Considerar a las demoras como variables "'d@péndientes; 0
sea que no se pueden producir entrecruzamientos entre las érdenes,
dado qué las. mismas son cumplidas en el estricto orden de pedidos,
por lo cual cada orden depende del mstante en que fuelon despa-
chadas las demas.

Evidentemente, este tltimo caso es de tlatanruento , muy dlflcﬂ
y requeriria un modelo bastante mds complicado del que hemos
presentado hasta aqui. Sin embargo para el caso en el cual estamos
considerando que las demoras son. variables independientes, y. las
demandas se comportan como una Poisson, siendo que ademés no
existen entrecruzamientos en la recepcién de las érdenes, es posible
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plantear la siguiente funcién para. la’ probablhdad de que se dlS—
ponga de x unidades en el estado tr oo

>, p(sti—xiL) A(L) dL=—"3" ks-+-x)
N L q =1 . L

donde k(s-j—x) es la dlsmbucmn margmal de las demandas du~
rante el periodo de demora. En este caso. debemos reemplazar
p(xxL) por h(x) y resolver las ecuaciones.

El problema en este caso, es que se supone que las ordenes son
independientes pero que no emsten entrecmzamlentos entre las
ordenes. :

- Cuando el modelo tratado incluye la posibilidad ‘'de que la
demanda se comporte como una normal entonces podriamos - con:
siderar que la distribucién marginal de las demoras también se
distribuyen normalmente. :

8. CONCLUSIONES

Con las férmulas (6) y (7) —pags. 108 y 110-—- hemos obtemdo
la solucién de un modelo con demanda probabilistica, en el cual no
incorporamos ningdn supuesto con respecto a la probabilidad de los
estados estacionarios. Este resultado nos permite la solucién de sis-
temas sencillos donde las demoras en el reaprovisionamiento no tie-
nen mayor influencia. ‘

Notemos que para estos modelos, el 6ptimo para q nunca puede
ser menor que el calculado mediante la férmula del lote econdémico.
Esto se debe a que el promedio o mejor dicho la esperanza mate~
matica de las deficiencias para cada c1clo depende de s pero es
independiente de q.

Sin - embargo, el costo promedio anual de las deficiencias es
proporcional a 1/q. Por ello tenemos que para un valor fijo de’s,
cuando c: >0, se tratar4 siempre de aumentar un poco el valor
de q,a fin de evitar las pérdidas producidas por las deficiencias
en el inventario. Evidentemente que este valor de g no podrd incre-
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mentarse indefinidamente ya que a partir de un cierto punto, la
ganancia debida a la eliminacién de deficiencias es inferior -al costo
de mantenimiento del stock. : e

. La solucién de este modelo es posible medmnte la aplicacién
de un procedimiento iterativo para lo cual partimos de un valor
particular del modelo que puede ser por ejemplo el resultado para
el sistema en el supuesto de la aplicaciéon de la férmula del lote
econdémico. Con este valor calculamos s utilizando la:férmula de
K(s); este resultado de s lo volcamos en la férmula para:.q y obte-
nemos su nuevo valor, el cual es utilizado para el calculo de sy asi
sucesivamente. Esta rutina debe. utlhzarse hasta obtener para  y.'S
una aproximacién conveniente. : : S

Si existe un minimo, el mismo podra ser obtenido medmnte
este proceso iterativo ya que el modelo es convexo (lo que asegura
un minimo absoluto). -

Una vez solucionado este caso sencillo planteamos el modelo
en el cual mhoducunos la h1pote51s de que las demandas son. gene-
radas ‘por una distribucién de Poisson mechante un proceso de Mar-
kov que es dlscreto para ‘los estados v contmuo en cuanto al tlempo.
Para ello computamos la pmbablhdad de un estado que de acuerdo
a'la férmula’ (15) -—pag 115— corresponde a una dlstnbumon un1~
forme, lo cual por cierto no implica que si utilizamos un proceso
de Poisson para el analisis de las demoras el resultado de la pro-
babilidad de un estado serd distinta al obtenido en nuestro caso
particular, No obstante creemos que el supuesto planteado se adapta
a la realidad dado que los procesos de la demanda pueden consi-
derarse generados en forma constante a . través del hempo ‘sobre
todo en el supuesto de demoras constantes.

" No se nos escapa el hecho que el modelo presentado puede ser
objeto de distintos supuestos alternativos que llevarfan también- a
soluciones alternativas, pero es evidente que en este caso el calculo
de los 6ptimos se harfan asi més complicados.

Para nuestro modelo es necesario obtener un programa que
permita contar con una rutina para la- obtencién de los 6ptimos. No
obstante resulta conveniente poner de manifiesto a esta altura que
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no hemos hallado una solucién matematica para demostrar que
exista un minimo relativo que sea absoluto para el modelo, ya que
el mismo no es convexo, por lo cual la rutina del computador puede
proveer -un minimo pero no es posible asegurar que el mismo corres-
ponde a un minimo absoluto. * R

- La extensién que hicimos para el caso de demandas con dis-
tribucién normal, nos lleva a un' modelo cuya solucién ‘es semejanté‘
al caso anterior y por cierto podemos uuhzar la misma rutina para
obtener los doptimos para q v s. : R

Ahora bien, si el sistema es poco sensible’ al costo por defi-
ciencias, o sea si c; puede hacerse igual a cero sin que afecte fun~

damentalmente los resultados del modelo entonces

st | o sta—p\
o (-—-—-—«)~ (stas) (——-—-——-—) |

o o

es poco mgmflcatwo, 31end0 ademads despremable el aporte al mo-
delo de R(s,q). Esto nos demuestra que_este dltimo modelo es
aplicable cuando los supuestos “utilizados en 6 son extendldos al
sistema para el cual pueden existir cualqmer némero de ordenes
pend1entes es decir no necesanamente restringido al caso de una
orden pendlente de 1cuerdo a la Iupote51s de partlda o '
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