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ACOTACION DEL RANGO DE UNA SUMA, DE UNA
DIFERENCIA Y DE UN PRODUCTO DE \/IATRICES

ROLANDO F. ORBAN

Recordaremos previamente algunos conceptos referentes a:

TRANSFORMACIONES LINEALES: Una transformacién lineal T de
un espacio vectorial V., en un espacio vectorial V., definidos sobre
el mismo cuerpo R, es una aplicacién de V. en V para la cual
se verifica:

T(aX 4 bY) = aT(X) & bT(Y) X, YeVa )rabeR
El stmbolo T(X) =Y significa que la imagen del vector X

segin la transformacién T es el vector Y. Simbolizamos una trans-
formacién lineal T de un espacio V. en otro V. del siguiente modo:

T: V.-V,
: s!i;ﬁ:]ch;lé que leeremos: transfbrmacién, T que aplica Vo en V.

~»:Teorema 1— a) La imagen de cualquier vector X pertene-
ciente a un espacio V, segin una transformacién lineal T queda
unfvocamente determinada cuando se conocen las imégenes de los
vectores de una base de V. segin dicha transformacion.

En efecto, si se supone que una base de V. es Ei Eo,.. ., Ea
y X eV, tenemos:

X = xEid xFat ... .. + XuE.,
Por lo tanto, si Hamé.mos Yala imagén de X ks’eg/l'm T:

Y=T(X) =T(xE:+ xE. 4+ ..... LxEaL)
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O sea:

Y=x, T(Xl) -+ XzT(Xz) + ..... '—-I- Xm T(Xm) (1)

por definicién de transformacion lineal. De modo que si se conocen
T(E:), T(Ez) ..... T(E ); tenemos conocida T(X).

b) El conjunto de imégenes segiin una transformacién lineal T
de un espacio V. en un espacio V. es un subespacio de Vi.

Surge esta conclusién de la expresién (1). Simbolizamos con
R: la resultante de la transformacién T. Segin (1) estd formada
por todas las combinaciones lineales que pueden realizarse con los
vectores T(E:), T(E.), ..... ,T(En); y el conjunto de todas las
combinaciones lineales posibles de realizarse con un subcon]unto de
un espacio vectorial es un subespacio vectorial.

Como caso particular tenemos: la imagen de un subespacio de
V.. segim una transformacién lineal T es un subespacio de V..

- ¢) Las imagenes de los vectores de una base de unjespac’io
(subespacio) segin una transformacién lineal genera la imagen de
dicho espacio (subespacio) Surge inmediatamente de (1).

d) dim. Vo = dlm R:= dJmV

La primera- relacu‘)n se debe a que los vectores T(El) T(Ez
..T(Ex) generan Rr segln c); luego dim. Rr =m = dim.. V..
La segunda, a que Rr es un subespacio de V, segin b).

Teorema 2.— Elegida una base, Ei, E,, ..., E. para V., y otra
Fy, F., ..., Fy para V,, existe una correspondencia biunivoca entre
el conjunto de transformaciones lineales de V. en V, y el de matrices
A=[ayl,i=12 ..., n j¥=1, 2, ..., m, siendo a; elemento
del - cuerpo 'sobre el cual estdn definidos Va y Vi s

. En efecto: como en cualquier base las componentes de un
vector estdn univocamente determinadas, si X e V., tenemos:

X=xE 4+ %E + .... + 5. E
y por definicién de transformacién lineal:

Y = T(X) = xT(E:) + wT(E:) + ... +T(E) = 3 T (E,)
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Como T(E;) tiene a su vez componentes univocamente deter-
minadas en la base Fy, I, ...., F,, tenemos:

T(Ej) :aljF1+ag3Fg+ PN —l—anan'—: §a;jF;
R R " . . i:l
Luego: ‘ ot

Y= T(X) = jgl X; él ay Fi = ﬁ (%1 a;%;) Fi
= i= i=1 j=

lo. que significa que las componentes y: del vector Y en la base
Fz,:'Fz,’”. vy F. son: ‘ ‘

yx=§ain5 M ]',-"—‘—1, 2,....,11 (2)
j=

je=1 .
conjunto de igualdades que convenimos en representar en una sola
igualdad matricial: o R STTERT: LTR T

~ Y=AX

siendo: S
| \(‘ ‘ Y1 \l ' ( Q11 3-1'.'.. ai;z;' \I 'r . X1 ]
} Y Il Q21 822 .. Qom Il . IIXZ’I
e b RSt S
vol b s okl
' | | I ' I o
L b c e e i
t Ynjl IL Qp1 8pz ... a.,m'J L 'me

Este convenio quedaré justificado cuando se obtenga la defi-
nicién del producto de matrices a partir de la definicién. del pro-
ducto de transformaciones lineales.

Reciprocamente, cada matriz A = [ay], i= 1, 2, ....., 1
j=1,2, ...., m, determina una transformacién si convenimos que
la componente y; de la imagen estd dada por la igualdad (2); se
demuestra de inmediato que la transformacién es lineal: sean los
vectores o '

lr Xu] ,r Xu' -}7
ll‘ Xy '} ;,Xzzi
] : .
] 1 SEFSTEEEEIIERY PUCRRTINCN B
= = i
=1 L Xe=1{
| i SpSle pl
. ey
L Xmlj L szJ
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cuyas imégenes ICSPECﬁV&S suponemos que son:

’(’}Hi\{ [(}ﬁzj{

’ } }721= i yZz'i
w=l ol owel
I i E |

I o

L ye ] L ¥ )

N . PR
- Obtenemos, aplicando (2), la imagen de la combinacién lineal
Xy 4 caXo; Ilamamos z a la componente genérica de dicha ima-
gen:

2 aij (C1XJ1 + Cnxlz) = C], 2 ;X1 + Ca 2 AisXje

donde se advierte que la 1magen de la combmacmn lineal de 1os
vectores X, y X. es la combinacién lineal de las imégenes de los
mismos, por lo cual la transformacién es lineal.

Teorema 3.— La dimensién de la resultante de una tcansfor-
macién lineal es igual al rango de la matriz de la misma.

En efecto: la expresion (2) puede expresarse también en la
siguiente forma: : v

- 1 ( au ). [ as Qim

HNEREERE

I ) O

; | oL o RS B

70 R U B ey [ o ]
o més brevemente:

- —-xlA’—{—an“—}- ..... —}«xmAm,

51endo A la columna j-ésima de la matriz A; de donde resulta que
el conjunto Br de iméagenes seglin la transformacién T se obtiene
realizando todas las combinaciones lineales posibles con las colum-
nas de la matriz y con elementos del cuerpo R. Si suponemos que
el conjunto de vectores

ALA% ... Am
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tiene rango r y que los r primeros son linealmente independien-
tes, con lo cual no se pierde generalidad, los restantes

pueden- ser expresados en’ funcién de los r primeros, y tenemos:
Y=xi A x A% L XA

En la hipétesis sentada, cualquier vector perteneciente a R
puede expresarse como combinacién lineal de A, A, ...., AT y co-
mo son linealmente independientes, constituyen una base de Rr.
Por lo tanto:

dim.Rr = I'(A)

siendo r(A) el rango de las columnas de la matriz A, que es igual
al rango de las filas, por lo cual en lo sucesivo diremos simple-
mente rango de una matriz.

Nilcleo. Se llama nicleo de una transformacién lineal T de
un espaéio V. en un espacio V, al subconjunto de vectores de Va
que segin T tienen por imagen al vector nulo de V,, que simboli-
zaremos #,. Es decir, llamando N: al niicleo de la transformacién
T, tenemos:

NT = [X/T(X) - Hn]

. Teorema 4— El nucleo de una transformacién lineal T de V.
en V, es un subespacio vectorial de V..
En efecto: sean dos vectores X, y X. pertenecientes al nicleo
N:r de una transformacién lineal T de V. en V,:
X: & N luego: T(X:) = 6,
XoeNe 7 T(X:) = 6a
Por lo tanto:

T(a:X; + aX.) = aT(X) + aT(X:) = 6,

de modo que a.X, 4 a.X, pertenece a Ny, por definicién de nticleo,
y en consecuencia éste es un subespacio vectorial de V..
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Teorema 5— En toda transformacién lineal se verifica la si-
guiente igualdad:

dim.N¢ 4+ dim.R: = dim. dominio

. Sea s la dimensién del nicleo y Ei, E,, ..., E. una base del

mismo. A dicha base del ntcleo es posible agregarle los vectores

E.+1, ...., Ex hasta completar una base de V., por cuanto por el

teorema anterior Nr es un subespacio de V.. El conjunto de image-

nes T(E:), T(E:), ...., T(Ex) genera R: segin el teorema 1 c);

pero como ’ ; '
T(E:) = T(E:) = .... = (E,) = 65

resulta que solamente T(E.:1), ...., T(E.) generan Rr. Si de-
mostramos que son independientes, tendremos demostrado que
¢oﬁstituyen una base de Rr y que por lo tanto este subespacio es

de ‘dimensién m—s, , '
Supongamos que existen escalares a; no todos nulos tales que:

'as-l-lT(Es-i'l) =+ as+‘.’.T(Es+2) T = amT(Em) = 0n4
o sea: ' '
T(as+1Es+1 —-}— as+y2Es+2 T amE.,,)k = 0,

Esto significa que el vector

as+1Es+1 + as+2Es+2 '+‘ ----- "l" amEm

pertenece al nticleo Ny, es decir, que existen escalares b; tales que:

§ aE — Ss' bj Ej
i=s+1 j=1

porque por hipétesis E,, E., ...., E; constituyen una base del m’1—-
cleo; la igualdad anterior equivale a:

ma % aiE; —l'— é bjEj — Gn
j=1

i=s+1

para escalares no todos nulos, en contra de la hipétesis que Ei, E.,
...+, Eqn constituyen una base de Vi.. Luego

T(Benr), T(Easa),s .. T(Ew)
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constituyen una base de R: y la dimensién de éste es m —s. De
modo que: :

~dim.N¢ 4 dim.Ry = s + m — s = m = dim.dominio

Sumsa de transformaciones lineales. Sea T una transformacién
lineal de V. en V, a la cual corresponde la matriz A = [a5], y U
otra transformacién lineal de V. en V, cuya matriz suponemos que
es' B = [by]. Definimos a la transformaciéon T -+ U como aquella
transformaci6én segin la cual la imagen de cualquier vector X es la
suma de las imagenes de dicho vector segiin T y segin U:

(T+1U) (X) = T(X) + U(X)

SiT(X)=Yy U(X) 'Z, llamando y: y z: a las componentes ge-
néricas de Y y Z respecuvamente tenemos, segin el teorema 2:-

m

Vi = 3 X
=1
m .

Z; — 2 b;ij
j=1

Por definicién de suma de transformaciones lineales, la compo-
nente genérica de la imagen de X segin la transformacién T + U es:

Vit z :é’ + 21 biﬂfi = jgl (a;j + by) 7&5

de modo que la matriz de la transformacién T 4+ U es [ay - byl,
que vamos a definir como la suma de las matrices A= [ay] y

B, - [buj]-

Multiplicacién de una transformacién lineal por un escalar. El
producto de una transformacién lineal T por un escalar k se de-
fine mediante la igualdad:

(KT) (X) = kT(X)

es decir, que la imagen del vector X segin la transformacién kT es
igual a la imagen del mismo vector segun la transformacién T mul-
tiplicada por el escalar k. i
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Si Y, de componente genérica y;, es la imagen de X segim T,
cuya matriz suponemos que es A = [a;], de acuerdo a la definicién
de producto de una transformacién lineal por un escalar, tenemos
que la componente genérica de la imagen de X segin kT es:

.om
ky{ == k a;;xj = 2 “kainj
j==2

lo que significa que la matriz correspondiente a la transformacién
kT es aquella cuyos elementos son kay, matriz que vamos a definir
como el producto del escalar k por la matriz A: kA = [ka;].

Producto de iransformaciones.lineales. Sea T una trans-
formaci6n lineal de V.. en V, y U una transformacién lineal de V,
en V,. Se llama producto de las tIansformacmnes lineales T y U, en
ese orden, que vamos a simbolizar con TU, a una transformacién de
V.. en V, segin la cual la imagen de un vector X ¢ V.. en el espacio
V; es la imagen segin la transformacién U en V, de la imagen de
X en V, segiim T. Simbélicamente:

(TU) (X) = U IT(X)]

‘ Deducuemos cudl es la matnz correspondlente a la transforma—
cién TU en funcién de las matrices de T y de U. Supongamos que
Z eV, es la imagen de Y ¢V, segin la transformacién U, a cuya ma-
triz llamamos A y es de orden pxn; por lo tanto:

n o L
:'E,la;,-yj 3 i=L2....,p
=

Si se supone ademas que Y es la imagen de X ¢V, segin la
transformacién T, cuya matriz es B, de orden nxm, entonces:

. m
vy = 1,3 bijk ; ] = s 2, 0 i,
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de modo que el elemento genérico de la matriz correspondiente a
la transformacion TU es:
i

m — 1’
5, aubs b

j= 3

o

- P

A 1

o o

Dicha.matlfizw sera llamad,ay producto de las matrices A y B en
ese orden:

i

—[a.,l[b,k]_{gaw! DL RS

m

-

1,
‘1,

l\'.) (Ne]

2 > 4

Con estos ‘elementos estamos en conéhcmnes de abordar el ob-
]eto ‘principal de esta monografla que es el estudio del rango de
una suma, una diferencia y un producto de matrices. Este estudio
se reduce al de la dimensién de la resultante de una suma, una
diferencia y un producto de transformaciones lineales, en virtud del
teorema 3. Comenzamos con el:

Rango del producto de una matriz por un escalar. Supongamos
que la dimensién de la resultante Rr de una transformacioén lineal
es r 'y que una base de la misma estd constituida por los vectores
Y., Yo, ...., Y.. Sea Z un vector perteneciente a la resultante Rur
del producto de la transformacién T por el escalar k; si llamamos Y
a la imagen del vector X segtn la transformacién T, tenemos:

Z=(kT)(X) = kT(X) = kY = k(bY: +b.Yo 4+ .... +bY.)

= (kb)Yi 4 (kbe)Ye ... + (kbo)Y.
Resulta entonces que, como cualqmer vector pel“tenemente a
Rn puede expresarse como combinacién lineal de Y, Ye, ...., Y. y

éstos son independientes por ser una base de RT, tenemos:

dlm . er ey dlm . BT 5 k 7&0
y por lo tanto:
dim . Nk’r — dim . NT

Si A es la matriz correspondiente a la transformacién, tenemos:

- r(kA) = r(A)
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y si. k=—1: ,
dim.R: — dim.R.

r(—A) = r(A)

Imponemos la condicién k=£0 porque para k=0, la trans-
formacién kT tiene por matriz a una’ cuyos elementos sontodos
nulos y la imagen de cualquier vector X segin la misma es el vector
nulo, 6., de modo que la resultante Ror se compone umcamente de
dicho vector nulo y su dimensién por lo tanto es cero.

. Acotacidn del rango de una suma y de una diferencia de ma-
trices— En este punto debe tenerse presente la deflmcmn de suma
y de interseccién de subespacios vectoriales: SiVy V” son dos
subespacios vectonales de un mismo espacio V, tenemos

VLV =X+ X'/X e VyX'eVI} o
VAV = {X/X eVyXeV?}
Tamb1en debe tenerse presente que: ' ‘
dim. (V/ £ V") + dim. (V" 0 V") = dim. V’+d1m v
Para conhnuar con nuestro tema espemhco demostraremos que
| Reow C BetRy
En efecto: supongamos que Ye Rr+v; luego: - gl e
Y= (T +U)(X)=T(X)+U(X) ; T(X)eRe ; U(X) Ry
Como Y es la suma de dos vectores, uno perteneciente a RT y otro

a Ro, por definicién de suma de subespacms vectonales Y perte-
nece a Rr -+ Ry; es decir: :

Y eRasy > YeRe L Ry
Luego: ‘
BT—HJ __C_:_ RT+BU o

y por lo tanto: .
dim . R+ = dim. (Rr + Ry) = dim. Rz 4 dim . Ry — dim , (R 1 Re)
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de donde:
dim . RT-H‘J g dim . RT + dim.Ru

y en consecuencia, si suponemos que A y B son las matrices de
las transformaciones T y U respectivamente, tenemos:

r(A+B) = r(A) +1(B)

' Hallamos la cota inferior del rango de una suma de matrices
aplicando la propiedad asociativa de dicha operacién y la cota
superior que acabamos de encontrar:

r(A) =r[(A 4 B) + (—B)] =r(A + B) - r(—B) = (A + B) +1(B)

de donde:
S ~ r(A) —r(B) =r(A+B)
Por otra parte:
, r(B) =r[(A+B) + (-A)] =r(A+B) +1(A)
o sea: - :
' 1(B) —r(A) St(A +B)
- De modo entonces que la acotacién del rango de una suma de
matrices es la siguiente:
| [r(A) —r(B)|= r(A + B) =1(A) +1(B)
La acotacién para el rango de una diferencia de matrices es
la misma que para la suma, segin puede demostrarse facilmente:
r(A—B) =r[A + (—B)] =1(A) +r(—B) =r(A) +r(B)
Ademis: -
~ r(A)=r[(A—B)+B] =r(A—B) +1(B)
de donde: '
o r(A) —x(B) =1(A—B)
Por otra parte:
r(B) =r[A— (A—B)] =1(A) + r[—(A—B)] =1(A) +r(A—B)

-y de alli: :
1(B) —r(A) =1(A—B)
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‘En consecuencia, y en resumen, podemos escribir:
|r(A) —r B)] =r(A+=B)=r(A)+1(B)

La acotacmn del rango.de una suma de h matnces se obhene
aplicando las cotas ya obtenidas del rango de una suma de dos ma-
trices, la propiedad asociativa de la “operacién mencionada y el
principio de induccién completa. Veamos en primer lugar el caso
de tres sumandos:

[r(A+B) —x(C)| =x[(A+B)+C] =x(A +B) +1(C)
o sea: ' o
= [r(A+B) —1(C)] =r(A 4 B+ C) =x(A) +1(B) +1(C)

reemplazando en el tercer miembro r(A -+ B) por su cota superior.
Consideramos en primer lugar el signo mis del primer miembro y
reemplazamos r(A 4 B) sucesivamente por su cotas inferiores:

x(A) —x(B) —x(C) =x(A+B + 0) =x(A) +1(B) +1(0)
2(B) —x(A) —x(C) = x(A+ B+ C) =x(A) +1(B) +x(C).

Ahora con51de1amos el 51gno menos y reemplazamos en este
caso r(A+ B) por su cota superior:

1(C) —r(A) —r(B) =r(A+B+C) = 1(A) +r(B) + r(C)

De las tres cotas inferiores obtenidas para r(A -+ B -4 C) co-
rresponde adoptar evidentemente la mayor, y ser4 de alguna utilidad
unicamente si es positiva, porque el rango de una matriz no nula es
un ndmero positivo.

Supongamos valida la acotacién obtenida en el caso en que tu-
viéramos h matrices:

. l :
méx.lr(A,A)-—é r(A) | =r(3A)= 3r(A) 5 j=L2...h

o=
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- Por lo tanto, si aplicamos la propiedad asociativa de la suma de
matrices y la acotacién del rango de una suma de dos matrices, te-
nemos:

r(3 A —r(Ae) | S1CEA) =103 Ak Ae) Z1( 3 A) +1(A)

0 sea:
h +1 h+1
=+ [ ( 3 A;) ._1-(A,,+1)} =1 %1 A) = Elr(Ai) (4)
Consideramos el signo més del primer miembro y reemplazamos
r( jﬁ A:) por su cota inferior dada por la hipdtesis (3):
.
iwj J

Como 1(Asx+1) mno contiene j puede ser incorporado al sumatorio:

mix. [r(A) —Sr(a) | =13 A)="Sr(A) 5 j=12...,h
3 i=1 J i=1 i=1

Consideramos ahora el signo menos de (4) y reemplazamos.

r(.hz A;) por su cota superior de la hipétesis inductiva (3):

fu=1

I(Ah+1) —_1:2;1 I'(Ai) _—_<—_—1'(:§+:Ai) éhéi I(Ai) (6)

Las acotaciones (5) y (6) pueden ser reunidas en una sola
porque la (6) es nada més que la (5) en la cual se da a j el valor
hil1: :

miéx, { r(A) —3x(A) ) gf(‘i‘g:Ai) =$r(A) 5 j=12...h41

; J

iwj
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siendo védlida en consecuencia la acotacién (3). Nuevamente el
primer miembro serd de alguna utilidad prictica tinicamente si es
positivo.

Acotacion del rango de un producto de matrices— Sea T una
l:ransformacmn lineal de V. en V,, de matriz B:

T: Voo Ve 5 Re={Y/Y=BX;XeValC V,

Sea ademés U una‘iransformacién lineal de V, en V,, de matriz A:
U: Vo—V, ‘BU::{Z/Z:AY;YEVD}E V,

Por - definicién de pr(k)ductok de transformaciones lineales, la
transformacién TU aplica V. en V, de modo que la imagen de un
vector XeVa en V, es la imagen segin U de la imagen segin T
de X:

TU: VuoV, ; Ru={Z/Z=AY;Y ¢R:C Vu} C Ry

Escribimos BRrs C Ry “porque” Ry es la imagen de todo V,
segtin U; en cambio, R es la imagen segun U de Rr, que es un
subconjunto de V. Por lo tanto:

dim.BTU — dim.P\U

Como a la transformacién TU le corresponde la matriz AB y a la
transformacién U la matriz A, tenemos:

r(AB) = r(A)

. Para demostrar que r(AB) = r(B) consideramos cualquier vec-
tor Z perteneciente a Ruy, que puede expresarse en la forma:

7= AY =ABX = A(xlB‘—}—x2B+ ..+ x.B®)

s1endo B la columna j-ésima de la matriz B; si suponemos que el
rango de esta matriz es s y que sus primeras s columnas constitu-
yen una base para las columnas, con lo cual no se pierde generali-
dad, tenemos: ,
Z=A(xB' 4 x.B* -+ .... 4+ x.B%)
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y simbolizando con C! el producto AB, nos queda:
Z - X’1C:1 + X’202 + PN —+— X’SCS

Como cualquier vector perteneciente a Rxy se expresa como
combinacién lineal de s vectores, tenemos:

dim.RTu é S : I(B) = dJmRT )
0 sea: r(AB) = r(B)

Por lo tanto: , ,
r(AB) = min.[r(A), 1(B)]

Obtenemos una cota inferior de la dimensién del producto de
transformaciones lineales, del siguiente modo:

. " 8i- como' dominio-de una transformacién T de V. en V, se
considera no todo el espacio V. sino el subespacio V’, el nicleo
de la transformacién T entendida de ese modo ya no es Ny sino
N {1 V’. Aplicamos el teorema 5 a esta transformacién y tenemos:

dim.B.,T + dim.(NTﬂ Vl) == dim.V’
siendo R’r la resultante de la transformacién T aplicada a V.

:De modo similar, si:. \
T: Vo—->V,
U: V., => V,
TU: V.oV,

" la resultanté Rry se obtiene ‘aplicahdo la transformacién U nada

més que a Rr, que es un subespacio de Vy; el nicleo de la trans-
formacién U aplicada a Br es Nyl R.. De modo entonces que,
nuevamente por aplicacién del teorema 5:

V dim Bew 4 dim. (NoQR;) = dim.Re

o ‘sea:_ - | dﬁn;RTU = dim.Rr — dim. (Ns(R:)

De las relaciones:
dim.Rn ol dim.Ru .

dim.(R«0QNy) = dim.Ny
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obtenemos: = dim.Rg 4 dim.(R:[Ny) = dim.Ry 4 dim Ny =n
Por lo tanto:
dim.Rx 4 dim.Ry - dim.(R:ANy) =n 4 dim.Rs
dim.Re - dim.Re —n = dim Re — dim.(Re1Ng) = dim Rea
es decir, que:. r(A) +r(B) —n=r1(AB)
siendo n el~i_;1'1mero de columnas de A y, desde luego, de filas de B.

Hemos hallado en consecuencia la cota inferior de r(AB). Por lo
tanto, tenemos:

r(A) +1(B) —n=r(AB) = min.[r(A), r(B)]

Las cotas de un producto de dos matrices que #emos obtenido
se pueden extender al caso de més de dos factores. Suponemos en
primer lugar que los factores son tres y aplicamos la propiedad aso-
ciativa del producto de matrices y las cotas ya obtenidas para el
rango de un producto de dos matrices.

Sean las matrices A, B y C, de 6rdenes mxn, nxp y pxq, res-
pectivamente:

r(AB) +1(C) —p =r(ABC) =r[(AB)C] = min.[r(AB), r(C)]

En el primer miembro reemplazamos r(AB) por su cota infe-
rior y en el tercero por su cota superior:

r(A) +r(B) +1(C) —n—p =r(ABC) = min. {mm [I(A) r(B)],r(C)}
—min.[r(A),r(B),r(C)]

Aplicamos ahora el principio de induccién completa para dedu-
cir las cotas en el caso de un producto de cualquier némero de
factores. Supongamos que la acotacién obtenida también es valida
en el caso del producto de h matrices: A;, de orden o X Iy A, de
orden XN L...; Ay, de orden npy X1y

S 1(A) — 31 = 1(AcAs ... A) = min.[r(A)]
j=1 j==1 i -
7 i=129,.....,h (7)
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De acuerdo a la acotacién obtenida para el rango de un pro-
ducto de dos matrices, tenemos:

l'(A1A2. . .Ah) + T(Ah+1) —'nhé I[(A1Az. . .A};)Ah.u] é
) = = min. tI(A1A0 L L ) '(Ahf.{)]

Reemplazamos en el primer miembro r(A:A: ... Ay) por su
cota inferior de la hipétesis inductiva (7) y en el telcero por su
cota superior: : ,

§ r(A) —zni—'r r(Apsr) — 0, ST(AA,. . Avn) =

=min{min.[r(A)],r(Aw))} 3 i=12...h
i

0 sea:

2 I'(A)-—?_‘n;gl(AlA Ah+1) é ml,nl—r(Ai)] 5

j==1
i=12....,h+1

Esto significa que las cotas establecidas en (7) son realmente
verdaderas.

Otras reglas referentes al rango. Sean nuevamente las transfor-
maciones:

T: VasVy 3 Be= {Y/Y=T(X)=BX ; XcVa} C Vi
U: Vo>V, 5 Re={Z/Z=TU(Y) =AY ; YeVu} C V,
TU: Vua—>V, ; Rew= {Z/Z=AY ; YeR: C. V,} C Ry
Si suponemos que Ry = V., y por lo tanto que dim.Rr = (B) =
—mn, tenemos:
TU: Vu=V, ; Bw= {Z/Z=AY ; YeR:=Vyl=Ro

En este caso escribimos Rry = Ry porque la transformaciéon U
se aplica a todo V, y no solamente a un subcon]unto suyo como en
el caso general. Luego:

si Rr=V,, entonces: dim.Ry; = dim.Ry
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o bien: si 1(B) =n, entonces r(AB) =—r(A)

siendo, como se ha dicho, n el nimero de filas de la matriz B. Po-
demos entonces enunciar la siguiente regla referente al rango de
un producto de matrices:
— Cuando el rango del primer factor es 1gual al ntmero de
sus filas, el rango del producto es igual al del primer factor.
Como la trasposicién de una matriz no altera su rango, podemos
decir:

si r(B’) =n, entonces r(B’A’) =r(A’)
y de aqui deducimos otra regla:

— Cuando el rango del primer factor es igual al nimero de
sus columnas, el rango del producto es igualgl del segundo
factor.

Como caso particular de las dos reglas enunciadas, tenemos:
— Si uno de los factores es regular, el rango del producto es
igual al del otro factor
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