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DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR LOS
ELEME\ITOS DE LA DIAGONAL PRINCIPAL

Roranpo F. Orsan

Nos proponemos obtener un desarrollo de un determinante en
el que se destaquen los elementos pertenecientes a la diagonal
principal. Para ello necesitamos estudlar prewamente los siguientes
puntos:

a) Nimero de permutacion'es que pueden formarse con los ele-
mentos 1, 2, ...., n con la condicién de que un elemento cualquie-
Tra T no oeupe el lugar °. O sea que el 1 no debe oeupar ‘el primer
lugar, el 2 no debe ocupar el segundo lugar, ..... ; . no debe ocu-
par el n° lugar. El ntmero de’ pelmutacmnes asi formadas serd
simbolizado por P%.

- Para facilitar la exposici6n supondremos siempre que se trata
de permutaciones formadas con los primeros n niimeros naturales,
aunque puede tratarse de n elementos cualesquiera, entre los cuales
se establece un determinado orden de sucesién.

Determinaremos P', por diferencia entre el niimero total de per-
mutaciones de n elementos, P,'=mn!, y el de 'p‘ermutaciones de n ele-
mentos con la condicién de que por lo menos uno de ellos ocupe
su lugar.

Veamos en primer lugar el ntimero P, de permutaciones de

los elementos 1, 2, ..... , 0 con la condicién de que uno de ellos y
s6lo uno ocupe su lugar. Si colocamos el 1 en el primer lugar y los
restantes elementos 2, 3, ..... , n en todas las posiciones posibles

de modo que ninguno deé ellos ocupe su lugar tendremos P’n_, per-
mutaeciones en las cuales el 1 y sélo el 1 ocupa su lugar. Del mismo
modo, tendremos P’,-, permutaciones en las cuales el 2 y sélo el 2
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ocupa su lugar, ..... , P'a-: permutaciones en las cuales n y s6lo n
ocupa su lugar.

_En consecuencia: P, = C', P-,.

Ahora determinaremos el ntimero P.® de permutaciones de los
elementos 1, 2, ..... , 0 con la condicién de que dos de ellos y sélo
dos ocupen su lugar. Si colocamos 1 y 2 en sus. respeb.tivos Tugares
y los restantes elementos en todas las posiciones posibles de modo
gue ninguno de ellos ocupe su lugar, tendremos P’._. permutaciones
de n elementos en las cuales 1 y 2 y sélo ellos ocupan su lugar. Cada
una de las restantes combinaciones binarias de los n elementos 1, 2,
..... ,n también dan origen a P'n-. permutaciones de n elementos
en las cuales dos de ellos y sblo dos ocupan su lugar.

Por lo tanto: P.® = C% Pa-..
Con idéntico razonamiento se demuestra que: P, = Cy P'u-s.
Asi sucesivamente llegaremos a: P, = C,»* P',.
- No existe ninguna permutacién en la cual n—1 elementos y
s6lo n — 1 ocupen su lugar, porque si n — 1 elementos ocupan su lu-
gar, el restante también deberd ocupar su lugar. Luego: P, = 0.
Por tltimo, el nimero de permutaciones de los n elementos 1,
2, ..... , 1 de modo que todos ellos ocupen su lugar es evidente-
mente una sola: P =1. '

La .suma: , ,
PO 4+P®» L . LP® = P’f,_l 4 Ch P ... 1 (1)

nos da el ntimero de permutaciones de los n.elementos 1, 2, ....., n
con la condicién de que uno de ellos por lo menos ocupe su lugar.
En consecuencia, P’, est4d dada por:

Pln 1:-":Pn — Cln P,n—l — Czn P’n-z T e e - 1 (2)

Como se ve, hemos obtenido una férmula recurrente. Como no
hay ninguna permutacién de un elemento en la cual éste no ocupe
su lugar, tenemos: P’; = 0. Sin dificultad se ve que: P, = 1. Apli-
cando la férmula (2) dedueimos:

P'a’:'z ;PI4:9 ;P'5=44= HEER

b
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b) Si en una permutacién cualquiera se suprimen los elemen-
{os que ocupan su lugar, se obtiene una permutacién de la misma
clase que la dada. : :

Sea una permutacién p formada con los primeros n nimeros
naturales en la cual r ocupa su lugar, es decir el lugar r°. Supon-
gamos que en p hay s elementos menores que T situados a su dere-
cha; en consecuencia, habri s elementos mayores que r situados a
su izquierda, porque cada vez que se traslada un elemento menor
que 1 de su izquierda a su derecha, forzosamente habria que tras-
ladar uno mayor que r de su derecha a su izquierda. Tendremos
entonces s inversiones que r forma con los elementos menores que
é1 situados a su derecha, y otras s inversiones que forman con r los
elementos mayores que éste situados a su izquierda. Si es v el ni-
mero de inversiones de la permutacién p, al quitar de ésta el ele--
mento ¥, obtenemos una permutacién p’, de n-—1 elementos, que
tiene v 2s inversiones. Liuego, p ¥ p’ son de la misma clase.

¢) Determinante euya diagonal principal estd formada por ce-
ros. Simbolo y nfimero de’términos.

El determinante

- - 0 12 a3 .. ... a1 . L
a2y 0  am ..... o -
D= a1 32 0 ..... Aan
Ant 8nz  Buz ..... 0

puede simbolizarse en la siguiente forma:

D= Z (-1) alilaziz..... &ni 3 il‘# 1' (3)

n
extendiéndose la suma a las permutaciones i;i; ..... i, de los ni-
meros 1, 2, ..... , I para las cuales sea Liztl, Li=£2,..... ,

.=~ n. Bs decir, que no hay en la suma (3) ningiin término que
tenga uno o mis factores con subindices iguales. En consecuencia
D tiene tantos términos como permutaciones pueden formarse con

149




REVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA

los elementos 1, 2, ..... , 1 con la condicién que 1 no oeupe el pri-
mer lugar, 2 no ocupe el segundo lugar, ..... , 1 no ocupe el n° lu-
gar; o sea P, términos.

En la férmula (3), v designa el nfimero de inversiones que
presentan los-segundos subindices.

Con estos elementos, estamos en condiciones de estudiar el:

Desarrollo de un determinante por los elementos de la
diagonal principal.

Consideremos el determinante:

1 au 31:: v e ee Qin
;233 Qop .ueos Qan . )
E v a
A= .. e e .lz, _ (...1) a 32. asev® ~
R 13, 24 n
aAnl.  8ps ... dmn

En el polinomio A consideramos todos los términos que con-
tienen el elemento a., siempre que los demds factores tengan sub-
indices distintos, es decir, los términos de la forma:

v s j
(-1)" &y38)5 eoces 2y ’ T +
2 n -
siendo v el nfimero de inversiones de la permutacién 1i...... iny
también el de la permutaeién i, ..... i, porque 1 no forma ninguna

inversién. En todos estos términos extraemos a, como factor comin
y obtenemos:

v
-1} essoe h - X
)

De acuerdo a la férmula (3), esta.expresién es igual a:

0 oz . o0 Qson ’
dae 0 ..... 8an
I 2 2
8n2 Ans v en 0
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Si en A consideramos ahora todos los términos de la forma

v ]
(—1) a - R 3 sevoe ; i % r .
.111 22 313 nin | T )

2%y

v en todos ellos extraemos el factor comiin a.., tenemos:

. | |
Boo Z (=1)" 3y a3y eeees anih. 3 i sk

1773
porque segiin hemos visto en el punto b), las permutaciones i, 2is
..... in y i1ds..... 1. son de la misma clase pues la segunda se

obtiene de la primera suprimiendo en ésta un elemento que ocupa
su lugar. De acuerdo a la férmula (3), esta suma es igual a:

0 a3 ... .. Ain
aat O ..... asn

Aoz | e e
nt L2 7 RO 0

0 1z .. Q154
a1 0 ..... Q2yn—1
am | e
an——x,l a:i——l;‘: ..... O

Luego, siempre en el desarrollo de A, consideramos todos los
términos que contienen a; y a., siempre que los demis elementos
tengan subindieces distintos, es decir, los términos de la forma:

v .
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y en ellos extraemos los factores comunes a, y as :

. _»-r-——-‘ 5 v - : .
*11%22 Z_'(‘“l) 3313‘"'- "ny i S

pues, segfin b), las permutaciones 12i; . .... Lnyis..... i, son de la
misma clase. Esta suma es igual, segiin la férmula (3), a:

0 ) d34 .« ... a»'qn

Ay Aza . e e

3,'“3 Ana «oane O

Continuaremos destacando del mismo modo los productos bi-
narios de los elementos que constituyen la diagonal principal de A,
hasta llegar a:

0 [: PN A1yn-2
831 0 ..... A2y -a
Qi Baa | T
an—!,l an-—g,g ..... 0

Luego haremos el mismo trabajo con los productos ternarios,
cevee., (n—2)-arios, n-arios de los elementos que constituyen la
diagonal principal de A. No eseribimos (n-— 1)-arios porque cn el
desarrollo de A no existe ningtn término que tenga n—1 factores
de la diagonal prinecipal ¥ el factor restante no perteneciente a
ella, por definicién de determinante. El finico producto n-ario es:
Bufa ..o, Bun. o .

Quedan poxj {timo los términos keuyos factores sdn: elementos
de subindices distintos, es decir, los de la forma:

v, o i o
(-1): 413 oy 0t t i L '1r:.,,“7'é: T
1 2 - n -
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Lia suma de estos términos, segiin (3), constituye el desarrollo
“del siguiente determinante:

0 .o Qi ... Qin
F 8ny 0 ..... dan
Qar Bar ... 0

En Lonseeueucla podemos eserlbn- en defmmva el determi-
nante A descompuesto en la sxgulente forma:

] an di2 .0 ... a1n O 823 .. ... Ban
Qa1 oz ... Qon a2 0 ..... aan
A= . .. . l=aul . e R 4
P @nt [ P Qan Ana < P 0
0 dim ... a1yn—1 0 Qag ... .. dan
Bz 0 ..... Qa1 an 0 I g 0..:.. &in
an| g S '
) : 0 et L L.
an._.l,[ a" 199 4 4 e oe O i an'z dn'i ----- O
0 ae ... A1ya—2
255 0 ..... F: P—
An—tyn—1 0 ’
NI e N 4+
0 Aan
An-2y1 8n—my2 ... .. 0
an 0 ..... 0
0 Qos von. 0 0 An-1yn
e Anyn-1 0
0 0..... Ansyn-z
ay 0..... 0 an 0 ..... 0
O an ..... 0 0 al_’ 0 3.22 ..... 0
B . +
----- azl O . “ e
0 0..... Ans 0 0 ..... 8na
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: 0 Az ... 81n
day 0..... Qan
4 . .
1 ...
an1 Qne o. .. 0

Le damos forma de determinante a los productos binarios,
«...., n-arios de los elementos que constituyen la diagonal princi-
pal de A con el objeto de poder enunciar la siguiente regla:

Un determinante A es igual a la suma de todos sus menores
principales posibles, en los que se reemplazan todas las a; para
iz% j, por ceros, multiplicados por sus respectivos menores comple-
mentarios, en los cuales se reemplazan todas las a,, para i = j, por
ceros, mas el determinante que se obtiene al reemplazar en A todas
las aj; para i=£ j, por ceros, mis el determinante que se obtiene al
reemplazar en A todos las ay, para i = j, por ceros.
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