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VISION PANORAMICA DE LAS ECUACIONES INTEGRALES
Y SUS APLICACIONES A LAS DISCIPLINAS ECONOMICAS

Pror. Dr. E. A. D Cgsare

(1) — Una ecuacién integfal respecto de una funeién inedgnita
r = p (x) de una variable real x, es una ecuacién que contiene a
dicha funeién inedgnita, bajo el signo de integracién. Por éjemplo
Ia expresion :
1 7 5 1
(1) (@) —— [(=+He(®) de=—x——
3 % 6 9

es una ecuacién integral lineal, donde la funcibn inecégnita es
¥y =o(x).
Como expresién general de la anterior ecuacién puede eseri-

birse :

b
(2) o) — [K (5,80 df =£ ()

doude se supone que las funciones: K (x;€) y £ (x) definidas la
primera én el cuadrado a =x=Db; a=£=D; .y la segunda f (x)

en el intervaloa =x='h,
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son funciones conocidas, lo mismo que el parédmetro A, siendo¢ (x)
la funcién incégnita.

El nombre de ‘‘ecuaciones integrales’’ se debe a Paul Du Bois-
Beymond, de la Universidad de Berlin, que aparece por primera vez
en un trabajo publicado en el afio 1887 (Journal fiir reine und
andgewandte Mathematik) en relacién con la resolucién de las ecua-
ciones en derivadas pareiales.

Como se verd ulteriormente al estudiar en forma sistemitica la
teoria de las ecuaciones integrales, éstas pueden presentarse baje
forma diversa, dando asi motivo para que David Hilbert, las divi-
diera en ecuaciones integrales de 12, 22 y 3% especie.

Si en la ecuacién (2) suponemos que el pardmetro A queda in-
determinado, la eecuacién (2) en realidad, define una ‘‘familia’ de
ecuaciones integrales. Se debe precisamente a Henry Poincaré, la
mtroduceién de este pardmetro que como- se veri oportunamente,
desempefia un rol importante en las consideraciones de orden tedrico.
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(2) —a) Laplace introdujo en 1782, para dar solucién a una
ecuacién diferencial de la forma:

n—i)

(3) _ﬁ (asx 4+ by) y( (x) (a: ; b:== constantes)
o también :

(39 @Iy @ Eb) ¥ (B b)) T4 (aax 4 b) =0

la expresién :

. B
4 Y@= J et a@ae

a
como solucién de las ecuaciones (3), es decir la funcién ineégnita
y = f(x) se expresa como la transformada de otra funcién incdgnita
Z (x), demostrando luego que si la funcién y' =y (x) es una solu-

cién de la (3) que puede escribirse en la forma (4), entonces la
funeién Z (x) resulta ser una solucién de la ecuacidn integral.

(5) s [fos g e@ass (e 2.0 @ae=o0

donde las funciones: ¢ (£§) y ¢ (£) son funciones conocidas defini-
das por las igualdades:

[_?,(é) ':‘.ﬁ ai_gu—i: aog'n__}__ a, é:n-1+_ . + a“~1$+ da

==

|
©) 4 |

G R
siendo: a; ;b (i=.0,1, ... n) los coeficientes constantes que figu-

ran en la ecuacién (3).

(2) —Db) Una investigacién sistemética de las ecuaciones inte-
grales comenzé recién a fines del siglo XIX, pues anteriormente
las investigaciones tuvieron un carfcter accidental. Uno de los pri-
neros resultados que puede considerarse en relacién con las ecua-

113




REVISTA DE ECONOMIA Y ESTADISTICA

ciones integrales, son las eonocidas ‘‘férmulas de inversién’ de
Fourier (1811). ’

T w |
(1) : i/-——-—- Jo g(£).cos (x.£) d£

2

(8) £ 5@ cos (.0 ¢

w

donde la ecuacién (8) puede considerarse como la solucién de la
ecuacion integral (7) si en ésta se considera a g(x) como la fun-
cion inedgnita y a £(x) como una funecién conocida.

(2) —e¢) Alglin tiempo después (1823), en conexién con un
problema de mecdnica, N. Abcl, fue conducido a la ecuacién in-
tegral :

x ‘x’(g)
9) A P Y
o VvV x-—¢

encontrando eomo solucién, la expresién:

(10) o(x) =

1 (’x () dé
@ ° Vx-£

En una carta enviada por Abel a Holmboe, el 4 de agosto de
1823, le comunica a éste que habia encontrado la solucién general
de la ecuacién:

S P @ .a=1m

donde T'(x, £) es una funeién -arbitrarvia. Infelizmente toda traza
de la mencionada solucién ha desaparecido.

(2) —d) Liouville y Sturm (1836-1837) estudiaron igualmente
una eeuacién integral que aparecié en el curso de sus investigacio-
nes sobre ecnaciones diferenciales, encontrando un método impor-
tante para resolverla. Fn el trabajo publicado por estos autores,
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se asigna importancia fundamental a la teoria de las funciones or-
togonales, apareciendo por primera vez el método de resolucién de
una ecuacién integral que posteriormente ha recibido el nombre de:
método de Liouville-Neumann. '

Debe observarse como hecho interesante que las ecuaciones es-
tudiadas por Liowwille y Sturm, son precisamente del tipo de las
ecuaciones de Vito Volterra.

(2) —e) Muy posteriormente (1884) el matemdtico ruso N.
Sonine, logré sacar partido del artificio de céleulo empleado pox
Abel y estudié una eécunacién de la misma forma que la de Abel,
pero de un caricter mas general.

(3) —Diee T. Lalesco (Théorie des Equations Intégrales. Ed.
A. Hermann et Fils - Paris: 1912 - Introduction).

‘Sonine agot6, por asi decirlo, todas las consecuencias del arti-
ficio de céleulo empleado por Abel y la cuestién parecia terminada,
cuando Vito Volterra (1896) abordé con todo éxito y mediante un
método directo, el estudio general de la ecuacién integral:

) SR (x8).0(8) de=1(2).

en una serie de notas enviadas a las Academias de Ciencia de Turin
v de Roma’’.

Vito Volterra, estudié y resolvié igualmente ecuaciones de la
forma:

LY -
(12) o) =2 § K (58 .0(8) . dE=£(x).
por cuya razdén las ecnaciones de la forma (11) y (12) reciben el

nombre de ecuaciones de Volterra de 12 y de 22 especie, respecti-
vamente.

(4) — Cierta dificultad existia en investigar las ecuaciones in-
tegrales rle la forma:

. ", . . A assx=<
(13) o =2 Km0 o) At = 1), (2212
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que sélo difiere de la ecuacién (12) de Volterra en que el limite
superior de integracién, en lugar de ser la variable x, es una cons-
tante b. Una ecuacién de la forma (13) se llama ecuacién de
Freedholm de 22 “especie. ' '

Como se dijo anteriormente, tanto Liowville como” Nowmann,
habian investigado ecuaciones de la forma (5) empleando el méto-
do de las aproximaciones sucesivas.

Mediante este método, la solucién de una ecuacién integral se
obtenia bajo la forma de una serie de potencias en ), llamada aho-
ra: serie de Neumann. Esta serie es generalmente convergente pa-
ra valores del pardmetro A suficientemente pequefios, pero para
algunas ecuaciones de Freedholn, la convergencia vale en condicio-
nes mucho més generales.

Ivar Freedholm en 1930 en una poderosa memovia aparecida
en la Revista de la Real Academia de Estocolmo, tuvo el mérito de
investigar ccuaciones del tipo (13) admitiendo la continuidad de

“las funciones f(x) y K (x, £), para cualquier valor de A.

Al referirse a la Memoria de Freedholm dice Emile Picard
en el prélogo del libro de T. Lalesco mis arriba citado: ““On vit
rarement un travail devenir aussi rapidement classique que-la mé-
moire olt le professeur de Stockholm développait sa premiére note.
Les résultats essentiels de Freedholm avaient la beauté des choses
simples et définitives...”’.

~ El método de Freedholm da la solucién de la funcién o (x)
como cociente de dos funciones enteras en A, es decir como una fun-
cién meromorfa en A, tal como lo habia intuide H. Poincaré en
una memoria (1896) al estudiar la convergencia de la serie de Neu-
mann y donde demuestra que la condiecién de convergencia envui-
ciada por Neuwmann, no era de ningtin modo necesaria.

Conviene al respecto recordar las propias palabras de Frce-
dholm: ““En réfléchissant sur ces résultats je me suis demandé si
le fait que ¢ (x) est une fonction méromorfhe de A, n’est pas une
conséquence de la forme lineaire de 1’équation fonctionnelle définis-
sant ¢ (x). Le fait que le développement de ¢ (x) suivant les
puissances croissantes de A converge pour toute valeur de A dans
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les cas des équations traitées por M. Volterra a donné un fort appui
4 penser que la Théorie de 1’équation fonetionnelle (13) devrait
8tre un cas limite de la théorie ordinaire des équations lineaires.
Tette idée nve fois acquise, les travaux de mon coﬂege M. V. Koch
sur les déterminants infinis ont beaucoup facilité mes recherches
dont le résultat principal est exposé dans une note présentée 2 1’Aca-
démie des sciences snuédoise en janvier 1900” (Ver: Tvar Freedholm :
Les Equations intégrales linéaires en Compte Rendu du Congrés des
Mathématiciens - Tenu & Stockholm depuis le 22-25 Septembre
1909. Ed.: B. G. Teubner - Leipzig - Berlin; 1910).

(5) — A partir de los descubrimientos de Freedholin, las ecua-
ciones integrales han suscitado numerosas investigaciones. Su estu-
dio se ha ampliado por la introduecién de tipos cada vez méas gene-
rales.

Numerosos mateméticos han contribuido con sus investigacio-
nes para que esta teorfa matematica aleanzara un brillante desarro-
llo. Citemos entre otros a K. Picard que introdujo nuevos tipos de
ecuaciones; las contribuciones de J. Hadamard, cuyo conocido teo-
rema sobre el valor méximo de un determinante desempefia un rol
esencial en la resolucién de las ecuaciones de Freedholm: la nocién
de nitcleos ortogonales introducida por E. Gouwrsat, lo mismo que las
contribuciones de Heywood, Frechet, Rouz y otros. .

Una ecuacién integral puede reemplazar a una ecuacién en de-
rivadas parciales juntamente econ sus condiciones de contorno. De
este modo dichas ecuaciones se introducen de un modo natural en
variadas cuestiones de fisica matematica, dando asi satisfaccién a
lo que Paul du Bois-Reymond habia anticipado en su trabajo (1887)
arriba enunciado, donde se expi‘esaba. en los términos siguientes:
‘‘Lias ecuaciones integrales me han surgido tan a menudo en la
teorfa de las ecuaciones en derivadas parciales, que estoy plena-
mente convencido de que los progresos en ésta, han de estar ligados
con el avance de aquéllas, sobre lo eual hoy por hoy (1887) todo
nos es desconoeido’’.

La integracién de las ecuaciones integrales ha suministrado la
solucién rigurosa de problemas célebres, en particular el problema
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de la determinacién de las potenciales, es decir, la determinacién de
una funcién arménica que satisface a ciertas condiciones de con-
torno. Segfin sean las condiciones impuestas, se obtiene ya sea el pro-
blema de Dirichlet, o el problema de Neumanan, o el problema del ca-
lor, el problema de la hidrodinimiea, ete., ete. (Ver: H..B. Heywood
y M. Frechet : Les Equations de Freedholm et ses applications 2 Ia
Physique Mathématique. Ed.: A, Hermannet Fils - Paris: 1912).
" Es posible igualmente estudiar problemas mis generales como
ser el problema de una funcién arménica que satisface (por ejem-
plo) a una de las ecuaciones en derivadas parciales que siguen:

A‘U = (P)
oU
AU=¢(P)—
at
A FU
AU =9 (P) ——
ot

donde P representa un punto o més bien, las coordenadas de dicho
punto y donde U representa el potenecial.

Merece recordarse en este sentido que E. Picard lo mismo que
H. Poincaré, han hecho numerosas aplicaciones de las ecuaciones
integrales a los grandes problemas que plantea la fisica matemética
H. Poincaré ha aplicado en particular, incluso a la teoria de las
mareas, cousigniendo integrar completamente las ecuaciones funda-
mentales que se presentan en el estudio de estos fenémenos. Cabe
todavia y en el mismo sentido citar a otros investigadores como
Boggio, Lauricella, E. E. Levi, Plemelj y muchos otros.

(6) — Freedohlm ha encontrado como solueién de la ecuacién

. - b :

(13) o(x) =2 [ K (x39) 008 a6 = £(x)
la expresi6n: B
(14) b0 = 1) +2 T EN £ ag
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donde la funcién T' (x, £|A) que es de la forma:

x
i"(:;;s{/w = —?—-S—)%)-'—}- ) (D) 54 0)

recibe el nombre de: nitcleo resolvente de I'reedholm y las expre-

siones : D( «E ) D(\) son funciones enteras en A llamadas:

series de Po’eedholm

Kl andlisis de la solucién en la forma (14) ha eonduado al im-
portante resultado de que los teoremas del Algebra lineal son véli-
dos para las ecuaciones del tipo por él consideradas, esto es, para
las Hamadas: ecuaciones de Freedholnt.

(7) — Investigaciones posteriores sobre las ccuaciones integra-
les se han orientado en tres direcciones fundamentales, a saber:

1%) En primer lugar se han encontrado nuevas clases de ecua-
ciones para las cuales siguen siendo vélidos los teoremas fundamen-
tales del algebra lineal. Se ha demostrado igualmente que no es
nscesario suponer la continuidad del nteleo, siendo suficiente ad-
mitir la hipétesis de que exista la integral doble:

(15) S f (x,8)

En este sentido Carlemen ha encontrado gue admitida la con-
dicién (15), -la descomposicién de Freedholm, segiin las series:

Y Fdx . déE.

D (\); D( 2 % \ )sigueu valientlo, al mismo tiempo que  estas
15 Iy

funciones permanecen enteras, igualmente.

Para ¢l caso de que el intervalo (a, b) es infinito, S. G.
Mikhlin, ha demostrado del mismo modo la validez de los teorémas
fundamentales. Como consecuencia de ello, los teoremas fundamen-
tales de Ireedholm, lo mismo que la formula pava las series:

D (,\);D.( A ]l \,) fueron extendidas a nuevas clases de ecuacio-
& A o

nes Integrales.
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Un paso ulterior ha sido rvealizado por F. Riesz quien ha pro-
bado gue esta teoria permanece en general vilida para las ecuacio-
nes en las cuales el operador integral de I’) eedholm, es decir el
operador:

b
K(x8) .98 .d

es reemplazado arbitrariamente por lo que se llama: operador com-
pletamente continuo, enyo campo de aplicacidn es un espacio de
Banach y donde la funcién f, y la funcién inedgnita ¢ (x) son
clementos de dicho espacio. ' A

Los resultados de Riesz, fueron posteriormente completados por
L. 8. Schauder que extendié la teorfa de Freedholm para ecuaciones
con operadores completamente continuos.

29) La segunda dircecién seguida en la investigacién de las
ecuaciones integrales lineales, se relaciona con la teoria de la descom-
posicién en funciounes ortogonales que conduce a la solucién de las
eeuaciones integrales con nitcleo simétrico, es decir, niicleos que satis-
facen a la condicitn:

K(x;8) =K (§;%)

Los vesultados fundamentales obtenidos en esta direccion se
deben a David Hilbert (1904-1910) y a su discipulo E. Schmidt
(1907).

En una serie de comunicaciones presentadas a la Sociedad Cien-
tifica de Gottingen, D. Hilbert parte de la resolucién de cierta clase
de ecuaciones lineales con infinitas inedgnitas, poniendo en evidencia
el rol fundamental desempefiado por la simetria del nieleo.

L. Sehmidl (1907) estudié y obtuvo muchos de los resultados
de D. Hilbert, por un método directo, ocupandose més particular-
mente de los nteleos simétricos. _

Resultados posteriores lo constituyen los trabajos de Courant,
quien empled en sus investigaciones los métodos del Céleulo de Va-
riaciones. Lia solucién que se obtiene para la funeién inecégnita es la
de wna serie de funciones fundameniales (o funciones propias).
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Digamos al pasar que se debe a H. Poincaré la introduccion del
término: funciones fundamentales, quien por otra parte ha publica-
do varias y profundas memorias en las cuales estudia cuestiones ve-
lativas a la teoria del potencial, mediante estas funciones.

Estas funciones propias son (ecuando existen) las soluciones
de la ccuacion homogénea :

o
()= | K(5,8). 0 di=0
a

En general esta ecuacién es satisfecha tnicamente por la so-
lucién : '
¢ () =0

pero existe una sucesion ‘de nfumeros: constantes caracteristicos
(o valores propios):
' Aiy Aes ol Aag ..

para cada uno de los cuales, la ccuacién admite en corresponden-
cia una solueién finita:
w(X)5 (X)) o a(3);

que son las antes citadas funciones fundamentales. La solucién
de la ecuacién no homogénea:

p(x) — X . _[DK (5,8) .o () dé=1(x)

se expresa entonces en la forma de una serie:

p(x) = %a,,.gan(x).

método que se aplica mis particularmente cuando el nficleo es
simétrieo.

Desarrollos posteriores de las ideas de D. Hilbert, fueron apro-
vechadas en sus trabajos por F. Carleman e I. Neumann, que ulte-
riormente condujeron a la teoria de los operadores en un espacio

’
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de Hilbert, que como se sabe desempefian un rol fundamental en
el campo del anilisis matemético y en el estudio de la fisica tedrica.

39) Una tercera direccién se refiere a una importantisima ela-
se de ecuaciones Ainte’grales, a saber: las ecuaciones integrales sin-
gulares. Bstas ecuaciones se caracterizan por el hecho de que la
integral que en ellos figura es impropia en el sentido usual del
anilisis y su convergencia se considera en el sentido del valor prin-
cipal de acuerdo con el concepto introducido porA Cauchy. Un estu-
dio exhaustivo, con numerosas aplicaciones a la mecénica v a la
fisica tedrica puede estudiarse en el magistral tratado de N. I.
Muskhelishvile (Ver: Singular Integral FEgquations - Translation
from Russian edited by J. R. Rado K. - Ed.: P. Nordhoff (ronin-
gen - Holland, 1953). Los antecedentes de esta teoria figuran ya
en los trabajos de Hilbert, Poincaré, Carleman y Neter.

Digamos todavia a titulo informative que la teoria de las ecua-
ciones integrales no lineales ha recibido modernamente un notable
impulso por obra de los trabajos de A. M. Liapunov; E. Schwarz;
P. 8. Uryson y Hammerstein. Para mayor informaecién es suma-
mente provechosa la lectura de ‘‘Bibliographical Notes™ contenidos
al final del libro de M. A. Krasnosel’skii and B. Rustickii: Convex
Functions and Orlicz Spaces. Translated from the first Russian edi-
tion by Leo F. Boron Ed.: P. Nordholf - Groningen: 1961.

Puede consultarse igualmente el notable libro de M. A. Hras-
nosel’skit: Topological Methods in the Theory of Nonlinear Integral
Equations. Translated by A. H. Armstrong. Ed.: The Macmillian
Company - New York 1964 (A Pergamon Press Book).
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