
Sobre las integrales determinantes ordinarias y generalizadas 
POR 

C~~<rlos Biggeri (Buenos Aires) 

INTRODUCCION 

I Es bien sabido que: entre la teoría de las series potenciales 
y la de las mtegrales determinantes ordinarias (también llamadas 
integrales de l1aplace- Abe!) así como entre la teoria de las series 
generales de Diricblet y la de las integrales determinantes genera. 
!izadas (1

) (llamadas üunbién integrales de Diriehlet), existen mu­
chas "analogías", P~'r:o t~mbién muchas: ''discrepancias". He aquí 
una de las numero&j,s "'faltas de analogía''-: el radio, R, de GOll­

vergencia de toda serie potencial: 

(1) 

n=o 

se <·alcula por la fórmula general de Cauchy··HadaJil.Qrd: 

1 
(2) R=----

en cambio: no siempre se puede calcular la abscisa, C, de con ver-

( 1) No s1empre una mtegral determinante generalizada se puede reducir 
a una integral determinante ordinaria. Véase nuestro trabajo de los 
''Anales de la Sociedad Científica Argentina'', Entrega VI, tomo 122, 
1936, pág.. 361; '' Sing'IJ)ariiiades de las fwnciones Olnialítioa8' de. ~tna; 
y de -varias variables complejag indepm~dientes"; (introdueeión). ' 
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gencia (simple) de la integral determinante ordinaria: 

co 

(3) f -tz 
a (t) ·e . dt 

o 

por la fórmula (correlativa de la (2)): .. ,. 

log 1 a(t) 1 

(4) C=lim. ----
t-> co t 

Lo único que se p¡uede afirmar en general es: 

_logla(t) 1 

C<lim.----
t-> 00 t 

Esta misma ''falta de analogía" se pre~enta al pasar de la 
teoría de las series potencmles a la teoría de las series generales de 
Dirichlet 

El cálculo de la abscisa. C, de convergencia (simple también 
llamada condicional) de la integral (3) se ha logrado mediante fór­
mulas distintas, según el signo de dicha absmsa; por ejemplo: la fór­
mula de La.ndau (2) sup¡o"'e esencialme?tte que C no es roeyativ<>. 
Análogamen1e, la fórmula de Caben (3

) 11ara el cálculo de la abs­
cisa de convergencia condicional de la serie general de Dirichlet: 

(5) 

supmte esencialmente que dicha abscisa, 0', es positi-va. 

( 2 ) Vbe1• t}¡¡,e Grunillagen der Theorie der Faooltatm1JT'eichen, Sitzungber, der 
k. bayer. Akad, der Wissenschaft en tomo 36, pág. 215. 

( 3) SUtr la _fonction t (s) de Reim.ann et S'U-r des fondWns analogues, A.n.·· 
nales de 1' Ecole Normale Supérieure, 3.e série-, tomo 11, 1894. 
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V ari<" analistas han generalizado la fórmula de Cahen, dan® 
expresiones diversas para el cálculo de la abscisa, C',. de convergen· 
eia de la serie de Dirichlet ( 5) ; exp;resiones válidas en todos los 
casos. Véase, en efecto: 

a) S. Pincherle, "A.lcune spigolature nel campo delle funzi<mi 
dete>·rninanti", Atti del IV Congresso dei 1\fatematici, Roma, 
tomo 2, 1908. 

b) E.. Cotton, "Sur l' abscisse de corwergen<Je des series d.e Di; 
r·ichlet", Bulletin de la Société mathématique de France, t<>· 
mo 45, 1917. 

e) K. Knopp, "Ueber die Abszisse de·r Gr:enzgemden einer Di­
richletschern Reihen", Süzber. Berliner. Math. Gess , 1910. 

d) T. KoJima, "On the conv•ergence ·· abscissa of general Diri­
chLe.t's series", Tóhoku Journal, tomo 6, 1914; y: "Note on 
t1te cmw;ergence abscissa of Dirickle-t's series", Tóhoku Jour· 
na!, tomo 9, 1916 . 

e) ]\f. l!'ujiwara, "On the conver·gence - abseissa of general Di­
richlet's series", Tohoku Journal, tomo 6, 1914; y: "U eiJCr 
Konvergenzabszisse dler Dir·ichletschm Reih.e", Tóhokn Jour­
nal, tomo 17, 1920. 

f) E Lindh, "Un nouveau thém·erne dans la ·théorte des se·r·tes 
de Dirichlet", Comptes rendus de l'Aead. des Sciences de Pa·· 
ris, tomo 160, 1915. 

g) B. Malmrot, "Sur une formule de M. Fujiwara", .Arkiv for 
Math. Ast. och Fys., tomo 14, 1919. 

h) S. Kakega, "On the conv;ergence · a.bscissa of general Diri-· 
chlet's series", Tohoku Journai, tomo 11, 1916. 

1) G. Valiron, "Sur l'abseisse de convergence des sénes de Di­
richlet", Bulletm de la Société mathéinallque de France, to­
mo 52, 1924. 

Ahora bien, se presenta de modo natural, el siguiente proble­
ma: obtener ex¡yresiones generales parra el cálculo de la abscisa de 
convergencza (•irnple) de toda integral determinante, ordinar·i!t o 
gooeralizada; o sea: resolver pfll'a las integrales determinantes el 

-
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problema que las memorias a), b), e), d), e), f), g), h), í), resuel­
ven. para las series generales de Diríchlet . 

Este problema es el que resolvemos en la primera parte de esta 
memoria, logrando demostrar, ~ ta:l electo, los dos siguientes teO:­
remas. 

Teorema 1') Sea la integral det.ermtnante generalízada: 

00 

(6) f _),(t) .. z 
a(t).e .dt 

o 
y llamemos 0 a la abscisa de convergencia !Mnple (O condteíonal ( 4 )) • 

Se tiene: 

(7) 

indicando con: 

r>t 

log J a(<). 
[t] 

e =lim 
t~oo t 

t 

f a(<) . d< 
[ t] 

d< 

la integra] de la f"nc.ón geroeoratriz a(<) entre lirmtes tp]es q"e: 

[t] <). (<) < t 

y con [t] la parte entera de t. 

TerYrerna 2".). (5 ) Sean las rnTSmas notaciones del teorema an­
terü•r. 

( 4 ) El cahftcat1vo de coniUoton.a.l (que en la teoría de las senes tiene ade·· 
cuada justificación) podría parecer aquí, tratándose de integrales, un 
tanto arbitrario Sin embargo no es así, se puede establecer para las 
integrales, un teorema a:nálogo al de Riemann, sobre las series incondi· 
cionalmente convergentes. 

{ 5 ) En esta introducción nos limitamos a enunciar los teoremas y las prin·· 
cipales de sus consecuencias. A contü:mación se exponen las demostra .. 
ciones detalladas , 
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e, se pued!e calcula,- también por !a fó1'mu!a: 

log. 
t 

fa(<l.e 
o 

--2 --2 

A(<) -A (t) 

e = lim. -~----­

t-> 00 A (t) 

. d" 

La abscisa de convergencia absoluta, que designaremos con 0 1, 

de la integral ( 6) se obtiene reemplazando en (7) o en (8) la fun­

ción a ( ") por 1 a ( ") ! De modo que se verifica: 

(7') e,= lim 
t->oo 

t 

log j la(<) I-d< 
[t] 

t 
y además: 

t 

log r 
' o 

J, (<) 2- A (t)' 
la(<)l.e .d< 

(8') e,= lim 

t->oo A(t) 

Haciendo en (7), (8), (7') y (8'): 

A (t) --t 

se obtienen fórmulas generales para el cálculo de las ahsmsas, sim­
p~e y absoluta, de toda jntegral de La place. Dado su mterés las 
enunciaremos explícitamente, 

Corolarios) 
1" .. ) & !!amamos e a la absmsa de convc1·genc'a simple de !a 

integral de~erminante (ordinaria) : 

(3) r
oo 

-tz 

0

a(t).e .dt 

·-

AÑO 24. Nº5-6. JULIO-AGOSTO 1937



-956-

se venfica que: (') 

(9) 

y tarnbién: 

(lO) 

log 

e=lim. 
t->oo 

¡, 

t 

f a(r).dt 
[t] 

t 

1{ 
o 

a(t) . t' 

e= lim. --------­
t-?oo t 

2" .. ) Si llamamos C, a la abscisa de convergencia absoluta de 
la integral <heterninante ordina•·ia (3), se verifica que: 

(9 ') 

y también: 

(10') 

t 

log f 1 a(r)l.dt 
[t] 

e,= lim 
t->oo t 

e,= lim. 
t->co 

t -¡;'l-t2 

log J 
0 

1 a(r) l.e .dt 

t 

Recordemos que en toda integral determinante, ordinaria o ge­
neralizada, es siempre: 

(11) e< e, 
La desigualdad ( 11) nos conduce a plantear la siguiente pre· 

gunta: ¡se verificará en toda integral determinante qne: 

( 6) Según (9) se puede enunciar que: SI en la fórmula de Landau, cuyo al· 
canee es restringido, se sustituye el extremo inferior (constante) por 
pa1·te entera de t, se obtiene una fórmula universal para el cálculo de C. 
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logt 
o::o;:C,-0 <lim.---

t-'>co A (t) 

desigualdad (en sentido amplio) análoga a la de Cahen (7
), de la 

teoría de las series de Diriehlet! La respuesta es negativa. 

ObsM·vación: La fórmula (7) es "análoga" a la dada por Ko­
jima (8 ) para series generales de Dirichlet. Un análisis superficial 
de la fórmula de KoJima, haría creer que la fórmula correspondien­
te para el cálculo de e de la integral (6) sería: 

o bien: 

o bien: 

o bien: 

C' = lim. --------
t-'>co ic(t) 

t 

log 1 f[tt).dt ~-
C" = lim. ------~ 

t-> co t 

J.(t) 

log 1 J a(t).dt 1 

[J.(t)] 
C'" = lim. --------

t->co lc(t) 

1 
r),(t) 1 

log ./ a(T).dt 
• [J.(t}) 

e"" = lim ' -------­
t-'> co t 

( 7) Véase loe cit. 
(S) Véanse las memonas d), antes Citadas. 
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Pero estas cuatro últimas fórmulas son ilusmias, como lo p¡rue­
ba el siguiente ejemplo: 

y: 

y: 

Tomem<Js en (6) : 

a (t)=o para o<t<1 

para 

le (t) =logt 

Luego: la función f (z) que define en tal caso la integral (6) es: 

1 
f (z) =~~ 

z-1 

y l" abscisa, 0, calculada dM·ectamente es: 

C=l. 

Aplicando la fó1'mula (7) sale. 

1 

re' 
log l.dt log( t [t]) } ertl e-e -.- ----,-

e=~ lim. =lim --

t-4oo t t 

log(1-e [t]-t) 

=l+lim =1 
t-4 00 t 

En cambio, ap-licando las cuatro fórmulas ante-riores: 

C'.< o , C" S: o ; C'" <o ; C"" <o. 
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II. Otra de las tantas diferencias eXIstentes entre la teoría de 
las series potenciales y la de las integrales determinantes ( diferen­
cia que repercute notablemente en el estudio de las singularidades 
de las funciones analíticas defi¡;¡i,Q.as por integrales de Laplaee) es 
la siguiente: en todo círculo irute~·ior al círculo de convergencia de 
la serie potencial ( 1), rucha sen e converge uniformemente, pero en 
cambio : existen integrales determmantes tales que, en todo semipla­
no ~n~erior a su sem1p~ano de convergencia simple (9 ), dicha int~ 
gréll nQ co-nverge uniformJemente. 

Como es bien sabido, una diferencia análoga se presenta al pa­
sar de las series potencmles a las series generales de Dirichlet. Re­
cordemos que Bohr introdUJO la lloción de "senuplano de conver­
gencia uniforme para las series de Dirichlet'', véase, en efecto: 

a) '' Su1· la oom.vergence des séries de Dirwh1-et·' ', Comptes ren·· 
dus hebdomadaires de 1 'Académ1e des SCiences de París, to­
mo 151, 1910 

b) "U eber d" gleichmasS<ge K0114!ergenz Dt1'Íchletscher Reihen", 
J für Math , tomo 143, 1913. 

e) "N ogle Bemaet·kninger mn de Dt1·ichletske Raekkers ligelige 
J(onv·e>·g,ens", 1\iat. T1dsskr , 1921. 

Ahora bien, siguiendo las Ideas de H. Bohr, introducimos en 
la segunda parte de esta memoria, la n:ación de: semi plano de con­
verflencia uniforme de la integ1·al det-erminante ( 6) 

He aquí brevemente dicha noción: "Dada la integral: 

(6) 
00 _)\(t) z r a (t) . e dt' 

• o 

existe Siempre una recta: 

R(z) =x C, 

tal que la mtegral (Impropia) (6) c<mverge unifm·m,emente para: 

x > e,+, 
{ ·9) Ev1dcntemente: toda mtegral determinante converge uniformemente en 

todo semiplano interior a su semiplano de convergencia absoluJa. 
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y no para: 
x > e,-,, 

(}1.wlquie1·a que sea el número positivo €!' 

Al número e, lo llamaremos: abscisa de c<mvergencia unifw· 
·n-~e ¡ a la recta : 

R (z) =X= e, 
la llamaremos: recia de c.onver!}encw, U11!Í{or1ne, y al semi plano-~ 

R (z) > e, 

lo llamaremos: sem-i plano de cmtvergencia uniforme, 
En la segunda parte del presente trabajq, luego de probar la 

existencia de 0 2 , demostramos los siguientes t-eoremas respecto de 
la &bscisa de convergencia uniforme_. 

Te!YI'ema 3" .. ) . Supongamos, 

logt 
a) (") el Untite SUIJ!e1't01' ae --,para t-> + oo, sea finito, y 

Rupongamos: 

b) aM>nás: 

A(t) 

logt 

lim---=-::1 >o 
t->oo A(t) 

_dt_. _ = Q [e i.(t). (1 + o)l 
d A (t) 

siendo S un ciedo número po-sitivo 
En tales hipótesis, se ved.fica que la interrml ( 6) converge uni­

fm~n=ente, siemp1·e que la función f ( z) definirla pm· dicha inte• 

(fO) En toda integral determinante ordtnaM esta condición a) así como la 
condición b) se cumplen evidentemente. 
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g•·ql sea regulwr y finita. Es decir, si ,el número e es tal, que la fun­
ción f (z) es finita y regula•·, para: 

x>c+• 
y M pam: 

se t<ene que : 
e,= e. (12) 

Haeíend<l A ( t) = t, este te<lrema nos da el siguiente: 

Cm·ola•·úJ: Si la funlftón f (z) definida por la integ•·al: 

(S) 
-tz 

. e . dt 
00 .f 

0 

a (t) 

'·' regular y finita, para: 

y no para: 
X> C-·E:, 

la ahscisa de cmtve;rgencia uniforme de la integral (3) es vrecisa­
'111-ente c. 

TeMerna 4".). Supongq,mos que: p (t) sea una función deriva­
ble, mmrótona crecwnte y positiva y supongamos además que la f'i¿n.• 
ción A(t) sea derivable y que exista una cieo·ta constante K posi­
tiva tal que: 

o< A(t) +K-l. (t+p (t)) < (13) 
dt 

Design..emos con: 
T (t,p) ---T (t,p(t)) 

el exf1·eo¡w superíov de la integral: 

t+p 

a (r). e . dr f 
-A(r).iy 

t 
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para: 
o <p< p (t) ; 

cuando la variable y, (sieudo: z = x+iy), varía ent•·e:- oo y 

+OO. 
En tales hipót,esis, la absctsa, C2 , de o<>nvergencía uniforme de 

la integral determinante gene>·altzada ( 6) viene dada por la fórmula: 

logT(t,p(t)) 
e,= !im . ----­ (14) 

t->oo A (t) 

Comlarw: Sea p (t) una función derivable, poS<twa, monótona 
!)reciente y acotada. Supm;gamos que se venfique la •·elación: 

dp(t) 
o <:K-p (t) < 1+-~-

siendo K una e-ie1ia co-nstant,e positiva o 

Des~gn1MJW.s con: 

dt 

T (t,p) =T (t,p (t)) 

el exh·Mno supe1·ior de la integral. 

t+P 

a (t). e . dt f 
--riy 

t 
para: 

os;,p<:p(t) 

(13') 

cuando la variable y (parte ima[Jtnaria d!e z) varía entre - oo y 

+oc 
En tales htpr)teSts y notaciones la abscisa, C, de convergencia 

un,.ijorme de la integml deücnninante CYI'dinaria ( 3) se puede calcu­
lar por la fórmula: 
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logT (t,p (t)) 

t 

(14'.) 

Obset·vación: En el teorema 4".) (y e:n. su corolario) figura en­
tre las hipótesis una función p ( t) quien debe satisfacer a ciertas 
condiciones y a una desigualdad funcional, como es la (13) (o la 
(13')) .. Ahora bien, cabe preguntar: ¡existirá dicha función p (t)? 
La respuesta es afirmativa. En efecto; límitándonos para breve­
dad de la exposición, al caso de las integrales determinantes ordi­
narias, la función p ( t) debe satisfacer, además de las condiciones 
cualitativas estipuladas en el corolario anterior a las tres siguien­
te" desigualdades: 

(a) 

(b) 

(e) 

p (t) ¿ o 

p (t) <K 

p (t)+Dp(t)>K-1 

(K><>) 

(indicando ccm D la derivada respecto de t). 
Trataremos de satisfacer a la mecuación dJferencial (e) . Si 

eon a indicamos un número posit-Ivo indeterrn.inado, se_ ~erifica que_: 

Dp (t)+p(t) =K-1+a. 

I1a integral general de esta ecuación diferencial es: 

(d) 
-t 

p(t)=K-l+a+B.e 

Para que p (t) sea monótüna creciente en el intervalo (o<t<+oo), 
la constante B debe ser negativa. Se satisfacen todas las condicio­
nes tomando: 

con: 
1-B-K <a< 1 

B >-K 

Por ejemp¡lo, se puede tomar como función p (t) la siguiente: 

1 1 -t 

p(t)=--- e 
; 2 3 
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Tem'ema 5•.) . Supmtgarrws que la función-exponente A ( t) en 
la integral (6) admita función i"wversa: 

t=t(J.). 

Designemos cm• T (a) el extremo supe.·ior de: 

siendo: 

t, 

a(t).e .dt J 
-!.(t) .iy 

t, 

t1 _ t ([a])~ 
y: 

t 2 t (a) 

cuando y (pm·te imaginaria de z) V(]Jría e.• el intm·valo infinito: 

-co<y<+oo. 
Entonces, la abscisa, e, de convergM!cia uniforme de la inte­

gral deterucinante generalizada (6) viene d<tda pm· la fórmula: 

log T (a) 
e, = lim . ----­ (l5) 

t-+oo a 

eo·rolario' Bi con T (a) indicarrws el extremo superior de la ex­
presión: 

cuando y varía entre - oo y + oo, teniendo· t1 y t, significados aná·· 
logos a los del teorema 5· .. ), ~e verifica IJU€: la abscisa, e,, de con­
vergencia nmfor>ne de la int·egr·al dete>·minante o·niinaría (3) es: 
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log T (a) 
e, = lim . ----­

t->oo 
(15') 

Teorema 6".) . Supongamos que la abscisa, e, de OIN!Ve!'{Jencia 
1¿niforme de la integml det&rminante g~m.e.-alizada (6) sea positit•a, 

Indiquemos con : 
T (t) 

el extl·emo supe~·im· de la expresión: 

t 

a (T) • e , dt f 
-lc(r).iy 

o 

cua'ndo y va-1·ía en el inte1~valo: 

-oo<y<+oo 
En tales hipótesis se tie<ne que: 

e,= lim 
t->oo 

log T (t) 

lc(t) 

(l(i) 

si e, no fuese positiva el teorema 6•.) ya no es ap)ieable, y lo único 
que entonces podría asegu;rarse en general es que: 

logT (t) 
e,~ hm 

t->oo }, (t) 

Oorolm·~Oi; s~ la absc~sa, 02 d.e C01tvergenci'a uniforme de la in~ 
tegro.Z determinante m'dinaria (3) es positiva, y con T (t) indica· 
'ln()S el extremo supet·for de lct expresión: 

t 

a(<).e .dt f 
-üy 

o 
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cU<'11·do y vada entre - oo y + oo, se ve•·ifica: 

logT(t) 
e, = lim . ----­

t-+oo t 

(16') 

Entre los teoremas 5".) y 6' ), así como entre sus respectivos 
corolarios, obsérvese que existe un víncu,lo "análogo" al que hemos. 
seilalado entre la fórmula (9) y la fórmula de Landau pru;a el cálcu­
lo de la abscisa de convergenria simple de la integral (3) (véase 
nota, al pié de página, del corolario r.); introducción a la fra. 
parte) . 

Teorema 7'.): Sea <p(a) una función •·eal (de la vwriable rea.l 

a), derivable para todo a > A (o), que sat1S{aga, además, a las d<>s 
sigui:entes condiciones: 

a) (") lim 
a-++oo da 

b) que ex1Sta un cierto número positivo k tal que: 

d <p (a) 
hm. =o. 

a-++oo •ak da 

Des.gnarenws com T(t) el extrenw superior de la exp,.esión: 
t 

a (t). e . dt j. <p[Á(t)]-<p[1.(t)]-A(t).iy 

o 

c·uando y varía en el intervalo· infin>to: 

-oo<y<+oo 

(11) De esta condiciÓn se infiere que. 
<p (a) 

a 
(L'Hopital), 
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En tales hilpótesis se tiene que: 
log T (t) 

e, = lim . --~-­ (17) 
t--¿oo ~(t) 

Coro·la.no•: Sea cp (a) una func.ión que satisface a las mismas 
wndicwnes que en el teorema 1•.), Designemos eon T (t) el extre­
mo .su.perior de ~ 

t 

a(t).e .dt f 
. cp(t)-cp(t)-tiy 

o 

para - oo < y < + oo . 

Luego: la absmsa, C, de wn.ve>·genda un'[orme de la inte·gml 
det<nmnante ordina,.ia (3) se pnede calcular por la fó'rmula: 

logT(t) 
e,= lim 

t~co t 

Por ejemplo: tomandD, como funciÓn <p (a) la siguiente: 

<p(a)-·a' 

y si indicamos con T 1 ( t) el extremo superwr de: 

t 

a(t).e .dt f 
t'-t'-Tiy 

o 

(17') 

cuando y varía en el m.tervalo 1nf1nito: - oo < y < + oo ; la absM 
eisa, 0 2 , de convergenCia uniforme de la integral determinante t~r­

dinaria ( 3) es . 
lo¡¡ T, (t) 

(17") 
t 
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Nótese que los teoremas 3 ... ), 4•.), 5".) y 7") dan fórmulas uni· 
·ve>·sales para el cálculo de la abscisa de convergencia uniforme, 
mientras que el teorema 6" . .) supone esencialmente que dicha absci­
sa es positiva. 

Entre las tres abscisas, C, 0 1 y 0 2 , de convergencia simple, abs­
solnf;a y uniforme de toda integral determinante· (ordinaria o ge­
ne-ralizada), existen -evidentemente las relaciones: 

e < c2.:::;;;: el; 
que también se cumPJlen, según es bien sabido, entre las tres absci­
sas homónimas de toda serie de Dirichlet. Es fácil probar que en 
esta última relación doble se pueden presentar efectivamente las 
cuatro combinaciones posibles de signos, obteniéndos_e un resultado 
análogo a uno de J_.~ N-eder (12

), de la teoría de las series genera· 
les de D>richlet 

Los teoremas de la segunda parte hasta aquí enunmados se re­
fieren a la determinación de la abscisa de oonvergencla uniforme. 
En cambio el s1gmente teorema se refiere al comportamiento de la 
función analítica, definida por la integral determinante generaliza·· 
da (6) (o por la integral determinante ordinaria (3), en las proxi· 
mida.des de su recta de convergencia uniforme. 

1',eorema 8".). La función analítica f (z) deftrwda pvr la inte­
gral determinante generalizada ( 6) (o porr la int,egral detenmnv_1k 
te ordmana (3) ), toma en cada faJa (cuyas rectas-f,·onteras son 
paralelas al eje imaginario) : 

e, -e< R(z)- X< e,+' 
p¡ara todo ' > o, cu,na infimdad de v'eces, cualquiera val!YI' (,·ea! o! 
colitplejo, incluso el )Ytmto del infinivo) (Ji/'bitmrio prefijado, co"' ex­
cepc-ión a lo su.mo de un solo 1Jalot· 

Este teorema es análogo a uno de Bohr de la teoría de las se·· 
ries generaJes de Dirichlet. 

El teorema g-o ) recuet~da al célebre pri1ner teorenw de Picard 

(12) ''U ebcr &e Lag e der Kon.vergenzabszisse einer Din..chletschC?~ Ee-t-he 
zur Beschriinktheitsabszi8se ihrer _s~¡.mme'\ Arkiv fOr Mat , Ast. och 
Fys ., tomo 16, 1922. 
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ea) sobre las funciones analíticas con punto singular esencial ds­
lado 

Hasta aquí hemos tratado de tres clases de abscisas (la de con­
vergencia simple, la de convergencia uniforme y la de convergencia 
absoluta) de toda integral determinante (ordinaria o generalizada). 

Ahora bien, cabe introducir otras tres abscisas características 
referentes a toda integral determinante, a saber: absc.sa de holo­
morfismo, abscisa de ulh·aconvergMLÓa y la abscisa de ulflraconver­
gencia est•·echa (o en sentido •·estri.ngido) . 

Es sabido, que en la teoría de las series de Dirichlet, las absci­
sa.; homónimas de estas últimas, desempeñan en las iiivestigacio·· 
nes modernas un papel primordial (") . 

Pero el estudio de estas tres nuevas categorías de abscisas de 
las integrales determinantes tiene Interés, ~or su fecundidad, en el 
prohlema de las "smgularidades de las funciones analíticas defini­
das por integrales determinantes''. Reservamos, por lo tanto, su 
exposición para otro trabajD Limitémosnos, en esta memoria, a la 
introducción del concepto de abscisa de holomorfismo: las nociones 
de abscisas de ultraconvergencia y de ultraconvergencm en sentido 
rebtringido exigirían algunos teoremas previos sobre integrales im-· 
propias numéricas de varmble real. 

Ante todo recordemos la pr'opiedad clás1ea: (") sobre la rec-! 
ta de convergencia condicional de una integral determinante, p¡ue; 
de no existir ningún punto singular de la función analítica defini­
da por dicha integral. 

Entonces la función analítica f (z) definida por la integral 
(6), o por la integral (3), puede ser holomorfa para valores de 
z euya parte real es menor que la abscisa de convergencia simple, 

(13) 

(14) 

(15) 

''Sur ·une propnété des fonctions enttCns' ', Comptes Rendus Acad Se. 
París, tomo 88, 1879, pág. 1024; Mérno¡,T-e sur les fonctions cntie 
res", .A.nnales Ecole Norm. Sup, tomo 9, 1880, pág. 145; y "Sur les 
fonet'Wf!,8 analytiques uniformes da.n.s le voi<Binage d' un pomt Ring·uUcr 
essentiel", Comptes Rendus Aéad. Se, París, tomo 89, 1879, pág 745 
Véase: Gaston Julia, ·' 'Legons sur les fonctions uniformes a point sin­
gulie·r essentiel isolé", Co~ección Borel, Gauthier Villars, París, 1924. 
Véase: Vladim1r Bernstein, '' LegMW sur les prog·res récents de la thf;o .. 
rie des séries de Dirí'ChleJt '', Colección Borel, Gauthier .. Villm-s, Pa·· 
r:ís, 1933 
Véase nuestro trabajo antes citado, nota al pié de págma 351 
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e, dB diCha mtegral Más aún: f (z) pnede srr holomorfa para to­
de punto de z, aunque C .sea fmíto. Claro está, que en esta conside­
ración la fullción f (z) es la prolongaciÓn analítica de la "suma,_,. 
de la mtegral (6), o de la (3), a través de la recta de eonveegencia. 
simple 

Llamemos H el extremo inferiOr de todos los valores (reales! 
k tales que la. funmón f ( z) es holomorfa en el senuplano: 

R (z) > h 

El número H es la abscisa de kolomorf%nw de la integral (6) 
(o de la (3) ), la recta: 

R (z) = H 

es la r.eo.ta de lt.olonw."rf~srno y el semi plano; 

R (z) > H 

es el se?niplanu de holornwrfisrno. 

Por lo tanto. o bwn la función analítica f (z) posee un p,unto 
srngular, por lo menos, sobre la r€cta de hi)lomorfrsmo, o bien, exis.·· 
ten infinitos puntos singulares, a la izqurerda de dicha recta, que 
tienen por punto de acumulación un cierto propiO de la recta de ho­
lomorfismo o su punto impropio 

Según lo dicho más arriba se verifica que: 

Evidentemente H puede alcanzar su cota supenor C He aquí 
algunos casos sencillos en los c.uales se veri:Érca que. 

H=C 

(a) Cuando la funciÓn generatriz a (t) es p¡osítíva 

(b) Cuando la parte real de a(t) es positlva, y el afijo de a(t) 
varía en un ángulo fij-o, de vértice en el origen y de amplitud 
menor que dos ángulos rectos. 
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log cos cp (t) 
hm 

t->oo t 

( d) Ouanilo se venfican las dos hipótesis siguientes: 

1) e= o, 
2) el argumento <p(t) de a (t) satisface a la condición: 

log 1 cos <p (t) i 
lim 

t_,. 00 t 

(e) Cuando se verifican las dos hipótesis siguientes. 

1) e= e, 
2) el a:fiJO de a(t) varía en dos ángulos op1uestos por el 

vértice (origen de coordenadas del plano esférico repre­
sentativo de la función generatn~ a(t).) 

( f) Onando las abscisas de convergenCia Simple y absoluta de 
la integral ( 6), o de la ( 3), son iguales y además la generatriz 
a(t) toma valores úmcamente reales (nulo, positivos y negatcvos), 
a p~rtir de un valor sufiCientemente grande (pero fijo) de t 

(g) Cuando la función generatriz a(t) es una función amlí­
tiea entera de t; esto es, cuando se verifica que: 

n -------
1 

lim 

Jl 
\ Dna (o) \ 

n->oo o. 

ni. 

El caso (g) constituye un clásico teorema deb1do a Pmcherle 
Y a Doetsch. Los casos (a) y (b) constituyen correlativ<Js de teo-
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remas conocidos en las senes potenciales y en las series de Dirich­
let (teoremas de V rvanti - Borel - Prmgsheím ·· Tschebychel, Díe­
nes, Landau y Fekete). En cambiO 1os casos (e), (d), (e) y (f) 
constituyen teoremas originales. 

Una condición suficiente, pero .no necesaria, para que la recta 
de bolomorfismo de una mtegral determinante coincida con la rec­
ta de convergencia simple, la proporcwna el siguiente teorema ( cu­
ya demostración la reservamos para otra memoria) 

'l~eorenta) . Port.yanws: 

Q 

An==(~n~y ·fa (t) - (C +ro).Jc(t) -cr.lc(t) 
e t" e • dt 

donde es: 

y: 

n 

),(r)=-: (J-w) 
()' 

n 

siendo a y ro n.ú1n0ros ftjos reales arbdtwriamente tomados, per;o ta­
les que: 

a> o , y 

El número O es 1·eal y at'bitrano. 

Con taLes notacio~~tes se tiene: es cond1..oión st¿{ÍcÚJ'Itte (pero na 
necesaria) pal·a que: 

H=C, 
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que cx·ista un valot· o tal que: 

n 

' 
liW: ¡! TAfil = l. 

n--;. oo 

Ahora bien, si para todo valor real de o es: 

ll 

¡¡; JITAn 1 <1 ; 
n--;. oo 

caben dos posibilidades: 
1.") H < O, en cuyo caso el teorema no asegura nada, o bien: 
2 a) H = C, en cuyo caso la demostración del teorema nos ase­

gura: todos los puntos propios de la recta de convergencia simple 
son r·egulares para f (z), pero esta función f (z) posee infinitos pun .. 
tos singulm·es a la izqmerda de dicha recta, uno de cuyos puntos de 
acumulación, que puede ser el úni'co, es el plmto imp'rop-¡,.o de tal 
recta 

Observemos, finahnente, que la determinación de la abscisa de 
holomorfiSmo, en el caso general, conshtuye un probl~a esencml­
mente más difícil, que el cálculG de las abscisas de convergencia sim­
ple, unifurme ~/ absoluta: '"pfUesto que para tal determinación 1es 
necesa,rio c.onolGe-t' la distribución die los pu.mt·os sin.gula1~es de la fu'n.­
cíón f (z)" Además la mayor parte de las propiedades referentes 
a la absmsa de holomorfismo de las series generales; de Dirichlet, 
no son sus•eeptibles de extenderse correlativamente a la abscisa de 
holomorfismo de las integrales determinant<es 

III En la tercera parte de este traba¡o demostramos dos teo­
remas originales sobre los ceros de las funcwnes analíticas defini­
das por integrales determina-ntes, ordmarias o ,generalizadas 

He aquí los enunciados de dichDs teoremas: ' 

Te01'crna 9° ) . Sea la función analit•ca f (z) definula por la 
inügr·al det•erm,wnte gencr·alízacw ( 6), (.o pm· la •ntegral deter­
minante ordinana '(3)). 
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Supongamo, que: 
a) la función gen&ratnz a ( t), a z>rtrtu· de un valor de t (que lla­

maremos to) sufictemtemente rrrande pe.·o fijo, sat<Sface a la 
condición: 

1 'l' (t) 1 = 1 Arg. a (t) 1 ; (r -- fi¡o); 

b) el !o.garitmo de f (z) se puede escribi1· en la forrna: 

log f (z) =k+ /b (t) , e 
¡,t ( t) ' z 

' dt 
o 

donde k es una constante real y b ( t) es una función Hal no­
negaNva; 

e) el punto: 

z =e 
es singulwr para f (z), pero para: 

z =e+ iy 
con: 

y=f=o 

la función f (z) ·es 1·egular; 

d) la e:llp~eiión : 
f (x) (x -e) ;;;co 

está acotada en un S{31Jni(}rd;orno a la derecha del pun:f;;or: 

x=e 
wbTe el eJe real. 

En tales hipótes<S la functán f (z) n,o se anula en mngún pun­
to de stl recta d.~ convergencW simple, ex·.Q'epto, a. lo surno, su prunto 
1~eal.. 

Nótese que la primera parte de la hipótesis e) es consecuencia 
de la hipótesis a), en alguno de los dos casos siguientes. 

1) la parte real de la generatriz a ( t) es positiva , 
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2) Las abseisru; de convergencia simple y absoiuta de ( 6), o de 
( 3) , son iguales 

El teorema 9'.) es análogo o un teorema de Landau ("'). 
Un teorema más general que el teorema anterior, y cuyo co·· 

rrelativo para las series de Dirichlet (que no enunciaremos) gene­
raliza a dwho teorema de Landau, es el siguiente 

Teonma 10") Sea la funmón analítica, f (z) definida pm· la 
integral .deterrmnante generalizada ( 6), (o por la ínt.egral dotermi­
nante ordinana (3)) 

Supongarn.os : 
a) todos los puntos de la •·eda de eonvm·gencw sirnple, distintos 

del punto real (el cual puede ser regular o singular), sean n­
guiares pm·a f (z); 

b) la expre.,ón. 
(x-C) . f (x) 

está acotada en un sem.ient(}'fno lateral a la derecha, sobre el 
eje 1-eal, d.el punto : 

x=C, 

e) en un cierto smmentomo latem} de cad<t punto de la •·ecta de 
convergencia S>mple, el logarit•rno de f (z) se p%ede poner 
en la forma. 

log f (z) = b (z) + fb ( t) . e 
o 

- ¡.L(t) z 
. dt 

don.de la n'IUYVa funáón gencratrtz b ( t) es real no~negalHJa, y 

8 (z) es una función (compleja o real, eoustante nula o no) dJe 
la vari"able cmnpleja z, tal que su parte 1·eal está acot;ada -i.n­

fe>·iorment,e en todo semientorno paralelo al eje real, de todo 
punto d.e la recta de couvergencia sinrple. 

(16) "Hani!JJueh der Lehre von der Yerteilung de·r Prvmza-hle<~l·", LelpZig, 
tomo 2, 1909. 
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En tales hipótesis: la función f ( z) no se anula en mngú·" pun­
to de la 'recta de conve1·gencia simple, exoepto, eventualmente, en S1t 

punto •·eal. 

IV. El estudio sistemático de las singulandades de las funcio­
nes analíticas defmidas por integrales detenninantes lo hacemos en 
nuestro trabajo, anteriormente citado, de los ''Anales de la Socie­
dad Científica Argentina", empleando, P!l'Incipalmente, un eiitedo 
original; del cual dedueimos algunos teoremas nuevos y simp~ifica­

Ciones de teormnas conocidos 
Por lo tanto en este trabajo no nos ocuparemos del problema 

de las singularidades Haremos una sola excepción con el teorema 
análogo al de Fekete . y ello por la siguiente ra.zón Con nuestro 
críterio, del cual recién hablamos, se puede demostrar breve y ele­
gantemente un teorema para las integrales determinantes, ordi.:na­
rias y generalizadas, que comprende como caso particular al colTe­
lativo del teorema de Fekete de las series de Diríchlet; pero en la 
cuarta parte de esta memona demostraremos directamente, sjn apo­
yarnos en nuestro criterio, dicho ~orrelativo, para ver, p1or compa­
racióiJ,, la ventaja que desde el punto de vista de la síntesis, reporta 
tal criteri{}, 

He aquí el teorema 
Teorema 11" ) . Sea la función analUtca f (z) dejtnidJt :por la 

integral dd,,1'Ín.inante generalizada ( 6) (o por la ·integral d~termi­
n<mte ordinwria (3) . 

Supongamos que: 
a) la parte real de la funmón gmwratrtz a ( t)' a parfi•1 de c~n 

calor de t ( q1•e Uarnruemos t0 ) suftctenternente grande pero 
ft)o, no es negatn·a; 

b) el wr'gumento q> (t), de a ( t) a partir de un valor fijo de t, sa­
ltsface a la condición. 

lq>(t) 1~·<-
2 

(<= fi¡o) 
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En tales h1pútesis se verifica que, el punto 1'eal de la 1'ecta de 
conve•·gencia !fimple es singular para f ( z) 

Enuncmdo en otra forma, aparentemente más general, sería: 
"El punto real de la recta de convergencia s1mple de una in­

tegral determinante, es singular para la función analítica definida 
por dicha mtegral, si el afijo de la funmón generatriz a (t), a par­
tir de un valor de t, varía en un ángulo fiJo de amplitud menor 
que 1r''. 

Ahora bien, si el afiJO de a (t) varía en nn ái1jlulo cuya am­
plitud es igual a 1r, también se puede asegurar que la conclusión 
del teoremc'l 11°.) sigue siendo válida, pero entonces hay que impoM 
nerle a la generatriz cierta condición de creCimiento (17 ) , 

Veamos que posición a.cup¡a el t-eorema 11°.), en la "teoría ge­
neral de las singularidades de las funCiones analíticas''. El teore­
ma de Vivanti-Pringsheim (1-8 ) de las series potenciales, fué exten­
dido a las series generales de Dirichlet por Landau (19 ) y generali­
zado, dentro de la teoría de las series potenciales por Dienes (Zc) ., 
La generalización de Dienes~ Íué extendida a las series d-e Dirichlet, 
por Fekete ('') . 

Los teoremas de Dienes y de Fekete los hemos g,enerahzado, 
tanto para las series potenciales como para las; series de D1richlet, 
empleando un procedimiento general, sin basarnos en dichos tem•é­
mas, sino en los teoremas restringidos de Vivanti y de Landau, res­
pectívamente ( ' 2

) 

(17) Véase teorema 9".) de nuestro trabaJO antes citado 
(18) Vivantl, Rivista di Matematica, tomo 3, pág 112, 1893; Prrngshenn, 

Mathematische Annalen, tomo 44, :pág 42, 1894 (Este teorema se 
suele atribuir también a Borel y a Tschebyschef) 

(-19) Lan4au, "Uebcr einen Satz von Tschebyschef", Uathemahsche Anna·· 
len, tomo 61, 19'05 . 

(29) Dienes, ''Essai sur les srngulantés des fonctwns analytiques' '1 Journal 
de Mathématiques, pág 344, 1909, tomo 4, 3ra. serie. 

(21) Fekete, ''Sur les séries de D1richlet'' y ''Sur un théoreme de M Lan .. 
dau", Comptes Rendus hebd. de 1' Acad. des Se. de París, tomos 150 
y 151 1910 

(22) Véru1se nuestras memonas: "Sobre los puntos s'i!ngulares de las f'IJ/fl, .. 
ci.ones analíticas'', Revista de la Umón Matemática Argentma, Volumen 
I, Número 1, pág. 5, 1936 .. 1937; y ''Sur les siffngularités .des fo.ndions 
analytiques définies pa.r des sér·ies potentwlles", Comptes Rendus heb-· 
domadaires de 1' Académie des Sciences de PaTís, tomo 244, pág 30, 
1937. 
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El teorema 11.{)) es p1recisamente el "correlativo)' del de .B'e­
kete, cuando se refiere a una Integral determinante generali.zada 
pero cuando se ·refiere a una integral determinante ordinaria serla 
el "correlativo" del de D1enes: Sl en los dos casos lo llamamos "co­
rrelativo'' del de Fekete, es porque desde el punto de vista de las 
''propiedades funcionales'' existe más analogía entre la ''teoría de 
las senes generales de Dinc.hlet'' y la '' {eoría de las integrales de-· 
terminantes ordinarias y generalizadas", que entre ésta llitim:;¡. y la 
"teoría de las series potenciales" 

Como dijin1os, en la cuarta parte de esta memoria demostr3;·· 
remos d1rectainente el teorema 11 {l sin apoyarnos en nuestro crlte­
rio n1 en los eorrelahvos de los teoremas de 'VIVan ti y· de Landau, 
que enunciados explícitamente serían: 

Teorema 12') . (Correlativo del de Vivanti) Sea la funmón 
analít•ca f (z) definida por la integral de•tenni?wnte o,.iJ,nan<<. 

co 

(3) (a (t) -tz 
dt . 

o 

s, a pa,·tir de un valor fijo de t, la g.eneral!riz a (t) es rectl y 
no··n.egatwa, en.tonces ~ el punto real de la recta d.e c:onvergenc.w sim­
ple de (3) es ~ingular para f (z) 

Teorerna 13') ( Co,·relativo del de Lanik,u). Sea la función 
analríltca f (z) defimda por la 'nteg>"al deternúnante generalizada: 

(6) /~ (t) 
J 

e dt 
z 

o 

S' a paT[,r d,e un valor f'JO de t, la genm·atnz a (t) tS real y 

no-negativa, :entonces: el prunto real de la 'recta de converg&ncia s~m­
ple de (6) es sing11lcw para f (z) 
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El teorema 12" ) es un caso particular del teorema 13" ) , y am·· 
bos son casos particulares del teorema 11".) . Por lo tanto al demos .. 
trár dú··ectarnen.te este último, quedarán demostrados dA1~ectmnente 
aquéllos dos. Se liodría demostrar el teorema 12".), así como el teo­
rema 13."), sigmendo un raciocinio análogo al de Vivanti-Landau. 
Sin embargo, en esta introducciÓn, nos limitaremos a responder ( apo­
yándonos en nuestro criterio) a la siguiente pregunta (pregunta más 
exp¡resiva que el cmüemdo de los teoremas 12".) y 13" ) . ¿Cuál es 
la rctzón funcwnal pa,·a que ü pun•to •·ea! de· la recta de oo•nvmgen­

cía S'lmple de la 'ntegral (3) (o de la 6) sea :nngula•· para f (z)? 
He aquí la respuesta: Si el punto real de la recta de convergencia 
simple de la (3) (o de la (6)) fu.,ra regular para f (z), ento~ces 
(siempre, bien entendido, en el supuesto caso que a (t) es real y 

no-negativa) todos los puntos de la recta de convergencia simple se­
rían tam'mén regulares p¡ara f ( z) O dicho en otra forma (quizás, 
más sugestiva): Si existen puntos singulares (que puede ser uno 
solamente) sobre la recta de convergencia -simple de tina integral 
determmante, cuya generatriz es real y no-negativa, uno de ellos 
(que puede ser el ú1lico) es el punto real de dicha recta, En efec­
to: sin restnng1r, en absoluto, la generalidad (puesto que. la pro., 

,1 
piedad de que un punto sea smgular o regular para una determi" 
nada función analítica, es independiente de toda transformaciÓn li~ 

neal operada sobre la variable indep
1

eniliente) podemos suponer que 
la abcisa de convergen cm snnple de ( 3) es: 

e= o. 

Ahora bien, según el teorema 2° ) de nuestra memoria antes 
citada (pág 363) es condiciÓn necesaria y sufwiente para que el 
punto de ordenada y, situado sobre el e¡e ImagmaTio del plano z, 
que se verifique. 

n 

lim . VTY~I < 1 ; (n _ natural) 
n~oo 
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siendo; 
2n 

(2et f -iyt 2 
-.t 

Yn = 3n . a (t) e . tn e 

n 

Poniendo: 
2n 

2 t (2er J -g 
H.= Sn · a (t) . tne • CQS yt 

n 

y: 
2n 
~ -'-t 

(2er' J ' Kn-
3

n · a (t) t" . . sen 

n 

se tiene: 

(a) 1 yn 1' = H~ + K,; . 

Pongalll-ps además;-
2n 

Pn=(~~t-.fa (t) 
n 

, tn , e 

2 
-¡¡-t 

. dt 

dt 

yt. dt 

dt 

En virtud de la desigualdad de Schwartz (2') y tomando n su­
ficientcnwnte gmnae para qúe a ( t) sea positivo o nulo, se tiene: 

(23) Véase, por eJemplo, Goursat, '" Cours il' Analyse Mathématique", 5a. 
edición, tomo 1, pág. 238. 
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(b) 

(e) 

H <- . 2 (2e)n 
n = 3n 

2 (2e)n K s- · 
n- 3n 
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2n 
Pn. (a (t) 

,; 
n 

2n 

Pn. fa (t) 

n 

_2_t 

" . tn. e 

tn. 

2 -.-t 

De (a), (b) y (e) se mf1ere que: 

o sea: 

l:m)<Pn. 

.cos2 (yt) .dt 

sen' ( yt) . dt 

Luego: s1 el punto z=o es regular para f(z), es decir, si: 

n ,--· 

lim. VPn < 1 
n~oo 

se verificaría para todo valor real de y que . 

lim 
_n;-
n~oo 1 1 y:n 1 < 1 : 

es decir. todos los puntos p¡rop.iüs de la recta de convergencia sim­
ple de la mtegral ( 3) serían regulares para f ( z) 

Mutatis mutan.dis se prueba una conclusiÓn análoga para la m­
tegral ge-neralizada ( 6) 

Observación get;eml. Con el fin de no dilatar demasiado el de­
sarr<>llo de los cálculos, en las demostraciones de los te(}remas an· 

1 
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teriores, nos limitaremos a demostrar aquellos grupos de teoremas 
cuyas demos.tracíones· son esencialmente diferentes entre sí: pués, 
loo teoremas 1 •.) y 2•.) se prueban por un procedimiento análog<> 
así como los teoremas 3'.), 4'.), 5°) y 6'.) se prueban por un ra­
ciocinio común distinto del que corres11onde para probar el 7'.). 

( Contmuará) 
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