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Sobre las integrales determinantes ordinarias y generalizadas

POR

Carlos Biggeri (Buenos Aires)

INTRODUCCION

I Es bien sabido que: entre la teoria de las series potenciales
v la de las mtegrales determinantes ordinarias (también lamadas
integrales de Laplage - Abel) asi como entre la teoria de las series
generales de Dirichiet v la de las integrales determinantes genera.
lizadas (*) (Uamadas también integrales de Dirichlel), existen mu-
chas “‘analogias’’, pero también muchas “‘diserepancias’. He aguf
una de las numerosas ‘‘faltas de analogia’': el radio, R, de con-
vergencia de toda gserie potencial: -

m .
(D) é an.z“ '

se caleula por la férmula general de Cauchy Hadamard:

1
(2) R=

i fan

en eambio: no siempre se puede caleular la abscisa, C, de conver-

(1) No siempre una 1integral determinante gemeralizada se puede redueir
a una integral determinante ordinaria. Véase nusstro trabajo de los
‘“Anales de la Bociedad Cientifica Argentina’’, Entrega VI, tomo 122,
1936, pag. 361; ‘Singularidedes de los funciones awnalitices de R

y de vartas variables complejos independientes’’; (introduccién) .
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gencia (simple) de la integral determinante ordinaria:

o

—tz
{3) fa(t)--e . dt

o

por la férmula (correlative de la (2)):

___ logla(t) |
(4) ¢ = lim.

t—= o0 i

Lo Gnico que se puede afirmar en genercl es:

___logla(t) |
¢ =< lim .
t—= o0 t

Esta misma ‘‘falta de analogfa’’ se presenta ul pasar de la
teorfa de las series potenciales a la teorfa de las series generales de
Dirichlet. ‘

El cileulo de la abscisa, C, de eonvergencia (simple también
Namada condicional) de la integral (3) se ha logrado mediante f6r-
mulas distintas, segln el signo de dicha abscisa; por ejemplo: la fér-
mula de Landan (2) supone esencivlmente que C no es negoative.
Anslogamente, la férmula de Cahen (3) para el cdleulo de la abs-
cisa de convergencia condicional de Ia serie general de Dirichlet:

(5) Ea .e_}’n‘Z ,

supone esencialimente gue diche abscisa, €7, es positiva.

(2) Uber die Grundlagen der Theoric der Fecultatenreichen, Sibzungher, der
k, bayer. Akad, der Wissenschaft en tomo 36, pag. 215.

(3) Bur la jonction U (s) de Eelmann el sur des fomtwm cmalogues, Ax-
nales de 17 Heole Normale Supérieure, 3. série, tomo 11, 1894,
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Varios analistas han generalizado la férmula de Cahen, dando
esiones diversas para el eileule de la abseiga, C’; de convergen-

cia de la serie de Dirichlet (5); expresiones validas en todos los
easos. Véase, en efecto:

a)

b)

¢}

d)

8. Pincherle, ““Alcune spigolature nel campo delle funzioni
delermingnti’’, Atti del IV Congresso dei Matematici, Roma,
tome 2, 1908,

E. Cotton, ““Sur Uabscisse de convergende des series de Dis
richlet”’, Bulletin de la Société mathématique de France, to-
mo 45, 1917.

K. Kuopp, “Ueber dic Abszisse dér Gremzgeraden einer Di-
richletschem Reihen’’, Sitzber. Berliner. Math. Gess , 1910.
T. Kojima, ““On the convergence - abscisse of general Diri-
chlet’s series’’, TOhoku Journal, tomo 6, 1914; y: ““Note on
the convergence abscissa of Dirichlet’s series’’, ToOhoku Jour-
nal, tomo 9, 1916.

M. Fujiwara, “On the convergimee - abscisse of general Di-
richlet’s sertes’”, TOhoku Journal, tomo 6, 1914; y: ““Ueher
Konvergenzabszisse der Dirichletschen Reihe’’, Tohoka Jour-
nal, tomo 17, 1920,

£y E Lingh, ““Un nouveau théoréme dans lo théore dos séries

g)
h

1)

ma:

de Dirichlet”’, Comptes rendus de 1’Acad. des Sciences de Pa-
ris, tomo 160, 1915,

B. Malmrot, ““Sur une formule de M. Fujiwaere’’, Arkiv for
Math. Ast. och Fys. tomo 14, 1919, '

5. Kakega, ““On the convergence - abscisse of general Diric
chlet’s series”’, Tohoku Journal, tomo 11, 1916,

G. Valiron, ““Sur Uabscisse de convergence des séries de Di-
richlet”’, Bulletin de la Soeiété mathématiqgue de France, to-

mo 52, 1924,

Ahora bien, se presenta de modo natural, el siguiente proble-
oblener erpresiones generales pore el cdlcule de la abscisa de

convergencita {(simple) de fode entegral determinante, ordinario o
generalizada; o sea: resolver para las integrales determinantes el



ANO 24. N°5-6. JULIO-AGOSTO 1937
- 054 -~

problema que kis memorias a), b), ¢), d), e), £), @), h), 1), resuel-
ven para las series genérales de Dirichlet. :

Este problema es el gque resolvemos en la primera parte de esta
memoria, logrando demostrar, a tal efecto, los dos siguientes teo-
TRmMAas.

Teorema 1*). Sew lo infegral determwnante generalizode:
o0

—L(t) .2
(6) f a(t).e cdt

o]

y UHamemos C a la abscise de convergencie stmple (o condicional (*)).
Se tiene:

(7) ¢=Tlim. —--

f “&;(T) . dt
{t]

la integral de la funcidn gemeraiviz a(t) enire Wnutes tales que:
| fl=t@=t ,

mdicando con:

4 con {t] le parte enterg de t.

Teorema 2%). (%) Sean las musmas Rolociones del teorems on-
tericr.

(4) El ecahficativo de condicional (que en la teoria de lag series tiene ade-
cuada justificaciéon) podria parecer aqui, traténdose de integrales, un
tanto arbitrario. 8in embargo mno es asi, se puede establecer para las
integrales, un teorema andlogo al de Riemann, sobre las series incondi-
cionalmente convergentes. -

{5) En esta introduccidn mos limitamos a enunciar los teoremas y las prin-
cipales de sus consecuenciag, A contiumacién se expomen las demostra:
ciones detalladas.
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C, se puede colculor también por lo férmula.

t 2
o — A
log. | fam.e Mo ® .drt
L)
(8) €= Tim . — ‘
t— 0 L (L)

La abscisa de convergencia abscluta, que designaremos con C,,
de 1a infegral (6) se obtiene feemplazands en (7) o en (8) la fun-
eibn a(¢) por |af{tjl De modo gue se verifica:

t

log ] la(®m)|.dv
_ [t]
(773 C, = lim
t~» 0 t
¥ ademds. 7
t Mr)2—A(t)2
log [ |a(®)].e .de
] N 0 ‘
(8" C, = lim . ,
t—> 00 At
Haciendo en (7), (8), (T") ¥ (8"):
A(t) =

se obtienen férmulas generales para el edleulo de las abscisas, sim-
ple y absoluta, de toda integral de Laplace. Dado su interds las
enunciaremos explicitamente,

Corolarios)

1) S Uamamos C o lo abscisa de convergencia stimple de la
mtogral determingnde (ordinaria) :

oG

9 —tz
&) a{t).e .dt
.
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se zeryfica que: (%)

(9) C=1lm.

y también;

Te

-
f a(-g.) .o - . drt
(10) C =Tm .

t— o0 t

2¢y 8i Homaemos C,; a la abscise de convergencia absoluio de
la infegral detemingnie ordinarig (3), s¢ verifica que:

t
10%‘[ | a(z)|. dx
. [t]
(9°) ¢, = lim .
t—=w t
y también:
1 t"._t2
log[ |a(m)].e v
- (0]
(10) 0, = lim
t— o t

Recordemos que en toda integral determinante, ordinaria o ge-
neralizada, es siempre:

(an ¢ =0,

La designaldad {11) mos conduee a plantear la siguiente pre-
gunta: jse verificard en toda integral determinante que:

(6) Seglin (9) se puede enunciar que: s en la férmula de Landau, euyo al-
cance es restringido, se sustituye el extremo inferior (constante) por
parte entera de #, se obtiene una férmula universal para €l edleulo de C.
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— logt
0= C,—C < lim. :
t=>o0 L (t)

designaldad (en sentido amplio) aniloga a l_é, de Cahen ("), de la
teoria de las series de Dirichlet? I respuesta es megativa.

Observacién: La férmula (7} es “endloge’™ a la dada por Ko-
jima (®) para series generales de Dirichlet. Un anélisis superficial
de 1a férmula de Kojima, haria creer que la formula correspondien-
te para el edleulo de  de Ia infegral (6) seria:

t
log f a(t).dr
_ [t]
C’ = lim .
t—> o0 i(t)
o bien:
, f a{D)dr
¢V = hm
te>00 t
0 bien:
A{t)
log f a(x).dr
— [A(t)]
GV =1im .
t—e0 A ()
o bien:
I }"(t)
log \ a(thdr .
— e
C)!?J — hm , -
t— o0 t

(7)) 'Véase loe cit.
{8) Véanse las memorias d), anteg citadas.
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Pero estas cuatro fltimas férmulas son #usorias, como lo prue-
ba el siguiente ejemplo:

Tomemos en (6):

a(t)=o para o=t <1
¥y '
a(t)=1 para t>=1
¥
A(t) ==logt

Luego: la funcién f {2) que define en tal caso la integral (6) es:

1
f(z) =

z— 1
v ls abscisa, €, caleulada dwrectamente es:

C=1

Aplicando la férmale {7) sale.

et
-
log j 1.4z \ t [t
eft] log e-e
C = Hm. = Hm- =
t—00 t t
ool TH
_ Bl
=1+ lim =1.
t—w t

En cambio, aplicando las euatro férmulas anteriores:

<o ,C”g O--;C’”g(} ;C”” < 0.
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II. Otra de las tantas diferencias existentes entre la teoria de
las series potenciales y la de las integrales determinantes (diferen-
cia gque repercute notablemente en el estudio de las singularidades
de las funciones analfticas defipidas por integrales de Laplace) es
la siguiente: en todo circule tnferior al eireulo de eonvergencia de
la serie potencial (1), dicha serie converge unifoirmemente, pero en
cambio: existen integrales determinantes tales que, en {odo semipla-
o inderior a su senuplane de convergeneia simple (°), dicha inte-
gral no eonverge wniformemente.

Como es bien sabido, una diferencia andloga se presenta al pa-
sar de las series potenciales a las series generales de Dirichlet. Re-
cordemos que Bohr introdujo la nocién de ‘‘semiplano de eonwver-
geneia uniforme para las series de Dirichlet’’; véase, en efecto:

a) “Sur lo comvergence des séries de Dirwhlet”’, Comptes ren-
dus hebdomadaires de 1’Académie des Seiences de Paris, io-
me 151, 1910

b) ““Ueber dee gleichmassige Konvergenz Durichletscher Reihen’”,
J fir Math., tomo 143, 1913,

e) ““Negle Bemaerkninger om de Dirichletske Raecklers ligelige
Konvergens’, Mat, Tideskr , 1921, '

Ahora bien, siguiendo las 1deas de H. Bohr, introducimos en
la segunda parte de esta memoria, la nocién de: semiplane de con-
vergencia wntforme de la integral determinante {(6)

He aqui brevemente dicha noeidin: ‘“‘Dada la integral:

%0 — (1) =
(6) [ a(t) .e dt
J o

existe siempre una recla:
Riz) =x=(,,
tal que la mtegral (impropia) (6) eonverge umiformemente para:

x> 0y + ¢

(9) Evidentemente: toda integral determinante converge uniformemente en
todo semiplano interior a su semiplano de convergemcia absoluia.
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¥y Lo para:
x> C, —
cualguiera gue sea el nimero positive ¢
Al nmero €, lo llamaremos: abscise de convergencia unifor-

e & la Tecta:
R (z) =x:= C,

Ia, Tamaremos: recto de convergencie wniforme, y al semiplano:
R (z) > G

lo Namaremos: semiplano de convergencig uniforme.

En la segunda parte del presente trabajo, luego de probar la
existeneia de C,, demostramos log siguientes ’re(}remas respecto de
la zbscisa de convergencia uniforme.

TPeorema 3.). Supongamos.

a) () el limite superor de 1ogt’ para t — - oo, se¢ finifo, y
A(t)
SUPONGEIOS 2
_ logt
lim =l=o0
t—eo  AL)
by ademds:

dt O { rt). (1—]-8)1
_—= e
d A (t)

stendo 3 un cierto ndmere positivo
E'n tales hipétesis, se verifica que la wntegral (6) converge uni-
formemente, siempre que la funcion [ (2) definide por dicha inte

{T0) En toda integral deteyminante ordinaria esta condicidn a) asi eomo la
condicién b) se cumplen evidentemente.
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grai see regulor y finita. Es decir, st el nimere ¢ es tal, que lp fun-
cion f (2) es finsta y regular, porae:
X>c¢+¢
Y N para:
X>¢—e,
se frene gue:
C; = e. (12)
Haciendo X{1) — t, este teorema mnos da el siguiente:
Corolario; St la fumwadn f (z) defintda por la integral:

o0 —1{z

(3) [ a(t) . e Cdt
<0

es regulor y findta, para:
x> e+t e
Y RO DPATE: |
X>e—e,
la abscisa de convergencie uniforme de lu infegrol (3) es preécisa-
mente C. '

Teorema £.). Supongamos que: p (1) see une funcion deriva-
ble, mondtona creciente iy positive y supongamos ademds que la funs
cidn  A(t) sea derivable y que existo una cierta constante K posi-
tive tal queé:

drt+p (11

o< () FE—R(t+4p (1)) < (13)

dt

Designemos con:

T (tp) =T (tp()

el extremo superior de la infegral.

t+p

l f —A®).iy
a(t).e Ldz
t
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pore :

0 <p=p(t);
cuando o varioble y, (siendo: z =2 -}1y), verie enlre: — w0 y
-+ o0 )

En tales hipolesis, lo abscise, O, de convergencie wnifarme de
le wndegral delerminante generelzada (6) viene dada por lo férmaule:

log T (¢, p {t))
_02 = 111]1 ———_— (]4:)
t~>00 ()

Corolariw: Sea p {t) une funcién derivable, posttwa, mondstong
crectente y acotadn. Supongamos gue se verifique la relacidn :

_ dp (t)
0= K—p(t) <T4——m (187
dt
siehdo K una cierta constante positiva.
Designemos con:
T (t; p') =T (tJ P (t))

el extremo superior de lo integral,
t-4p

—tiy

a(®).e + .dv

para:
0o =p=< p()

cuendo lo variable y (porte imagmaria de 2) varie entre — oo ¥
=+ ez '

En tales hapdtests y nolaciones la abscisa, €, de convergencie
uniforme de la integral determinante ordinoria (3) se puede calcu-
lar por lo férmula:
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—— logT (t,p (t)) ,
C;=lm , ——————— (14)
t— o0 t

Qbservacion: En el {eorema 4°.) (y en su corolario) figura en-
tre las hipdiesis una funcién » (1) quien debe satisfacer a eiertas
aondiciones y a una desigualdad funecional, como es la (13) (o la
(13°)). Ahora bien, cabe preguntar: jexistird dicha funcién p (t) ?
La respuesta es afirmativa. En efecto; limitdndonos para breve-
dad de la exposicién, al easo de las integrales determinantes ordi-
narias, la funcién p (t) debe satisfacer, ademés de lag condicienss
cnialitativas estipuladas en el corolario anterior a las fres signien-
tes desigualdades:

{a) p{t) = o
(b) pt) =K i (KX >o)
(e) p (t)+Dp(t) >K—1

(indicande con D la derivada respecto de 1).
Trataremos de satisfacer a la inecuacién diferencial (¢). S8i
eon o indicamos un némero positive indeterminado, se verifica gue:
Dp (1) +p(t) =K—1-a.

La integral general de esta ecuseidn diferencial es:

—t
() P =K—11alB.e .

Para que p (t) sea mondtona creciente en el intervalo {0 <t<—-tow),
la constante B debe ser negativa. Se satisfacen todas las condieio-
nes tomando:

1—B—K =« a = 1
cun :

B>_—K

Por ejemplo, se puede tomar como funcién p (t) la siguiente:
1 i —
p(t)y=——— ¢
2 3
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Teovema 5°.). Supongamos que la funcién-exponente A(f) en
la infegral (6) admife. funcidn Tnverse:

t=t@).

Designemos con T (a) el extremo superior de:

ta

/ —A{D) .y
/a(r).e .dr
ty

t =1 ([a])

siendo:

ty  t(a)

cugndo y (parte imaginaria de 2} varia en el intervalo infinito:
— e <y <Fw.

Entonees, la abscisa, C,; de convergencia wniforme de la inte-
gral determinante generalizada (6) wviene dada por lo férmule:

—— log T (a)
0, =1m ., — (15)
t-> o0 o h

Coralario: Si eon T (o) indicamos el extremo superior de lo ex-
presicn.:
t
— iy
a(t).e . dr

1
cuondo y varie enire — oo y - o0, tendendo t, y {, significados and-

logos a los del teorema 5°.), se verifice que: la abscise, O, de con-
vergencig uniforme de lg integrol determinante ordinaria (3) es:
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—~— log T ()
C, = lim . ———— . {157

t— 0 o

Teorema 6°.). Supongemos que la abscise, €,, de convergencia
uniforme de lo integral determinanie generalizade (6) sea positive.
Indiguemos con:
T (1)
el exiremo supeérior de la expresion:
1
~h (1) . iy
a(t.e - dt

o

cugndo y varig en el inlervele:

—eo <<y <<+ow.
En foles hipolesis se tiene que:
— log T (1)
¢, =Im, —m8nw«—— . (16)
t—c0 A(t)

si €, no fuese positiva el teorema 6°) va no es aplicable, y 1o Grico.
que entonees podria asegurarse en generdl es que:

log T (t)

C,< hm -
t—>o0 A ()

Corolario: S la abscisa, C, de convergencie uniforme de la in-
tegral determinante ordinarie (3) es postlive, y con T (1) indico-
mos el exiremo superior de lo cxpresion :

t
—ity
a(tl.e Ldr

0
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cuondo y varia enfre — o Y - o0, se verifice:
—— logT (%)
C,=lm ., ——4———. (167)
t—ow t

Entre los teoremas 5°.) y 6°), asi como enire sus respectivos
corolarics, obsérvese que existe un vineulo ““andlege’ al que hemos
sefialado entre la férmula (9) y la férmula de Landan para el edleu-
lo de la abscisa de convergemcia stmple de la integral (3) (véase
nota, al pié de pégina, del corolario 1°); introduccién a la Ira.
parte) . ' '

Teorema T°.): Sea @(v) uno funcion real (de lo veriable real
a), derwable pare fodo o == (o), que selisfaga, ademds, o las dos
stgutentes condiciones:

dq (a)
ay (1Y Hm . .
o —> —} o0 dvo,

:+°0 H

b} que exista un cierto m?,mc_),‘ro. positive b tel gue:
d @ (a)

Im, ——— =9,
o — | oo ok da

Desupnaremos com T(E) el extremo superior de lg expresion:
1
’ e[MO]—e[A(B]—Ak). iy
a(™.e Ldt

]

cuando y varia en el infervalo infinato:

— o0 <Ly <+ .

(11) De esta condieldn se infiere que.
() ,
hm . — = 4 w (L’Hbpital) .
a— -+ w 1 '
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En tales hipétesis se tiene gue:
log T (t)
C,=lim . ——————, an
t—w —,C(t)

Corolamo, Sea ¢ (o) une funcién que safisface a lus mismas
condiciones que em el teorema T°.) . Designemas con T (1) el exitre-
mo superior de.

@) —eo(t)—rtiy
a(t) . e L dv

]

pore —w <y < - co.
Luego: la abscsa, €, de convergencia uniforme de lo integrol
detcrmanante ordinaria. (3) se puede caloular por la formulae:
—  logT(t)
C,=lm — . (17%)

t—o0 t
Por ejemplo: tomanda como fancién ¢ (a) la siguiente:

@la)==a®
v & indieamos com T, (t) el extremo superior de:

12—t iy
a(®).e .dt

0

cuando y varia en el mtervalo mnfinito: — o0 <y < + o0 ; la abs-
cisa, C,, de convergencia uniforme de la integral determinante or-
dinaria (3) es:
—— logT, (t)
L =lim. — (17
t—>c0 t
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Nétese que los teoremas 8°.), 4.), 5°.) y 7°.) dan férmulas wns-
versales para el cilenlo de la abscisa de econvergeneia uniforme,
mientras que el teorema 6°) supone esencialmente que dicha absci-
sa es positiva.

Entre las tres abseisas, C, C, y C,, de convergencia simple, abs-
solute, y umiforme de toda integral determinante {ordinaria o ge-
neralizada), existen evidentemente las relaciones:

C éozé 015

que también se enmplen, segin es bien sabido, eunire las tres absei-
sas homénimas de toda serie de Dirichlet. Fs fécil probar que en
esta ltima relacidn doble se pueden presentar efectivamente las
cuatro combinaciones posibles de signos, obteniéndose un resultado
andlogo a uno de I, Neder (%), de la teorfa de las series genera-
les de Dirichlet

Los teoremas de la segunda parte hasta agui enunciados se re-
fieren a la determinacién de la absecisa de eonvergencia uniforme.
En cambio el siguiente teorema se refiere al comportamientd de la
funeién analitica, definida por la integral determinante generaliza-
da (6) (o por la integral determinante ordinaria (3), en las proxi-
midades de su recta de eonvergeneia uniforme,

eorema 8°) . La funcidn analitica f (2) defimda por la infe-
gral determinante generclizade (6) (o por lo indegral determanan-
te ordmarws (3) ), toma en cade fejo {cuyas reclas-fronteras son
paralelas al eje vmaginerio) :

C,b—e<<R(z)=x< 0, +e

pera todo e > o, una nfimdad de veces, cualguiere valor (real of
complejo, incluso el punto del infinilo) arbitrario préfijade, con cx-
cepcidn o lo sume de un solo valor

Este teorema s andlogo a uno de Bohr de la teoria de las se-
ries generales de Dirichlet,
Il teorema 8°) recuerda al célebre pwtmer teorema de Prcurd

(12) “Ueber de Lage der Konvergenzabszisse emer Dirchletscher. Reihe
aur Beschrinkiheitsabszisse threr Swmme?’, Arkiv for Mat , Ast. och
Fys, tomo 16, 1922,
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(*%y sobre las funciones analiticas con punto singular esencial ais-
iado

Hasta aqui hemos tratado de tres elases de abscisas (la de con-
vergencia simple, la de convergencia uniforme y la de eonvergencia
absoluta) de toda integral determinante (ordinaria o generalizada).

Ahora bien, cabe introduecir otras tres abscisag caracteristicas
referentes a toda integral determinante, a saber: absuse de holo-
morfismo, abscisa de ultraconvergencia y la abscisa de ultraconver-
genicia estrecha (0 en senfido restringido) .

Es sabido, que en la teoria de las series de Dirichlet, lag absel-
gas homénimas de estas filtimas, desempefian en las investigacio-
nes modernas un papel primordial (**).

Poro el estudio de estas tres nuevas categorias de abscisas de
las integrales determinantes tiene mterés, por su fecundidad, en el
problema de las ‘‘singularidades de las funeciones analiticas defini-
das por integrales determmantes’’. Reservamos, por lo tanto, su
expogicién para otre trabajo Limitémosnos, en esta memoria, a la
itroduceién del concepto de abscisa de holomorfismo: Ias noefones
de abscisas de ultraconvergencia y de ulfraconvergencma en sentido
restringido exigirian algunos teoremas previos sobre integrales im-
prepias numérieas de variable real, .

Ante todo reccrdemos la propiedad clasiea. (*®) sobre la reed
ta de eonvergeneia condicional de una integral determinante, ptue-?
de no existir ningln punto singular de la funcidn. analitica defini~
da por dicha integral. .

Entonces la funeién analitica f (z) definida por la integral
(6), o por la integral (3), puede ser holomorfa para valores de
Z cuya parte real es menor que la abscisa de convergencia simple,

(13) ““Bur une propriété des fonctions enbitres’’, Comptes Rendns Acad Se.
Paris, tomo 88, 1879, pig. 1024; Mémowe sur les Ffonclions entis-
res’’, Annales Eeole Norm. Sup, tomo 9, 1880, pag. 145; ¥ ““Sur les
Fonetions analyliques uniformes dans le voisinage &’ un pomt singulicr
essentiel’?, Comptes Rendus Acad. Se Paris, tomo 89, 1879, pig 745
Véase: Gaston Julia, “‘Legons sur les fonctions wniformes & point sin-
gulier essenticl isolé’’, Coleccion Borel, Gamthier Villars, Paris, 1924,

(14) Véase: Vladimir Bernstein, “‘ Lecons sur les progrés vécents de lo théo-
rie des séries de Dirichlet’’, Coleccidn Borel, Gauthier - Villars, Pa-
ris, 1933

(15) Véage nuesiro trabajo antes cifado, nota al pié de pagma 351
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¢, de dicha mtegral Més atn: f (z) puede ser holomorfa para to-
de punto de z, aungue ¢ sea finito, Claro estd, que en esta conside-
racion la funein £ (2} es la prolongacién analtiea de la ‘‘suma’
de la mtegral (6), o de 1a (3), a través de la veecta de convergencia,
simple - '

Llamemes H el extremo infertor de todos los valores (reaieg)
R tales que la funeién f (z) es holomorfa en el semuplano:

R(z) >h

El nimero H s la ebscisa de holomorfismo de la integral (6}
(o de la (3)), la recta:
R(z) =4

eg la recta de holowmorfisme ¥ el semiplano:
R(z) »>H

es el semaplony de holomorfisme.

Por lg tanto. o bien la funcién analitica f (z) posee un punio
singular, por lo menos, sobre la reeta de holomorfismo, ¢ bien, exis-
ten Infimitos puntos singulares, a la izqmerda de dicha recta, que
tienen por punto de acumulacién un ecierto propio de la vecta de ho-
lomorfismo o su punto impropio.

Segin lo dicho més arriba se verifiea que:

HE0=0,=0,

Evidentemente H puede aleanzar su cota superior C. He aqui
alounos easos seneitlog en log cuales se verifica que:

H=C

(a) Cuando la funeidn generatriz a (t) es positiva

{b) Cuando la parte real de a(t) es positiva, y el afijo de a(i)
varia en un adngulo fijo, de vértice en el origen y de amplitud
menor que dos dngulos rectos.
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(¢) Cuando la parte real de a (t) es positiva, y el arg
@ (t) de la funcidn generatriz a (t) satisface a la econdicién:

log cos o (1)
i —4m8m———
60 13

{d) Cuando se verifican las dos hip(’)tesis siguientes:
iy C=q
2) el argumento @(t) de & (t) satisface a la condieién:
log |cos @ (t) |
lim
t—= o0 1

{e) Cuando se verifican las dos hipitesis siguientes.
1) C=20C,

2) el afipo de a(t) varfa en dos dngulos opuestos por el
vértice (origen de coordenadas del planoesférico repre-
sentativo de la funeidn generatriz a(t).)

(B) Cuando las abseisas de convergencia stmple y absoluta de
1a integral (6), o de la (3), son iguales y ademés la generairiz
a(t) toma valores Gmicamente reales (nulo, positivos ¥ negativos),
a partir de un valor suficientemente grande (pero fijo) de t

(g) Cuando Ia funcidn generatriz a(t) es una funcidén ancli-
tica entera de t; esto es, cuando se verifica gue:

L

T

tim |/ | D (o) ]

nsew |/ —— =0,
SR Y

El easo (g) constituye un cliisico teorema debnde a Pincherle
¥ a Doetsch. Los easos (a) y (b) eonstituyen correlativos de teo-
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remds conocidos en las series potenciales v en las series de Dirich-
let (teoremas de Vivanti- Borel - Pringsheim - Tschebychel, Die-
nes, Landau vy Fekete). En eambio log casos (e), (d), (e) v (f)
constituyen. teoremas originales.

Una condicién. suficiente, pero no neeesaria, para que la reeta
de holomorfismo de uns 1nteg'ra,1' determinante coineida con la rec-
ta. de convergeneia simple, la proporciona el siguiente teorema (cu-
ya demostracion la reservamos para otra memoria)

Teorema) . Pongamos:

0
w [ — (C-F18).0(0) A1)
An:(fg)n_ a(t) .e " e . dt
n
T
donde es:
n
}»(’E):—: (,‘17"))
.
v
n
Mo)=— . (1+a)
¥

siendo o y @ widmeros frjos reales arbitrorigmente tomados, pero ta-
les que:

a0 , ¥ Dol e<]

El nimero & es reol y arbitrario.
Con tales notaciones se tlene. es condicion suficiente (pero no
Necesurin) Pare que:

H=C,
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que cxista wn valor 8 tal que:

n

Ahora bien; si para todo valor veal de § es:

n

tim A, | <14

-0

caben dos postbilidades:

1*) H < (C, en cuyo caso el teorema no asegura nada, o bien:

2*) H=C(, en euyo caso la deémostraeién del teorema nos ase-
gura: todos los puntos propios de la recta de convergencia simple
son reguleres para T (z), pero esta funcién £ (z) posee infinitos pun-
tos sri:ngula'_r"es a la izgmerda de dicha reeta, uno de cuyos puntos de
acumulacidn, que puede ser el wnatco, es el punto impropio de tal
reeta.

Observemos, finalmente, gue la determinacién de la abscisa de
holomorfismo, en el caso general, constituye un problema eseneial-
mente mig dificil, que el cileulo de las absecisas de convergencia sim-
ple, uniforme v absoluta: “paesto que pura tal delerminacidn es
necesario congeer lg distribucidn de los puntos singulores de lo fun-
eidn f (z)"". Ademés la mayor parte de las propiedades veferentes
a la abseisa de holomerfismo de las series generales. de Dirichlet,
no son suszeptibles de extenderse correlativamente a la abscisa de
holomorfismo de las integrales determinantes

IIT Tn la tercera parte de este irabajo demostramos dos teo-
remas originales sobre los ceros de las funciones analiticas defini-
das por integrales detevminantes, ordinarias o generalizadag.

He aqui los enunciades de dichos teoremas:

Teorema 9°). Sea la funcicn enclitwe { (2) definide por la
mitegral determinante generalizada (6), (o por la integral defer-
mingnie ordinaria (3)).
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Supongamos que:
a) la funcidn generatriz o (1), a partir de un valor de ¢ (que Ula-
maremos t,) suficventemente grande pere fijo, satisface o la
condicion :

iq’(t) Arg-a(t)'|-;r<g ; (T== fjo);

b) el logaritmo de f (2) se puede escribir en lo forma:

o0

[ — p(t) .z
.1ogf(z)5k+a“b(t-).e Cdt

0

donde & es une constante veal y b (1) es una funcion 7eal no-

negative;
c) el punio:
z — (
es stngulor para F (2), pero para:
ze=— C 4 iy
Con;
yF= o

la funcicn f (2) es regular;

4} lo expresion:
fF(x) (z-—-0)=o0
estd aeotada en un semientorno o la derccho del punto:

x=C
sobre el eje real,

Ewn toles hipdtesis la funcidn [ (2) no se anule en nangin pun-
to de su recta de convergencia simple, exdepto, a lo sumo, su punio
weal '

Nétese que la primera parte de la hipdtesis e) es eonseeyencia
de la hipdtesis a), en alguno de los dos casos sigmentes:

1) la parte real de la generatriz. a (t) es positiva,
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2) Las abseisas de convergencia simple y absoluta de (6), o de
(8), son iguales.

Bl teorema 9°) es andlogo o un teorema de Landau ().

Un teorema més general que el teorema anterior, ¥ euyo co-
rrelative para las series de Dirichlet (que no enunciaremos) gene-
raliza a dicho teorema de Landau, es el siguiente.

Teoreme 10°) Sen lo funcion anclitica [ (2) defindda por la
integral determinante generalizade (6), (o por la integral determi-
nante ordinaric (3))

Supongamos :

a) todos los pundos de la recto de comvergencie stmple, distinlos
del punio real (el cual puede ser regular o singular), seon re-
gubares pore [ (2) '

b)Y la expresuin .

(x—C) . L (%)

estd acotada en un semientorne loferal o la derecha, sobre el
eje real, del pumito: '
x— (,

c) en un cierfo semientorne leleral de cade punto de la recia de
convergencia sumple, el logaritmo de § (2) se puede pomer
en Lo forma.

— u(t) z
log f(z)= 8(z)+ Jb(t) e di
o

donde lo nueve funcion gereralrz b (1) es reel nonegativg, y
8 (2) es una funcidn (complejo o real, constante nule o no) de
la variable compleja 2, {al que su parte rel esld acolada in-
feriormente en todo semientorno parelelo al eje real, de todo
punte de la recta de convergencio simple,

(16) ““Handbuch der Lehre won der Verieilung der Prumzahlen’’, Lepng,
tomo 2, 1809, '
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En tales hipdtesis: lo funcidn [ (2) no se enule en mngin pun-
10 de la recta de convergencie simple, excepto, eventualmente, en su
punto real.

I1V. El estudio sistemitice de las singularidades de las funecio-
nes analiticas definidas por integrales determinantes lo hacemos en
nuestro trabajo, anteriormente citado, de log ‘‘ Anales de la Socie-
dad Cientifiea Argentina®’, empleando, principalmente, un criterio
original ; del cual deducimos algunos teoremas nuevos y simplifiea-
ciones de teoremas conocidos

Por lo tanto en este trabajo no nos ceuparemos del problema
de las singularidades Haremos una sola excepeién eon el teorema
andlogo al de Fekete. y ello por la siguiente razon Con nuesiro
eriterio, del ceual recién hablamos, se puede demostrar breve y ele-
gantemente Un teorema para las integrales determindntes, ordina-
rias y generalizadas, que comprende como case particular al coire-
lative del tecrema de Fekete de las series de Diriehlet; pero en la
enarta parte de esta memoria demostraremos directamente, sin apo-
yarnos en nuestro eriterio, diche eorrelativo, para ver, por eompa-
raeifn, la ventaja que desde el punto de vista de la sintesis, reporta
tal criterio,

He agui el teorema

Teorema 11°). Sea la funcicn enalitwce { (2) defwnide por lo
mtegral determinonte generalizada (6) (o por lo integral defermi-
nante ordingrie (3) .

Supongemos que:

a) la parte real de lo funcion generutrez « (€Y, o pardin de un
velor de t (gue llamaremos {,) suficientemente gronde pero
fijo, me es negabive;

b) el argumento o (), de a () o partir de un valor fijo de t, so-
tisface o ta condicidn . '

ki
lo(t) | <t<— (v= fi30).
2
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En tales hapdtesis se vertfica que. el punto real de la recta de
convergencie simple es singular pare [ (2)

Enunciade en otra forma, aparentemente mas general, seria:

‘Tl punto real de la recta de eonvergencia simple de una in-
tegral determinante, es singular para la funcidn analftica definida
por dicha mtegral, si el afijo de la funcién generatriz o (#), a par-
tir de un valor de f, varia en un angulo fijo de amplitud menor
que =’

Ahora bien, si el afijo de ¢ (¢) varia en un dngulo cuya am-
phitud es igual a =, también se puede asegurar que la conelusion
del teorema 11°) gigue siendo vilida, pero entonces hay que impo-
nerle a la generatriz cierta econdicién de creeimiento (7).

Veamos que posicién ocupa el teorema 11°), en la ‘“teoria ge-
neral de las singularidades de las funciones analiticas’’. Hl teore-
ma de Vivanti-Pringsheim (*%) de las series potenciales, fué exten-
dido a las series generales de Dirichlet por Landau (%) y generali-
zado, dentro de la teorfa de las series potenciales por Dienes ().
La generalizacién de Dienes, fué extendida a las sertes de Dirichlet,
por Fekete (*4) .

Lios teoremas de Dienes y de Fekete les hemos generalizado,
tanto para las series potenciales como para las series de Diriechlet,
empleando un procedimiento general, sin basarnos en dichos teore-
mas, sino en los teoremas restringidos de Vivanti y de Landau, res-
peetivamente (22)

(17) Véase teorema 9°.} de nuestro trabajo antes citado

(18) Vivanti, Rivista di Mabematica, tomio 3, pag 112, 1883; Pringshemm,
Mathematische Annalen, tomo 44, pag. 42, 1804 {Este teorema se
suele atribuir también a Borel ¥ a Tschebysehef) ’

(19) Landau, ‘*Ueber einen Satz von Tschebysehef’’, Mathematische Anna-
len, tomo 61, 1905,

(20) Dienes, ‘‘Essal sur les smgulariés des fonetions analytiques’’, Journal
de Mathématiques, pig 344, 1909, fomo 4, 3ra. serie.

(21) TFekete, “‘Sur les séries de Darichlet’” y ‘“Sur un théoreme de M. Lan-
dau’’, Comptes Rendus hebd, de 17 Acad. des Se. de Paris, tomos 150
¥ 151 1810,

{22) Véanse nuestras memorias: ‘‘Sobre los puntos singulores de las fun-
diones analiticas’’, Revista de la Unién Matemética Argentina, Volumen
I, Ndwero 1, pag. 5, 1936 - 1937; v ‘* Swr les simgularités des fonctions
anglytigues définies par des séries potentwelles’’, Comptes Rendus heb-
domadaires de 17 Académie des Sciences de Paris, tome 244, pag 30,
1937,
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El teorema 11.°) es precisamente el ‘‘correlativo’” del de Fe-
kete, cuando se refiere a una mtegral determinante generalizada
pero cuando se refiere a una integral determinante ordinaria seria
el ““correlativo’” del de Dieites: si en los dos easos lo llamamos “‘eo-
rrelativo’” del de Fekete, es porque desde el punte de vista de las
“propiedades funcionales’ existe mAs analogia entre la “‘teoria de
las series generales de Dirichlet” v 1a “feoria de lag integrales de-
ferminantes ordinarias y generalizadas’’, que entre ésta fltima v la
““teoria de las geéries potenciales’”

Como dijimos, en la cuarta parte de esta memoria demostra-
remos directamente el teorema I1° sin apoyarnes en nuestro crite-
rio ni en log eorrelativos de los teoremas de Vivanii y de Landau,
gue enunelados explicitamente serian -

Teorema 12°). (Correlative del de Vivanti) . Sea lo funcidn
analitice f (2) definida por la integral determinante ordmaris.

0.

— 1tz
(3) [a () . dt

3

o]

Sy o partir de un valor fijo de &, la generatriz a (t) es real y
no-negatia, entonces: el punto real de la recia de convergencia sim:
ple de (3) es singular para [ (2) .

Teoremg 13°) (Correlative del de Landew). See la funcion
analiteca f (2) defimde por la mfegral determinonte generalicada:

o
r )z
(6} L/a (t) e dt

]

St a perty de un velor fryo de §, 1o é-enemt?'@_z a (1) es real y
no-negativa, entonces: el punto real de la recte de convergéncia sim-
ple de (6) es singular pare f (2)
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El tecrema 12°) es un caso particular del teorema 13°), y am-
hos son casos particulares del teorema 11°) . Por lo tanto al demos-
trar directamente este ltimo, quedardn demostrados directamente
aquéllos dos. Se podria demostrar el teprema 12°.}, asi como el teo-
rema 13.%), sigwiendo un raciocinio andlego al de Vivanti-Landau.
Sin embargo, en esta introdueceidn, nog Imitaremos a responder (apo-
vandonos en nuestre eriterio) ala siguiente pregunta (pregunta mas
expresiva que el contenido de los teoremas 12°.) y 13°). sCudl es
la razdn funcronel pars que el punto real de lo recta de convergen-
cia sumpie de la integral (3) {o de lo 6) sea singular para | (2)?
He aqui la respuesta: Si el punto real de la recta de convergencia
simple de la (3) (o de la (8)) fuera regular para f (z), entences
(siempre, bien entendido, en el supuesto case que a (t) es real ¥
no-negativa) todos los puntos de la recta de convergencia simple se-
rian tambén regulares para £ (z). O dicho en otra formia {quizds,
mis sugestiva) : Si existen puntos singulares (gue puede ser uno
solamente) sobre la reeta de convergencia simple de tina integral
determinante, cuya generatrz es real y no-negativa, uno de ellos
{que puede ser el duico) es el punto real de dicha recta, En efec-
to: sin Testringir, en absoluto, la generalidad {puesto que: la pro-
piedad de que un punto sea smmgular o regular para una determi-
nada funcién analitica, es independiente de toda transformaecién hi-
neal operada sobre la variable independiente) podemos suponer gue
la abeisa de convergencia sumple de (3} es:

Ce=o.

Ahora bien, segin el teorema 2°) de nuestra memoria antes
citada {pig 363) es condierén necesaria y suficiente para que el
punto de ordenada y, situado scbre el eje imagimario del plano z,
gue se verifique.

s
im . [y, | <1; (n = natural)

n—o
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siendo:
Zn
2e\n —1vt 5
YHE(S—D) -la(t). e LtEe L dt
n
Poniendo:
2n
2
) — ‘t
H = (_e)n  fa(t).te .egsyt 4t
3n
n
¥
2n
{2e\n [ —rt
K, = (-—-) < fa () 2, .sen yt. dt
3n
n
8¢ tlene:
(a) ’}n |2:H§—{—KE .
Pongamos aderés .
2n
2e\n _ —3t
Po=={—V". fa(®) .. ¢ dat
3n
n

En virtnd de la desigualdad de Schwartz (**) y fomando n su-
ficientemente grande pora que ¢ (f) sea positivo o nulo, se tiene:

(28) Véase, por ejemplo, Goursat, “‘Cours &° Analyse Mathémaligue’’, 5%
edicién, tomo 1, pag. 238,
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2n
2 gt
e\n 8
(b} 364 é(é;) - Pn. [a (ty .t°. e .eos® (yt) .dt
o/
1
2n
_2
2e 3
{c) K= (g)n « Pn. fa@) te _sen? (yt). dt
n.

De (a3, (b) ¥ (¢) se mfiere que:
Jr yn |2 = p?
0 sea:

lvn | < Pn.

Liuego . s1 el punto z—=o0 es regular para f{z), es deecir, si:

lim., n <1
n—>00

se verificaria para todo valor real de y que.

Tim n'/
n—en |yn|<1:

es deeir. fodes los puntos propios de la recta de convergeneia sim-
ple de la mtegral (3) serian regulares para f (z).

Mutatis mutendis se prueba una conclusiin aniloga para la m-
tegral gemeralizade (6)

Observacign general ; Con el fin de no dilatar demasiade el de-

sarrollo de los cileulos, en las demosiraciones de los teoremas sn-
; |

!
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teriores, nos limitaremos a demostrar aquellos grupos de teoremas
cuyas demostraciones son esencialmente diferentes entre si: pués,
los teoremas 1°.) y 2°.) se pruchan por un procedimiento andlogo
asi como los teoremas 3°), 4°.), 5°). vy 6°) se prueban por un ra-
cioeinio comOn distinte del que corvesponde para probar el 7°.).

{ Contmuara)






