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¡: 

1",) Vértices a desplazamientos obligados- Centros instantá
neos de rotación.-

Los pórticos a vértices desplazables pueden dividirse en dos 
grandes grupos a su vez, según que sus vértices suf1·an o no des
plazamientos obligados. 

Sea (:fig. No. 93) la estructura ADEB. 

Figura N°. 93 

Si articulamos las uniones rígidas D y El el 1mico movimien
to o desplazamiento de que es c_apaz el vértice D es una rotación al
rededor de A, pues está unido a la articulación de pié mediante la 
barra DA. En la misma forma el p¡tmto E no puede tener capaci
dad ·de movimiento smo sobre el arco de círculo de centro B. y ra
dio BE. -A estos pórticos los denominaremos a vértices a despla
zamientos obligados por oposiciól:). al representado en la :fig. N°. 94, 

.. / 
A 

' -· ,/~· 

c. 
.......-;'":------D. ', 

-~· -· e 

l 
E:. 

Figura N°. 94 
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en el cual si articulamos igualmente las unim1es rígidas B, e y D 
nos mcontramcs que el desplazamiento e-e' del vértice e no pue
de- determinarse, p¡ar cuanto es desconocida la nneva posición de 
B en B' 

Como estas rotaciones son elementales, los arcos (fig. Na 95) 
D-D': y E-E' pueden confundirse con los perpendiculares D-D' 
y E--E' a las direcciones DA y BE en D y E respectivamente. Si 
prolongamos DA y BE hasta su encuentro (fig. N•. 95) en C, se-

Figura N•. 95 

rá éste evidentemente el centro instantáneo d& roi:ación correspon

diente a la barra DE. Denominando 1\ y r 2 a los radios CD y CE 
y a1 y a2 los desplazamientos de D y E, podemos cseribir: 

cp (180) 

Siendo cp la rotación del conjunto DE alrededor de C hasta su 
nueva p;osición D1 E' C, formm·á- también DE con D' W· el ángn
lo cp tal como indica la figura arriba nombrada. ' . 

Si se conoce el desplazamiento a1 quedará, en cr.nsecuencia, de-
terminado a2 en función del primero y de las eara~tcrísticas geomé
triras de la estructura. 

Si ésta fum;a múltiple, determinado o conocido el desplaza.
miento a1 de B, puede, operándose en igual forma, para el caso de 
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estructm·as a vértices a desplazamientos obligados, conocerse la nue
va posición de los ejes de que consta. (Previa arrieulación de to
dos los vértices rígidos). Para ello, después de reemplazar los vér
tices rígidos A-B-E, etc., por articulaciones ,hallflraos los centros 
instantáneos de rotación c1-c2-c3 , etc. 

Conocidos, por ser datos del problema, los radios I'1 , r 2 , r 3, etc., 
puede hallarse en la forma indicada en la fig. N··. ~l(i, que al respec
to .es sumamente clara, las nuevas posiciones D', E', F' etc. de los 
·vértices. 

Figura N°. 96 

En lo que sigue veremos únicamente los pórticos a vértices 
con desplazamientos obligados por cuanto éstos pueden resolverse, 
como demostraremos a continuación, para el caso de piés derechos 
paralelos, con las mismas expresiones deducid1:1s y empleadas al tra
tar los pórticos con vériices fijos. 

2°.) Cargas exteriores aplicadas al dintel.

a) Caso general - Condición de continuidad. 

La deducción de las condiciones de continuidad, y de aportica
micnto doble, puede hacerse en igual forma que la e!llp~eada al tra
tar Ios pórticos a vértices fijos, sin más que tener en cuenta los án
gulos suplementarios 
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; etc. 

originados por el desplazamiento del dintel. 

Figura No. 97 

Separando del conjlmto los tramos ln y J n-
1 

en 1a forma c1ue 

indica la indica la :fig. 98, articulando los ángulos rígidos A, B y 

e, encontrando los centros instantáneos de rotación e ; e 1 de los 
n n-

dinteles AB y Be, suponiendo conocido .el desplazamiento a de A, 

se tiene 

an-1 an 
-·--= <4Jn = --
ri(n) rd(n) 

an =a (n~I). [l'~(n) ] y 
rl(n) 

rd<n+ll 
a<n+1l=an .. 

Tl(n+1l 

· . [rd(n) ] [rd<n+-Il] a(n+I) ::;=: a(n+I)' -.-- " . 
ri (n) TI (n+-1) 

(181) 

o: (182) 

(183) 
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La nueva posición del dint~l es la A'B'C' habiendo sido altera
do el valor del ángulo B. Esta variación angular puede 'determinar
se trazando por B' las paralelas a AB y a BÚ1 que permite estable
cer: 

< < 
B' = B + <pn+ <Pcn+I> 

La acción de -las cargas engendra en concordancia de B 1 las si
guientes variaciones angplares: 

A Ki ( lcn+I>) Fi(In+l) = 6 E ' I • (ln+l) 

El ángulo que primitivamente valía Bo vale ahora: 

K d ( ln ) Ki ( hn+l) B.+ <Pon>+ <P<n+l> + 6 E. -I - + 6 E. I--. . (ln) . <In+l) 

Para restituir la continuidad deben aplicarse lvs momentos ex

tremos l\fi (In) ; l\fd (In) ; Mi(ln+I> ; y Md0n+I> en tal iotma que las 
deformaciones angulares que engendran el mayor valor del B dado por 
la expresión anterior hasta el inicial B. 

Las deformaciones ang1.llares engendradas por 1\:Iitln) y Md<In> 
en B son: 
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>• 

lVIi{ln) l(n) :Nld {In) J(ln) 
'd : "d -a (In) la {In)---.-.----.--.--

6.E I 0nl 3.E I 0nl 

y las originadas por Mi (In+1l y Md0n+1l en igual lugar: 

.J\1i(In+ll 1n+l Md (ln+1l l (n+1l 
f3'i On+1l + f3"i(In+ll = - ---

3.E I {ln+1l 6.E I (ln+1l 

por cuanto todos los momentos de ae.uerdo a la conveJlción de signos 
son negativos. < 

La constancia del B estará cumplida cuando: 

<B ( ) Kd{ln) In +Ki On+Il ln+t [ Mi(Inl In +cpn+cpn+l +--.- .-- --.--
6. E l(In) 6 . E Ion+1l 6 . E l{ln) . . 

_ Md{ln) . JE_ . _ Mion+1l .. ln+1 --: Md (ln+1l :- ln+l ] =B. 
3 . E I(lnl 3. E I¡In+Il . 6 . E Ion+Il 

relacionando con respecto al al0jl0, multiplicando p,or 6 E, y reem
plazando a cp n y rp n + 1 por sus valores dados por las expresiones 
(181), se tiene: 

Mi(In). X(ln)+2. Md(!n). X(ln)+2. :~H(ln+I). x On·i-1)+11Id (ln+I). x (In.f.1)= 1 

=- [6 . E . a(~-l) + 6. E · . ~ (n) + Kd (In) . :X (lnj + Ki (ln+l). X¡In+1l] 1 
fl(n) rl(n+1l 

----------------------------------------------~ 

que es la relación de 4 momentos para cuando los apoyos del dintel 

experimentan los desplazamientos a 1 ·, a y a 1 eil la form;:i una-
n- n n-

lizada. 

a) Aporticamiento doble - La deducción de la condición de 
aporticamiento doble no presenta tampoco ningtma dificultad, pu
diéndola obtener en una forma análoga. 

Separando del resto de la estructura 1m -;omplejo formado por 
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un dintel y los dos piés derechos que le son adyacentes y articu
lando sus lmiones rígidas, se obtiene que el despla:¿amiento an-l del 
vérticf: A obliga al a del B (fig. N°. 99) mediante una rotación m n ~n 

de AB alrededor de] centro instantáneo Cn. 

b). 

1 

! 
1 9 

1 

I/ r· 
1 

Figura N o. 99 

Trazando por .A! las paralelas a h_n-IY a l n y por B' a In y 

a hn , los ángulos A y B se han transformado en : 
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< < an-1 
A'= A--J-·.cpn +-· -- (185_) 

hn-1 

< < 
B' = B--- <"Pn (186) 

Las cargas exteriores engendran las variaciones angulares si
guientes: 

Ki 1 (n} Kd In 

ai (In) --- y [3d (In} = -- · --
6.E I (In} 6.E I(In} 

Por consiguiente los ángulos A y B tienen un valor actual de: 

< < a (n-1) Ki In 
A' . - il.l (In} =A+ cpn +--·---. (187) 

h (n-1} 6.E I (In} 

< < a(n} Kd. ln 
B'- [3d<In> =B-cpn --·----. -- (188) 

h (n) 6. E I (n} 

Como consecuencia del desplazamiento a n-1 de A y de las car-
gas aplicadas · 

Para restittúrlos a sus valores iniciales, debemos ap.ljcar los mo

mentos Ms<hn-1>;, Ms <u;¡} ; lVIi On> y lVIs <hnl; con sentidos adecuados. 

Para establecer los corresPfondientes a Md On> y a l\1~ <hn>, no se 
< ' . 

presentan dificultades desde que B'-:-f3d<In> es menor que B, pero no 
< . 

pasa lo mismo con el A'-ai(ln)que puede ser may~r o menor que el 

< a(n-1) Ki ln 
B según sea rpn +-----'-.--mayor o menor que cero·. 

h<n-1} 6.E l(ln) 
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Suponiendo que los sentidos de los momentos sean los indicados 
en el croquis C, las variaciones angulares en concordancia de A son: 
en el pié derecho : 

h(n-1) 
Y (hn-1) = -----

3. E I<hn-1) 
en el dintel: 

1\'Ii(ln) ln 
' -a (In) _____ .---

3.E Ion> 

Md<In> In 

" -----a (In) 
6.E l(ln) 

y en concordancia de B : 
en el pié derecho: 

VIs (hn) hn 

Y (lm) = + ---
3.E 

en el dintel : 
I (hn) 

lVId(ln) ln 
{3' -(In)--

3.E I (In) 

}\1] (In) ln 
{3" =-. ---· (In) 

6.E I (In) 

La indeformabilidad de los. ángulos A y B se conseguirá cuando:
Angulo A:· 

A+crn+acn-1) _ Ki .~+[-1\Isom--:-1>. hn-1 _Mi·~-
hcn-1) · .6.E Ion> 3. E Iom-1) 3.E Ion> 

_ 1\tidcrn> . ~] = A 
6 . R Ion> 

(189) 
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ángulo B: 

an Kd In :Nls<hn> hn M:d<rn> In 
B-cpn ------.--+----.-----.-= 

hn 6.E Ion> 3.E \hn> 3.E IOn> 

1 
n 

=B (190) 

6.E J <m> 

de ambas se deducen las siguientes simplificando, relacionando al 

Io 
codente ~, y multiplicando por 6 E : 

lo 

ltn-1 
(19J). 6.E. cpn + 6.E--· -=Ki.x(In)+2.Ms(hn-1) .X(hn·1J+ 

hn-1 
+· 2.ñ'li<In> .x (In) +M:d<In> .x(In) 

an 
(192). -6.E. cpn -6.E.-=Kd.x(In)-2.1\fs(hn) . .x(hn) + 

hn 

recordando las (181) : 

a (n-1) a(n-1) [ 1 1 l 
6.E-.--+6.E. --= 6.E.a<n-1>. -+-- = 

1'1 h . h 
.(n) (n-1) rl(n) . (n-1) 

:-- Ki.x(ln)+ 2.lVIs(hn-1)+ 2.1\ii(ln) .x(In} +lVId(In) :--(In) (193) 

-G.E.-a-:-6.E.~=-6,E.an .¡ 1 1 
]-

rd<m> · hu · r d(In) h<~> ---:--

- Kd.x(In)-2.Ms(hn) .x(hn)+2.Md(ln)"X(In)+ lVIi(ln) .x(In) (194) 

pmliendo a an en función de an_
1

; (exp. 182) la (194) se trans
forma en la siguiente: 
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-6.E.acn-I) · 
[ 

rd(n) 1 rd\n) 1 l 
-;;:-·-r-d(_n_) +--

1
-.i-(n-)-. hn = 

=Kd.x (ln)-2. 1\'Is(lm) .X(Jm)+2 .1\id(ln) .X (In) +1\ii(In). X (In) l)95)" 

Las ( 193) y ( 195) pueden escribirse también así: 

1 1 ri(n) J 
6.E.acn-I) .--· 1+~ =I\i.x(In) +2.1\is(hn-1) .x(hn-.-1) + 

ri(n) _ (_U-1) 

+2.1\fi (ln).x(ln)+:iVId(ln) .X(hn) (196) 

1 [ rd(In)l 
-6.E.acn-I) .---. 1 = Kd.x(ln)-2.l\:If.'(lm) .x(Jm)+ 

l'i(n) h (n) 

= + 2 .l\id (ln) • X (In)+ Mi (ht) . X (In) 

la relación de ambas : 

(197) 

(198) 

la denominaremos de aporticamiento doble, pues en ella se encuen
tra expresada (al igual que la del No. 83) la condición de rigidez 
de los ángulos A y B . 

b) Casos de_piés derechos verticales -pórticos simples o múl
tiples - condiciones de continuidad y aporticamiento doble sim
plificadas . 

Las expresiones (184) y 198) que ·respectivamente representan 
las condiciones de continuidad y aporticamiento doble permiten re
solYer todos los p1roblemas que puedan presentarse para los casos en 
que los piés derechos son paralelos, con tocla sencillez. La (198) 
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sOa, en cambio, permite la resolución de cualquier pórtico simple 
con o sin la restricción antedicha. 

· Para el caso en que los piés derechos sean paralelos las (184) 
y (198) admiten simplificaciones notables. 

En este caso los centros instantáneos de rotación se !Iesplazan 
todos al plmto impropio de esa dirección, con lo que el movimiento 
del dintel se transforma en lma traslación. Para este caso y más 
p¡r.ecisamente para cuando los piés derechos son verticales, las fór
mulas arriba mencionadas se transforman en las sig1.úentes: 

a) Condición de continlúdad: 

como ri(n) = ri <n+I> = oo la (184) se transforma en la: 

Mi (In). x(Inl +2 .:Md(Inl .x(Inl+2 .:M:iOn+tJ .xiln i-1l+:Md(ln l-1J .xOn+1J = 

= - [Kd(lnJ · x(Inl + Ki{ln+tl · x(In+l) j 

idrntica a la ecuación de cuatro momentos o condici(m de continui
dad tratada en el caso de pórticos a vértices fijos. 

b) Condición de aporticamiento doble: Como: 

an= an-1= an+1 = ...... a 

y ri(n) = rd(n) = r i(n+l) =etc. oo 

la•3 (193), y (194) se simplifican: 

6.E.a. [h 
1 

] =Kd.x(ln¡+2.lÚsom-1J·X(hn-1) + 
(n 

1
) +2 .lVIicin) .X(In) +nfd(In) · X(ln) 

(200) 

- 6.E.a. [-
1
--] =Kd.xon> -2.lVIsom> .X(Iml + · 

h(n) . '+2 l\'rd 1 l\lf'" . .l''L (In) .X (ln)-r '.Ll(In) .X(In) 

(201) 
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y la (198) se reduce a: 
. 

b (n) Ki(ln),X(ln)+2.:Msom-l)•X(hn-1) +2.MÍ(ln)•X(ln)+ Md(In)•X(ln) 

h (n-1) Kd(ln) .X (ln)-2.MS(Im) .X(hn) + 2.Md(ln) -X(In) +Mi (ln)•X(ln) 

'------------------------'-' (202) 

qnt: a su vez, para el caso en que h1 = h2 ••••• hn = h se trans

torma en la (83) ya analizada al tratar las estructmas a vértices 

:fijos. 

e) Aplicaciones a sistemas más corrientes- Ejemplos. 
- . 

Como veremos enseguida no tenemos necesidad de recurrir 
a las expresiones (200) y (201) aún para el caso en que la estruc
tura en estudio termine en semipóticos. 

Debemos tener presente que adoptando como )ncógnitas los 
momentos extremos en la forma que lo hacemos, el total de ellas 
puede resultar igual o mayor que el número que mide su indeter
minaci<)n hiperestática. De aquí se deduce qne dentro del número 
de ecuaciones que las ligan están implícita o Pxpllcitamente incluí
das simples relaciones estáticas. 

En el caso presente, v. gr. : el equilibl'io del conjunto para 
cuando los piés derechos son verticales exige que : 

.l:H=O 

---
¡¡ e 6 DI 1 

1 
1 

f 
G 

H· 
Figura N•. 100 
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.Así, para la resolución del caso presentado en la fig. N'. 100, 
se tiene que el número de momentos extremos incógnitos es 8 y 

el d0 ecuaciones que las ligan: 

r) Condiciones de continuidad en B y C <) eXJJ\ . ... 

2(') De aporticamiento doble en los recorridos EA, BF, 
FBCG y GCDH 

.-. 
t) 

" 
3'') Eq1.Ulibrios nudos ByC 2 

" 
40) 2: H. O 1 

" 
TOTAL 8 exp. 

númPro igual al anterior, siendo el problema, por lo tanto, soluble 
en la forma planteada. 

1 
E 

B"' 7C 
4 ---- 9. 

S 8 

1 
1 
1 

F 6. 

Figura N°. 101 

H 

Para el caso representado en la fig. No. 101, que tiene cuatro 
momentos extremos incógnitos más que el an~ erior; puede hacerse 
extensiva la condición de continuidad a los puntos A y D, y escri 
birse también para ellos las condiciones de .:E H = O, con lo que 
el número de ecuaciones que las ligan serán también dos. 

El desplazamiento del dintel "a" conocidos los momentos extre
mos nw3den determinarse mediante cualquiera de las (200) y (201). 

En los ejemplos que siguen puede observarse la sencillez del 
procedimiento expuesto para la resolución de caso~ concretos. 

Rev. U ni ver. Año XXIV- 3-4 13 
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Ejercicio N". 19. - Pórtico isostático representado en la :fig. 
N•. 102 sometido a una carga vertical cualquiera. 

Figura N•. 102 

La condición 2: H = O . 

desde que en B no puede existir empuje da : 

H=O 
con lo que tampoco puede existir momentos en el pié derecho y en 
consecuencia en B. El diagrama de momentos en el dintel se redu
ce al correspondiente al sistema isostátieo .AB. Ei desp~aza~iento 
"a" del dintel es (200) : 

de donde: 

1 
6 . E . a . - = Ki . X(ln) 

h 

Ki .l 
a_:_--.h 

6.E.I 
(208) 
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Ejercicio N•. 20. - Pórtico bicarticulado con dc:s p~és derechos 

de diferentes alturas pero verticales. 

La ..1: H = O da: 

H izquierda = H derecha 

o sea que: 

:M: s(nh-1) 

h(n-1) 

de donde: 

]\!f s(hn) 

hn 

l\'l:s(hn-1) = -l\fs(hn) 

Como: 

resulta: 
Figura No. 103 

h (n-1) D(n-1) 

Ms(Jm-1) = :M:i(ln) = Md(Jn) · ---=-l\fs(hn-1) · 

hn .!ln 

si: 

(204) 

hn 
--=m 
h(n-1) 

I (In) h (n-1) 

x1=--.---

J (In) h n 

y x2·=--.--
ln I(Jm-J) ln I(hn) 

la condición de aporticamiento doble (202) se transforma en la si

guiente e~:presión previas las trimsformaciones necesarias. 

m. Kd(ln) -2. m .lVIs(hn) . x2+2. m .l\id (In) +19-. :lVIi Un) + 
+Ki+2.lVIs(hn-l) .x;+2.l\fj(~)+l'lid0n) =O. 

teniendo en cuenta la (204) : 
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-[Ki<m/+- rr.Ka<Inlr = MjOnl. [2. (x1+1) +m]+ 
+ :J\id<Inl. [2.m. (x2+1) + 1] 

·de la que: 

KiOnl +m. Kd<Inl 
nii<In> =---------------- (205) 

Conocido Mi (In) los demás v-alores se _determinan mediante la· (204) 

El desplazamiento de ''a'' del dintel se calcula mediante el 
empleo de cualquiera de las expresiones (201) o (202) : 

6. E. a 
-----=Ki(In) +2.lVIs(lm-1) .x1+2.11Ii (In) +Md(In) =-= 

h(n-1) .x(ln) 
= Ki(ln) +2.1\'Is(hn-1) .x1+2.Mi(ln) +Mi(In) .m. 

tenirndo presente la (204) : 

6.E .IOn> 

h (n-1) .J n 

reemplazando lVIs(hn-1) por su v-alor dado por la (205), se tiena 

ya que lVIs (hn-1) = Mi (ln) : 

6. E. I(ln) [Ki(In)+Kd(ln) .m] . (2. (x1+1)+mJ 
-----. a =Ki_(Inl---------------

h<n-1) . In P + m . R 

en la que 
P = (2. (x1+1) +mJ 

y R = (2 . m . (x2+1) + 1] 

después de una serie de transformaciones : 

a=. ~~-1. __2. [m. (R.Ki (Inl-m.Kd<In¡) l (206) 

6 . E Ion> P + m . R . 
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Ejercicio No. 21 - Para el caso de forma simétrica per'o car
ga asimétr1éa, las :fórmulas anteriores se simplifican, pues: 

Figura 
N9. 104 

y entonces: 

m=1 

P=2.x+3 

R=2.x+3 

Lueg.) J.as expresiones (205) y (206) se simplifican, tr¡¡,ru>
formándose en la::: siguientes: 

y 

Ki+Kd 

:MI (In¡ = MdCin> = ------
2 (2x+ 3) .1 

iL :-= --.--. (Ki-Kd]. 
12 E I .. (In) 

(207) 

(208) 

Si el sistema de carga se transforma en mra fuerza concen
trada P, qne actúe a distancia m y n ele Jos extremos izq1úerclo~ 
y derecho del dintel: 

¡--m-f- ni-
j : . 

i 
1 

·L;n~ 
'Pm.n 
-L-

Figlira N9. 105 

P.m.n . 1 P .ni.n 
Snp. mom: ,----- . ....,... =----

1 2 2 

y la (208) permite establecer que: 

n-m h p 

a= ·····--·.-. . m.n 
3 l 4.E.I en 

(209). 
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Esta eApreswn indica que si la fuerza actúa en la mitad iz
quierda de la viga; el desplazamiento de a, es p.ositivo, es decir, 
de izquierda a. derecha, pues en este caso n>m. Si m>n, es decir, 
si la fuerza actúu sobre la mitad derecha de1 dintel, el desplaza
miento es bacía b izquierda a causa de que el valor de "a·' dado 
por la (203) cambia de signo . 

. PueJe jnvesti.garse la posición de P que dé el máximo va~oc a. 
Como n = l- 111, la anterior puede escribirse así: 

' 

h p 

a=--.--. (l-m) (1-2m). m 
12.1 E.I2 

.Ó: 

p h 
a=----

12.E.I2 l 

Si· a es máximo : 

da p h 
--=o=---- (P-3.l.m + 6.m2

) 

!lm 12.E.I2 1 

de donde: 

(210) 

que resuelto da: 

l [ /~ .m=-. 1 +]/-
2 1 '3 

m ~ 0.789 
de dende: ~- = . 

i 0.211 

m m 
La ecuación (210) muestra que a es cero pa.ra: - = O,..__,.= l. 

l 1 
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M m 
y - = O ñO y el resultado ·último ·que es máximo para - = 0,789 
. 1 1 

. m 
y 0,211. Si la posición de la fuerza corresponde a - = 0,211 el 

1 
desplazamjento es hacia la derecha (positivo) y hacia la izqn~e,·da 
para m¡'l =-= 0,'189. El gráfico correspondiente lo indica la ~i.:;-nra 

núm. 106. 
Por ·aumento de Ih hasta valor infinito o disminución de h 

hasta cero, 110 puede llegarse (salvo en el caso ele simetrías de car
ga y ·forwa) por degeneración ele la estructura a la vig2, empo
trada, precisamente a causa del desplazamiento de "a" qu.e ha 
obligado a ambos pies derechos a girar alrededor ele las arLicula-

ciones ele apoyo 1m ángulo 

pvinl,it~va. 

a 

h 
contado a. partir de su posición 

Por co..1siguiente las tangentes extremas a la elástica de d~
formación del dintel no quedan horizontales sino que fol'H:an, ". 
gr.: a izquierda un ángulo ((J (fig. 103) con esa dirección. 

Ejemplo N~. 22. -- Sea el 
pó1tico representado en la fi
g·ura 107, cuyo primer tra· 
mo se encuentra sometido a 

· la. acción de una carga cual· 
quiera. 

Figura N°. 107 
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La eondíción : 

.2'H=0 

ya que no hay otras cargas que no sean verticales, y que las reac
ciones en .A. y B no puedan tener componentes horizontale-::, per
mite deducir que: 

H=O 

Esta conclusión implica la no existencia de momentoc; !lec
tores en el pié derecho, luego: 

Ms(hn) =O 

Entonce& la : 

.2'H=O 
aplicada al nudo e da: 

Md (In_ 1 > = Mi (In) = M 

La condición de continuidad se transforma simplificándose: 

2.1\I.x(ln-1) + 2 -M.x(ln) =- Kd(ln-1) .x(n-1) 

Si denomüimnos: 

Ih Ih 
xl=--.-- y x2=-----

h h I (I,> 

la anterior permite deducir M: 

1\1. 
2 

(21!) 

El desplazamiento "a" del dintel podremos determin<:.ri( con 
curilquiei'~l de las expresiones 196 y 197. 
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Si emplearp.os la primera: (n = 2) 

6. E. a 
---- + 2 . M . x 2 = - -----

h 
de donde: 

Kd x 1 • x2 

1.=--. h. (212). 

6.E X 1 +x2 

que indica que el desplazamiento cualquiera sea la carga apli
cada al p_,·illl.er tiamo, .es de sentido derecha-izquierda. 

Si el pié derecho no existiera, sería : 

Ih =O 
con lo que: 

La expresión 212 da para este caso : 

a=O 

resultado r1ue couesponde, evidentemente, a la viga. contín•;a 

Ejemplo N°. 23. -La condición 2: Ph = O dá: 

Hi = Hd= H 

por consi ~·ni ente, si los dos piEs derechos son de igual al':ur ... , es 
decir, si h1 = h 0, debe tenerse : 

1\fs(ho) = Ms(ll,) (en valor absoluto) 

quedando 1·edueidos los momentos extremos incógnitos a le ;; tres 
siglúentes : 

Mi O,) = l\'Is(ho) ·=-Ms (11,) 

.Mcl (1,) 

y 1\-Ii(l,l 
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J;a condición 'de nudo da: 

-- lVId<J,l = -l\fs<h,l -1\fi CI,l 

Figura N•. 108 

La d,-~ aporticamiento doble para el recorrido h0 ; 11 ; h1 : 

3.1\Ii(I,l . x<J,l +ó.Md(l,l .x(l,l+2.Ms(ho).:x(ho)-2.Ms(h,l .x(h,l = 

= - [Kd (!,) + Kd (1,)] • X (1,) 

La de continuidad del dintel en C: 

lVIi 0, 1 • x<J,l + 2. Md (l,l . x CJ,l + 2. Mi (l,l . x (l,l =-Kd (1,) • x<J,l 

si hacemo•: 
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. x(hl) x. O,l 
x1 =--- y x2 =--.-

x (I,l x0 ,l 

las anterio~·es se transforman en : 

lVIiO,l . [3 -;- 2.x + 2.x1] + 3.:M:d(l,) =- [Kcl\l,l + Ki(l) (211) 

1\'Ii<I.>+').Hd<t,l+2.Mi0,> .x2=-- [Kd 0,~] (215) 

las ecuacir nes (213), (214) y (215), forman lm sistema •1nr· re
suelve el problema: 

y 

Si designamos, por a~reviar: 

+ 1\'Ii (lnl = + 1\'Is(hol =:NI = - 1\'Is(II,l 

l\:Id(ln) = :M:1 

lVIi (Jn+ll = l\f2 

las anteri01 es se transforman en: 

M1 = l\I+M2 

M+2.:M1 +2.1\'I2.x2 = -Kd 

(213 bi~) 

(214 bis) 

J.M + 3.1\11 + l\f.x + 2.M.x1 = -Ki-Kd (21!1 biE) 

Eliminando lVI1 entre la (213 bis) y (214 bis) y despejando :M: 

- Kd- 2.lVI2. (1+x2) 
l\1 = -------- (216) 

3 

Procediendo en igual forma entre las (213 bis) y (215 bis) : 

- (j -3.1\'[2 
l\'1 = ------ (217) 

(6 + 2. Cx+x1) 

Eliminando 1\'I entre las (216) y (217) : 

3. CKi+Kd) -2Ki (3+x+x1) 
1\~~------------------

S 
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denominando: 

S= 3+12.x2+4.x+4.x.x2+4.x1 .x2+4.x1 (218) 

si entre las (213 bis) y (214 bis) eliminamos M2 queda: 

-Kd-2.M1 • (1+x2 ) 

1\f==-------------------- (218 bis) 

se obtiene: 

M = ------------ (219) 

J_¡as (218 bis) y (219) permiten deducir 1\f 

-- cr . (2.x2 --1) -Kd. (3-. 2.x + 2.x1 ) (21!:l bis) 
.M2= 

S 

Mediante la ( 213) es fácil obtener el valor de M : 

--2. cr. (x2+1) +3.Kd 
lVI = ------------

S 
(:22(!) 

El desplazamiento puede calcularse, conocidos M, M1 y l\1:2 

con la exp··· sión 196. en la forma conocida. 

d) Pórticos simples, bi-articulados, con vértices a desplaza
mientos colgados, de forma cualquiera: - Ejemplos. 

La expresión (198) permite, con facilidad, resolver cualquier 
problema de esta índole. Como ejemplo, clacla la similitud de ·las 
soluciones, veren:.os únicamente el siguiente, que servirá de gtúa 
para otros análogos. 

Ejemplo N°. 24-- Sea el caso que representa la figura N" lü~l. 
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hn-1 
riln)=--· .ln 

a 

h 
n 

rd<nl =- .. In 
a 

Figura 

N9. 109 
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Por eor siguimte, el primer miembro de la expresión (198) 
vale: 

a b n-1 
-------- = -1 

h l 
n n 

1+--.-
a h 

n 

Como: Ms<hn> =- JHd<Jn> y 

La (JGS) se transforma en la siguiente: 

lVIi(ln). [~ x(ln)+ 2.x(lm-l)l + :iYid{ln). [3.x(ln)+2.x(hn)] =-=-

denominando : 

x<hn:---1> 

x<n 
la anterior se reduce a: 

y 

De la condición 2: H = O 

resulta: Hi--:- Hd =O 

·Además: 

X (lm) 
x2=---

(221). 

(222). 

(224) 

(221). 

:iYls (hn) = -lVId (ln) = H. h 

Como: 

Vi. (a+ln) =R.n 
R.n 

Vi=--
(a+J.n) 
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R.n 
Vd. (a+ln=R. (m+a) Vd=R---

La (22fi) se transforma en: 

:M:i (In) = [--R_._n_]· a - Hh 
a+ln 

-J\id<In> = H . h 

valo1·es que reemplazados en la (223) dan: 

a-j-ln 

(22!i;. 

í[~ ~:]-a-H.h }(3 2.x,) -H.h. (3 + 2.x,) =- [Ki-f- Kd] 

Si denominamos : 

3 + 2x1 = cp1 

y 3 + 2x2 = cp2 

la anterior se simplifica: 

R n 

--. z.. cp 1 -H.h.cp 1 -H.h. cp 2 =- [Ki+Kd] 
a ·:-In 

ele la que tnaln1ente : 

R.n. a. cp1 

[Ki + Kd] + ----
R = ----------

(227) 

determinánt1 ose Mi (In) y 
calculado H. 

l\id(ln)' mediante las (226), nna vez 
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El diag1·am.a ú m.om.entos se ha dibujado en el croqLL!3 b) 
de la :figura N°. 109. 

Es fá·.::il detum.inar los desplazam.ientos a 
1 

y a . J:::.,to lo n- n 

harem.os con cualesquiera de las expresiones (200) a (201). 

Em.pleando la prim.era de las nom.bradas: 

teniendo en cuenta las (222) y (226), después de lma serie de trans
form.acion :.:: 

6.E.a(n·1). [ a +-1-]=6.E. a(n-1) -[1+~-]= 
h(n-1) ln h(n-1) h(n-1) ln 

2.R.n 
=Ki+---. a (1+x1 )-H.h. (3+2·.x1 ) 

teniendo en cueuta el valor de H dado por la (227) se llega :fi_ 
nalmente r. · 

R.n.a 
Ki. <r 2 -Kd. <r1 + .[3+4.x1 +4.x2 • (1+x1 )' 

(a+ln) 
-------------------------------------------------

h(n-1) 

a idéntico result:::do puede llegarse partiendo de la (201). 

Conociio an-l , puede determ.inarse . a , para lo cual tendre
m.os en cuenta la (182) : 
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hn 

3 n-1· --

h(n-1) 

Tja deformación de la estructura está representada en eJ cro
quis e) de la fig. N°. 109. 

En forma análoga pueden calcularse. las estructuras .repre
sentadas en las figuras N°. 110 y N". 111. 

Figura No. 110 Figura N•. 111 

Resoluc)ón de otros ejemplos -:- A medida que la estructura. 
es más com:W.eja, amnenta el número de mqmentos extremos in
cógnitos y. por eonsiguiente, la dificultad de su cálculo, perdien
do el método pa1.1Jatinamente su comodidad y rapidez, siendo pre
ferible para estos casos emplear métodos gráficos. 

3°. - Carf;a.s exteriores aplicables a los piés derechos 

a) Caso general - Condiciones de aporticamiento d,;ble y 
de continuidad. 

Supontlremo¡, las cargas de dirección izquierda-derec 1a., de
biéndose eh caso contrario invertir el signo a los términos de car
ga en las respecLivas ecuaciones. Las hipótesis y el proceclimien
to analizarl•) en el caso de cargas aplicadas contra las vigas de 
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dintel, son comunes al que ahora tratamos, ele tal manera LJUe 
las deducciones ele las expresiones que correspondan a las condi
ciones ele (·ontinuiclad y ele aporticamiento doble, no presentan 
ya ninguna dificultad. 

Primer~tmente deduciremos. las fórmulas generales pa·ra el ca
so en qu::J los piés derechos y dinteles tengan direcciones cuales
qJ.úera, y como hicimos en el capítulo anterior,_ luego las simpli
ficadas para cuando los piés derechos son verticales. 

Caso general - Condición de continuidad. - Es la :leduci
da en el capítulo anterior, dando valor cero a los términos ele 
carga:, 

Mi(ln) • X(In) + 2.Mcl(ln) • X(!n) + 2.1\H (ln+ll • X (ln+l) + 

+ l\riclon+l> • X(ln+l) =-e. E. [-a.n_-_l - -. _an=--] 
l'l(n) l'l(n+ll 

Condiciones de aporticamiento doble. - Separaremos como 
en e] caso de cargas aplicadas contra el dintel, un con~únto for
mado por 'm dintel y dos piés derechos que le sean adyacentes. 
Artim1lando sus uniones rígidas, y suponiendo el conjlmto des
plazado a su posición definitiva, tendremos que los ángulos m
ternos de valores iniciales A y B, tendrán otros actuales de: 

< < an·l 

A'= A+ crn +--
hn-1 

< < a 
n 

B' =B- cr ----
n 

h 
n 

I~as C<:.rgas aplicadas a ambos pieS _derechos, deformarán a 
és!:os originando en concordancia de sus extremos las sigUientes 
variaciones angn1i:1res: 
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- p~é derecho hn_
1

: 

parte superior: 

Y (lm-1)-

h _n-1 

6 . E I<hn-1 ) 

parte inferior : 
Ki 

(hn-1) h_n-1 

B 'Jm-1) = ----
6. E 

·1·é derecho h : 
- n 

parte superior : 

Kd(hn) h 
n 

Y(lm)=----

6. E I<hn> 
parte inferior : 

8(hn) = .----

Figlll'a N•. 112 
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Si suponemos que y (lm-1) , y y (lm)seari menores que a(n-1) -~ 

h(n-t) y que a (n} -7- h(n} , respectivamente, los momentos extremos 

incógnitos: l\fs(hn-1); :Ms (hn); Mi(In) y :MJ<In> tienen los se.ltidos 

siglúentes · lVIs (hn); :Ms<hn-l) y Mi <In> , positivos; y Md <In> nega
tivo. 

Las deformaciones angulares que se originan son: 

a) En C)ncordancia de los piés derechos: 

1 o.) e~ el extremo superior de hn_1 

l\'Is(lm-1) hn-1 
y' (hn-1) = + ----

3 . E I<hn-1> 

2°. en el extremo superior de h : 
n 

Ms (hn) hn 
y' l(hn) = + ----

3. E I<hn> 

b) En el dintel : 

Mi<In> In 
originado por Mi<In> : a' {In) -= + --- · --

3 . E I<In> 
extremo izquierdo 

idem por lVId (In) 
, 

a (In) 

6 . E I<In> 

orig·inado por Md<In>,8' (In) 
3. E J(ln) 

extremo derecho: 

Mi.<In) ln 
· dem por l\'Ij (In) [3, - + (ln) - --- • --

6 . E T<In> 
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Cuando esto& momentos, Mi(ln) , Md(In) , etc., teng~;u simul

táneamente valores tales que los. ángulos A y B después ele todo 

este proce;;:o adquieran sus medidas iniciales, el problema estará 

resuelto y darán; por consiglúente, su solución. 

Para ello es necesario que: 

< < a (n-1) 
A) : A -1- ---+ cpn- Y(Im--1)- y' (lm-1)- a' (ln) + 

hn 

< 
+a" =A .. (ln) 

< < a<n-1) < 
B): B ------ cpn -1- Yom> -1- y' (hn) -1- f3'_<In>- f3" <In>=· B · 

hn 

Reeruplazanr~o valores ya hallados anteriormente, de la pri-

a(n-1) a(n-1) Kd(hn-1) h(n-1) Ms(hn-1) b(n-1) 
.. --+ .-+ 

h(n-1) ri(n) 6. E I <hn-1) 3. E I(nh-1) 

1\rlj(ln) l (In) lVId(ln) ln 
+-- .. ---j---.--

3 . E IOn> 6 . E . I <In> 

de la que 

6.E.a(n-1). [--1-+;] = Kd(hn-1) .x (hn-1) + 
h (n-1) l"l(n) 

(230) 
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operandO' 'Ni forma análoga, ele la segunda : 

6.E.a •. [ 
1 

+ rd~•l ]~ Kd,,.,.x,,.,+2.Ms, ... ,.x'""'

- 2. :l\Id Onl . x0 nl - :Wii<Inl. x<Inl 

relacionando a ambas. 

(231) 

a (n-1) • [1 + h <.n 1)]. 

h (n-1) ri(n) Kdom-l)·X(hn-1)+2.llís¡hn-1)·X(hn-1)+2.l\íi(In) .X (Inj + llldonl .X(l! 

. [1 + ~] 
rdn 

que expresa la condición que hemos denominado aportica:miento 
clob~e. 

El ca culo ele los desplazamientos an-l y an puede clete~minar

se mecliaate las (230) o (231), conocidos previamente los mo

mentos extremo·~ incógnitos. 

b) Casos de piés derechos verticales - Idem simplificados. -
En este t"uso, el centro instantáneo corresponclientJ a la vi."J;'l. llin
tel 1 n, se traslada al pmlto impropio ele la dirección com(u·, de 
los piés derechos, con lo cual aquel sufre en realidad una trasla
ción, quedando : 

ri (n) = rd (n) co 

recluciémt1JSe la (232) a la siguiente: 

(282) 

---=----------------------------------

h(n-1) - Kd(Im) .:X:(im)- 2.J\1Is(lm) .X (!m)+ 2. Mcl(In) .x (In) -f- :.Mi (In) .X (In) 
(23~ 

La eondición ele contimúclacl se reduce a: 
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· ..lde1"1ás quedan subsistentes: 

para cada nudo : .I M O 

y la condición de equilibrio estático : 

2: Ph =O 

Ejercjr-io N°. 25. - Pórtico isostático, representado en la fi
gura No. lj 3, sometido a carga horizontal aplicada contra el pié 
derecho. 

Va. 
f~=F-----~c 

Figura No. 113 

2: Ph =O 
desde que elJ C 110 puede haber reacción COn COmponente Ütll'1ZOn
ta} dá 

El mCJ.tlento en B, es: 

M = H.h-R.n = R (m+ n)-R.n·== R. m 

lVI=R.m 
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La raac-ción vertical en C: 

M R.m 
V=-_--

1 l 

Para calcular el desplazamiento "a", emplazaremos la expre
sión (230) teniendo en cuenta que: 

r en> = co ; Md0 n> = O y que Ms(hn-1 ) = Mi(ln) = l'i[ 

a (n-1) 

6.E. --- = Kd(hn-1) .X (hn-1) + 2 .M. [x(hn-1) + X\1) J 
h(n-1) 

Si hac¡:.mos: 

queda: 

de ]a que: 

x=----

6.E an 

--.-- = Kd(hl .x+2.iYI. (x+1) 

x(ln) h 

Kd. x + 2.lVI. (x + 1) 
a= . x(Inl .h 

6. E 
o finalmente: 

Kd. x + 2.R.m. (x + 1) 
a = ------------ . h. x en 

6. E 

\237). 

Ejercicio N°. 36. - Pórtico bi-articulado con dintel hori
zontal y piés derechos de igual altura y difernte'3 momentos de 
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inercia. Como la carga está aplicada contra el pié derecho hn 

únicamente y con sentido derecha-izquierda, debemos al emplear 

la xpresión (233) anular Ki{hn--1 ) y cambiar el signo a ill{hn). 

Proceélimdo como se deja indicado : 

2.Ms(hn-1) .x {hn-l) + 2.Mi{Jn). x0 nl +::M:d(ln) .x(In) 
-1 = --'---------------------

+K d (hn) .x (hn)- 2. Ms (hn)'X(hn) + 2. Md(ln) .X (In)+ l\'[i(ln) .x(lri) 

r 

~--·-·-·· 
Figura N•. 114 

si hacemoa 

x<!Jn-1) 
,. - -
...<'\.~----

X (In) 

y teniend') en cuenta que: 

l\{1 = l\fs (hn-1) = Mi{ln) y 

la auterÍOl' se transforma en: 

y 

2 • :lYI2x1 + 2 .lVI1 + l\f2 

x(hn) 

xt=---

-1 ---------------

de ]a que: 

-Kd. X 2 =M1 • (3+2.x1 ) +M2 • (3+2.x2 ) 

de la condición 
se deduce: 

.2;' Ph = O 
R = Hi + Hd 

(238) 
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de donde: Hd = R-Hi (239) 

por consiguiente: d 

lVl2 = :NI<hnl = Hd.h-R.n= (R-Hi) .h-·R.n. 

O: 

y: 
M2 = R.m-Hi.h . l 
l\f1 = :M:<hn--:1 l =-H1.h 

(240). 

Reemplazando estos valores en la (238) : 

-Kd.x2 = (R.m-Hi.h). (3 + 2.x2 ) -Hi.h. (3 + 2.x1 ) 

de la que fmalmente : 

Hi = --""----------- (241) 

Ejemplo N°. 27. - Si se tratara de resolver el mismo pl·oble
ma anterio..:, pero con: 

I(n-1) 

se tendría : 

- I . 
(lm) 

con lo quG la . (241) se reduce a: 

Kd. x R.m 

Hi= +--
2.h. (3+2.x) 2.h 

quedando subsistentes las (239) y (240). 
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El desplazamiento "a" clel dintel lo determinaremos con la 
(230): 

a(n-1) 

6.E. --.-.- = 2.lVI1 .X(hn-1 ) + 2.l\f1 .X (In)+ l\'12 .X(ln) 

h(n-1) 

clivjdienclo por x(ln)Y teniendo en cuenta la (242) tenemos, final
mente: 

- a(n-1 ) = [R.m. (1 + 2.x) + Kcl.x] 
h(n-1) • X {1) 

12.E 
(2-13) 

Ejemplo N°. 28. - Pórtico simple bi-articulaclo con dintel 
inc}jnaclo y piés derechos ele cli:ferentes alturas con sus extremos 
articulados, situados también a niveles diferentes (fig. 115 j . 

~ ... ________..-\ r-::....-=-=-- , T 
..-~+--R 1/ 

lhll 

Ha. 

Figura No. 115 

En este caso, como en los anteriores: 

;E Ph =O 

ele donde : Hi + Hd =- R 

que conduce a: Hi = R - Hcl (245). 
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Además: 

Ml=Ms<hn-1>= (R-Hd). (m+n)-;;-R .. n= (246) 

-M2 = Ms0 m> = Hd.hn l 
- R.m-Rd.h(n-1) 

La condición de aporticamiento doble (233) permite estable
cer que: 

Kd.h(n-1) .X (hn-1)+2.lVI1 .X (Im-1) +2.M1 .x(ln) +IVI2 .x(ln) 
-S=-~----------------------

2.M2 .X(lm)+2.M2 .X(ln)+ .. 11 •. (In) 

en la que 

S-

hn-1 

Si dividimos por x (In) y denominamos 

x(hn-1) 
X-¡----. 

. ~ (1n) 

y hacemus, por abreviar : 

la (247) se transforma en: 

y 

y 

x2=-.-

x(ln) 

-lli<hn-1> .x t1i = .A..lVI1 +B.lVI2 

Reemplazando M1 y l\f2 por sus valores : 

-Kd(hn-1) =R.m . .A.-Hd.h(n-1). (.A +s.B]. 

de la que f..nalmente: 

Kd.h(lm-1> .x1 +R.m. A 
Hd = -----------1 

h(n-1 ) . (Á+ s.B] 

(247) 

. (248) 
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{fJ 
'El desplazamiento "a" del . dintel puede determinarse me-

dit~nte la (230), recordando que riln) = po 

a (n-1) 

6.E--- = Kd(ha-1¡. x(hn-1)+2.M1 .X(hn-1) + 
h(n-1) 

+2. M1 • x(ln) +M~. x(In) 

multiplicmJdo por xi; reemplazando a M1 y M2 por sus valores 
dados po1~ las expresiones (246) y a Hd por el corresp0ndiente 
de ]a (248) se tiene: 

..----------------------~---

Kd +2 ( + 1) R 
Kd.hcn-1).X1 .A+R.m.A2 

(hn-1)·X1 • X 1 •• m-
A S .B 

~--------------X-(l_n_>_·h_cn_·_1_> ________________ j (249) 

si fuera: 

y 

quedaría: 

y: 

h(n-1) = hn = h 

s = 1 

A = B = (2 X+ 3) 

con lo que la (249) se reduciría a: 

Kd.h(n-1) .x+ (2.x+1) .R.m 
a (n-1) =-..: ------------- - x(ln) .hn-1 

12. E 

'que coincide con la (244) déducida en la página 

Ejemplo N°. 29. - Pórtico compuesto de lm dintel horizon
tal de dos tramos cuyos dos extremos exteriore~ están srmph
mente apo~ ados y de un pié derech0 vertical articulado. (rlg. n'. 
116); 
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La condición : 

.IR =0 h 

da: 
R=H (2.50. 

con lo qup: 

:fifs(hn) .= H.h-R.m = R (m+n) -R. m= R.n (2i:íl) 

A---

Figura N•. 116 

La conü.ición de continuidad en e dá: 

(251 bis). 

I:a: da imposibilidad de giro del nudo e: 
IM=O 

o: 
(252) 
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denominando : 

x(ln) 
xl=---

X (h) 

y x2=----

X {11) 

las (251), (25 bis) y (252), se transforman: 

R .11 = l\is (lm) 

~Id(ln) .Xci-lVJ:i(In+l). X 2 =O. 

- nfcl<Iu> + l\li on+I> ." x2 . Ms <11,> = R n 

clesp( jaudo Mi On+ll : 

ele donde : 

xl. 

Mi (In+l> _:_ R. n +M don>= - Mcl<Inl • -
x2 

X 2 

~lé!.{ln) =-R. n. ----

y por consi;:.;uiente: 

X l. 

Mi On+ll = P..n-R.n. ---=R.n. ---
x1+x2 x~+x2 

(253) 

(254) 

El desplazamiento del dintel puede calcularse inmediatamen
te con la (230) o con la (231) . 

.Aplicando la primera al recorrido hn ; ln+l : 

. 6.E.a 

--- = Kd.x(h) + 2.Ms(h) . X {h) + 2.Mi (In+ll. x(In+ll 
h . 
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Reemplitzando valores, multiplicando por xh, y despeJando 
"a" se tiene: 

(255) 
6. E 

Ejerc1cio N". 30. - El problema que plantea el croquis a) 
de la figum No 117, puede resolverse así : 

a) Condición ...l'Ph = O 

R = H (hn-1) + H<nn) 

... H<hn-1> = R- H<hnl 

b) La condición .2' :iYI = O en C: 

- :Md(ln) +Mi (ln+1l = l\fs (hn) 

e) Condición de continuidad en O: 

(256) 

(:~57) 

1\fi(ln) .:x(ln)+ 2.lVId(ln) . x(ln) + 2.Mi(ln+1). X (ln+l> =o. (258) 

d) Condición de aporticamiento doble, recorrido h <n+l); l(n); 

Kd(hn-1) .X (hn-1) + 2 .l\f~(hn-1)"X (hn-1) +2 · Mi(ln)"X(ln) +Md(ln) .X(In) 
-1 = (259 

-2.1\fs(hn). x(hn)+2.lVId(lni . x(ln)+Mi(ln). x(ln) 

También podemos escribir: 

(260) 

v.J:s(hn-1) = H (hn-1) .h-R.m = R.n-lVIs(hn) (261) 
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Figura No. 117 

El sistema de ecuaciones (257) a (261) resuelvt· el pr·•hlema: 

si hacemos: 

x(lm·l)_ x(lm) Xon+Il 

x= x1=--- y x2 = 

x(!n) x(ln) x(ln) 

el sistema rnterior se transforma en el siguiente: 

-1\Id(ln) + Mi(In+l) = Ms (hn) 
(262). 

Mi(ln} + 2.Md(ln) + 2.MiCin+l) .X2=0. ~263). 

Rev. U ni ver. Año XXIV- 3- 4 
15 
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-Kd(hn-l)·~=3.ntcl (ln·+3Jiii 0 n) +2.Ms (hn-1)-Ms (lm) .X1 (265) 

Ms
010

_ 1 > = R.n-lVIs(lm) (2r5). 

La resolución dá : 

de la (263): 

- Ms Úm) = lVIs (hn-1)- R. n 

que reemplE·zado en la (264) : 

-Kd(hn-1 ) .Xl=3.Md(ln) +3.Mi(ln) +2.Ms(hn-l) .x+2.Ms(hn-1 )x1-

-2.R.n.x1 

cómo: 

la anterior se transforma en: 

Eliminando Mi on+1 > entre las (262) y (263) : 

2 .lVIs Om> . x 2 + 2 .lVId<1n l . x2 = - Mi <In>- 2. M el Onl 

reemplazando a :M:s(hn) por su valor dado por la (265) : 

2. Xz. R .n -- 2. x2. ~Is (hn-1) +2. Md(ln). x2 = - Mi(ln) _:_ 2 .l\ld (In) 

y como: l\if {hn·l) = :\-Ii (In) 

Elimin:mdo lVId (In) entre las (266) y (267) : 

l\'fj (In) . [2.X2-1]- 2.X2 .R.n 
lVId (In)=------------

3. 

(267) 
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de la que, después de una serie ele transformaciones, se obtiPne: 

-2.Kd.x. (l+x2 ) + 2.R.n. (3.x2+2 .. x1 + 2.x1 .xJ 
l\'Ii(ln) = (268) 

3+12.x2 + 4.x + 4.x.x2 + ·i.x1 4.x1 .X2 

En form v análoga pueden deducirse : 

-Kd.x. [2.x2-1] -2.R.n. [2.x.x2+x1+3.x2 ] 

:Mtl = --- (269) 
(In) 

3+12.x2 4.x+4.x.x2 + 4.x1 + 4.X1 .X2 

(27('_ 

El desplazamiento "a" puede calcularse reemplazand0 ~Id (In) 

Y l\!Ii(ln)= l\fs (hn-l) en la (230). 
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.. 

CAPITULI XI 

M{)mentos exteriores 

1°. -l\fomentos aplicados a los vértices o nudos.
Condiciones de contimúdad, de aportica
miento doble y de imposibilidad de giro de · 
los nudos. - Desplazamientos de éstos. -
Ejemplos. 

2°. -:Momentos aplicados a los vértices o nudos.
Idem. 

1°. - :Momentos aplicados a los vértices o nudos. - Con
diciones de continuidad, de aporticamiento doble y. de la impo
sibilidad de giro de los nudos. - Desp]azaiuientos de éstos. -
Ejemplos. 

Como hicimos notar al tratar este punto en el caso de eS
tructuras o vértices fijos, se debe en !as expresiones (199) y (202), 
anular los valores K e inchúr el momento exterior lVI ]entro 
de la condición que exprese la imposibilidad de giro. del nudo 
respectivo. 

Por cons.igtúente, el conjtmto de ecuaciones que permiten 
resolver un problema de esta naturaleba ,es: 

a) Condición de contintúdad: 

lVIi. (In) ·X (In)+ 2 .l\fd(ln) ·X (In)+ 2 .l\fi (In+!) . X (In+l) + 

+ l\fd (In+l) . X (In+ll = Ü (211).-
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h) Cond!cib~ de aporticamiento doble: . 

2.:Wis (hn-1) . X (lm-1) + 2.Mi(ln) . X(ln) + l\fd (In) . X (In) 

-------':-'--------__;_ ___ _ (272) 

_ - 2.11:s(hn) . X (hn) + 2.1fd(ln) . X (In) -j- :fi'[i(Jn) . X (In) 

e) Condiciól,_ de imposibilidad de giro: 

.I M= O. (273) 

en la que, como dijimos, debe considerárse incluído o excluído 

el momento exterior M, segím corresponda a un nudo en el qu0 

actúe o ·aó como causa exterior. 

el) El despl[izamiento "a" del dintel quede determinarse mediau

te la (200) o la (201) que quedan reducidas a: 

6.E.a 

---- e-= 2.Ms(lm-1) .x(hn-1) + 2.Mi(ln). X (Jn) +Me] (In) .x(ln) 

h (n-1) 

6.E.a 

---- = - 2.:Wis(hn) .x(lm)+ 2.Mc1(Jn) .x(ln) + Mi(ln) .X (In) 

hn 

(274) 

(275) 

En los ejemplos que siguen podrá apreciarse la senciJ.l iJZ (!On 
que puede resolverse cualquier caso que se plantee. 

Ejemplo N°. 31. - Pórtico isostático sometido a la acción 

de 1m momento M que actúa en su vértice. 

Como en B a causa del carro. de movimientos horir,.·~ltales 

no pueden existir fuerzas de esta dirección, las leyes de • quili

bri'1 estát;_c') exigen que tampoco existan en .A. 

Por consiguiente, no existen momentos a lo largo del 11.ié de-
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Ve.l 

VA 
l-
M 
j-+--....---_,_.....~ 

Figura No. 118 

recho, y ·'l momento 1vi deforma únicamente el él)ntel: 

VB= VA= 

ln 

Como lVIs (lm-
1

) = l\íd(ln) = O, ele la (204) se eleduce: 

6.E.a l(n) 

---=2.lVIi(in)· .X(ln) = 2.lVI.--
h . T 

\n-1) -(In) 

ele eloncle : 
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l (n) h(hn-·1) 

a= lVI. -- . ----

IOn> 3 . E 

(216) 

Ejem~)h N°. 32. - Si S!3 tratara _de resolver <:1 caso ·n·álog:o 
representad . en la figura 119, se tendría: 

Figura No. llD 

La condición ..1: H = O 

clá: Ms(hn-l) = -:M.s(lm) 

y como debe ser: 

:Thiél (In)= --lVIs(hn) podemos escribir lVIs (hn-I) = lVIcl(ln) = 
= -lVI~(lm) = J\{1 
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Además denominaremos: 

Con est' nomenclatura y adoptando como coeficiente de j'le
xibilidad: 

X (hn-1) · 

X 

x(In) 

la expresión (272) de aporticamiento doble se reduce a la siguiente: 

de la que: 

-1= 

-Mi·=----
3+4.x 

La cond.ición del nudo ..1: l\i = O : 

M 1 +M2 =M 

permite c0n la anterior deducir: 

3. M 
(278). 

2. (2.x+3) 

que resuelven el problema. 

(277) 

2. (2.x+3) 

El val m de "a" puede determinarse en la forma conocida. 

2°. - Momentos aplicados en los extremos mticulaclos. 

Si el o los momentos M estuvieran aplicados en los extremos 
articulados, la deducción del diagrama de los momentos flectores 
tampoco presenta dificultades, . pudiéndose recurrir, en forma aná
loga, a las expresiones que dan las condiciones de aporticamiento 
simple, doble, de continuidad, etc., que resuelven cualquier pro
blema con sencillez 

AÑO 24. Nº3-4. MAYO-JULIO 1937



-641-

Además, este caso conjuntament con los anteriores permite 
resolver las estructuras cerradas· denominadas cuadros y l~>s em
potaadas que trataremos en otros artículos indicando solamente 
aqr!:Í para laF. seglmdas el procedimiento general que seguiremos, 
ya que para las primeras no se aparta del conocido. 

Si el e:npotramiento no existe, y la estructur¿; se carga de 
acuerdo <!l problema a r·esolv~r, la tangente que corresponde al 
extremo <:;rro.potraclo habrá girado un ángulo que sabemos deter
minar. En este extremo podemos aplicm:, supuesta la estructura d!~S
cargada, un momento 1\f que origine en ella una rotación igual y 
contraria a la anterior. Si ambos casos son simultáneos, la tan
gente no g!ra y l\'L es la soluci'ón del problema. 

·Este método permite establecer así otra condiPión, la ele em
potramiento, que para estructuras a vértices fijos es análoga a 
la vista en el capítulo correspondiente a vigas bi-empotraclas. 

Las condiciones de continuidad, para el caso de pies dere
cho::; verticaJes, es igual a las (231) : 

(271 bis) 

La de aporticamiento doble queda· ~emejante <: la (2a::~), siu 
más que permutar los valores Kd por los Mih respectivos: 

hn· 

h (n-+-1) 

--lVIi(hn). X:(lm) +2 .1\!Iél(ln) . X (In)+ Mi (In) • X (In) 

. + Md(ln) .X(ln) 

-2.Ms.(hn· .x(hn) 
(2'i!)) 

Sobre las demás condi<;iones, no hay nada nu.Jvo que ag?·eg.u·. 
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Ejemplo N°. 33. - Calcular el diagrama de momento fleeio
res del pórüeo isostático representado en la figura N°. 120, paru 
el caso en {¿Ue 1m aumento "lVI' ?. actúe en el ex<;remo A~ art i
cula.do. 

B -----e 

+ 

Figura N". 12'! 

No existiendo fuerzas exteriores y no pndiel1. ~o habá en C 
reacciones CCll componentes horizontales, la condición ¿: H = O 
implica qne tampoco puede haberlas en A. 

Luego el momento "ni" permanece constante a lo la1·go e!(': 
pié clerechc, y en el dintel varía linealmente desde este valor 
hasta cero eH C. 

La reacción Vd vale: 

l 
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El despJazamiento "a" se calcula mediante la expresión (23 ~) . 

1 

6.E.a.n- = M.x11 2.:iYis. (h) .x 11 + 2.Mi(ln) x(ln) 
h 

+ 

~ 
' 1 

1 
1 
' 
1 

H¡' 

6.E.a.n 

h 

6.E.a 
--- = 3.l\í.x11 + 2.l\ix1 

h 

M.x11 M.x
1 

an=---. h+---ñ 
2. E 3. E 

:NI 
an=--. h. [3.x 11+2x1] 

6.E 
(280) 

Ejemplo No. 34- Pórtico bi-ar
ticulado cuyo extremo articulado 
del pié derecho hn-l se eicuentra 
bajo la acción de un momento ex
terior "M" (figura 121). 

Figura No 121 

Como L: H =O 

resulta Hi = Hd 
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El equilibrio del pié derecho h (n-1) permite establecer: 

Hs(hn·1) = :M:- H.h (2€J) 

H.h = :M:s(lm) 

Como la condición L :M: = O ~ara el vértice ~· se redu~'e a: 

~fs (hn) = - l\Id (In) 

podemos ..:scribir finalmente : 

l\'Is (!m) = - l\id(ln) = l\fs(hn-1) - l\f (282) 

La condición .de aporticamiento doble (279) aplicada a estE: 
caso: 

-1= 

o: 

l\1i(hn-1) .X (hn-1) + 2 .l\1:s(Im-1)x+ 2 .1\'Is (hn-1) + l\fd(ln) 
-1= 

2 .l\fd (In)+ :M:s (hn-1) + 2 .l\fC'(In) . X· 

de la que: 

(3+2.x) .l\fd(Jn)+ (3+2.x). l\fs(Im-1)=-l\íi 0m.1)x 

Com,o: 

resulta: 

(3+2.x) .l\fd(ln)+ (3+2.x). [lVI+IIfc1 0n)]=-Mi0m.1) .X 

o finalmente: 

l\fd (In) =-- · ---- · Ilfj (hn-1) 
(283) 

2 2.x+3 
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luego: 

3. (x+l) 
:i\is(hn-1) = J\:Ii(hn-1) + ----- · J\IIi(hn-1) = ----- · :iYii(hn-1) 

2.(2x+3) 2.(2.x+3 

(284) 

Ejemplo N°. 35. - El momento "J\f" actúa en el extremo sim
plemente apPyado del tramo 11 de la estructura í'epresent.:vla en 
la figura 122 . 

r· 
M 
j_ 

Como: 2: H = O 
debe ser : J\12 = O 
y como en B : 2: lVI = O 

-~---li! 

debP ser ner.esariamente t:•mbién: :i\11 = lVI3 

Figura No. 122 

La ''ondición de continuidad, teniendo en cuenta el sentido 
de lVI es 

si: 

y 
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la acción ~e simplifica, llegándose finalmente a: 

l\11 = -lVI . ----- (28G) 

-·--
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C APITULO XII 

Pórtíeos a vértices fíjos con acarteiarníentos y sesgos 

1°.) Errores derivados de no tener en cuenta el es
pesor de las p1iezas; el acartelanriento de ]m: 

tramw y el sesgo de los piés deYechos. 
2°.) Grá:Gco para el cálculo de las defonnac; 1nes an 

guiares extremos de piés derecho sesgados. 
3°.) Resolución de ejercicios sobre algunos· tipos de 

estructuras. 
4°.) Problemas y comparación de resultados. Apli

caciones numéricas. 
5°.) Otros problemas. 

1".) Errores derivados ele no tener en cuenta el espesor de 
las piezas, el acartelamicnto ele los tramos y el sesgo ele lPs p ·~.~ 

derechos. 
En el cálculo ele las estructuras ap1orticadas, tal como las es· 

tudiaclas en los capítulos anteriores, se suponen constantes los mo
mentos de imrcia de los piés derechos y de las vigas-dintel, así co
mo también se prescinde ele la influencia de sus respectivos espr.
sores. 

Si un pórtico no tiene ni acartelamientos ni sesgos, r,;iomprc 
al empleal'se las fórmulas ya deducidas, se comete un error, p0r 
cuanto ,al establecerse las condiciones de continuidad, ele aporti
canriento doble, etc., se ha supuesto como de igual momento G.e 
inercia todo el P:ié derec~v desde r hasta o (fig·. N". 123), cuando 
en realidad eso se cumple_ únicamente cles(le r hasi<t s, pues eutr0 
s y o, debido ai espesor del· dintel; su momento de inercia puede 
considerar;;; e infiilito. Queda así, el 1:riángl1.lo de superficie de mo
mentos reducidos 1;, s, q menor que el o, p, · r. 
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Por causa análoga, v. gr. : si la carga que actúa sobre el din· 
tel es únicamente repartida, el diagTama similar a lo largo de 
éste ,no es el m, n, f sinu el a, h, f, e, d (fig. N°. 123). 

m~,. ~.jji"n tJH .. i"-•·--------.......=-f1 .. 
l 

m a d. ·n 
/ 

Figura N•. 123 

Teniendo en cuenta los es· 
pesores reales de las piezas 
deberíamos calcular con 1os 
diagramas a. h. f. c. d.; 
a', h', e', d' y r. q. s., y no 
con los m. n. f. , s. q. r. 
y, m. m'. n.n', con lo que se 
introduce, al no hacerlo así, 
un error, que mmque no es 
de gran consideración, influ
ye en la exactitud de los re· 
sultados. Luego, a continua· 
ción veremos como se reduce. 

Errores originados por los acartelamientos y ~esgos. - Co· 
mo generalmente los dinteles de las construcciones H.porticadas pre· 
sentan acartelamietnos, y sus p1iés derechos sesgos, el diagr::tma ;le 
momentos reducidos, proporcional a las deformaciones an~~nlares, 

hase del cálculo, sufre alteraciones en su valor, que conviene ana· 
lizar para valorizar su influencia y su importancia. 

El acartelamiento del dintél, disminuye las superficies de mo· 
mentos reducidos del dintel, la positiva ele m. n. c. f. l. m. a 
la m. n. e'. f. l. b'. m. y la negativa de la m. n. n'. m'. a 
la m. n. n". e' f. l. b'. ri". (figura No. 124) . 

En este caso debe obse1.'varse que las superficies a. h. m. 
y :ri::t. m'. b. a. , el. e. n. y d. e. n'. n. que analizamos \ ·:1. como 
causn de errores, al prescindir del verdade1·o €spesM' de las riezas; 
se han reduddo a las m. a. b. y m. a. b'. m'. menores. 

Por lo tanto, al tener en c1wnta en las vigas dintel, los 
acartelamentos, se reduce también, simultáneamente el error el€· 
bid o al espesor de las piezas .. 
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R.efiriéndonos en la figlU'a N°. 125 al sesgo del pié derecho, 
la primitiva superficie de momentos reducidos r. p. o. f!Ue co· 
rresponde al caso en que se considera constante al momento de 
inercia Im., se transforma en la r. p. o'. s/. t. y- r. en d caso· 

Figura No. 124 

--+------_l ___ __._ _____ :_ 

i . ------¡-
1 

1 ¡,. 
Figura N° . 125 

contrario. Se reduce también así, la influencia del error debido al 
espesor del dintel, desde que la nueva superficie parcial el. p. q. 
s' . es menor que la o . p . q. s . 

Rev. Univer. Año XXIV- 3-4 16 
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Para ndorar, entonces, la influnecia ck los acartelamientos y 

sesgos, debemos emplear ell la deducción de las fórmulas qur: dan 
las condiciones de continuidad, de aporticamientos cloble y f='imp1le, 
las E:xpresiones que tengan .en c1wnta. tales acartelamientos y ses
gos y no las que conespondan al momento de inercia constante. 
En este caso hemo~ visto que se reduce, también, _l~ importan<3ia 
del error oebido al espeSGl' de las piezas. 

Nada Tarían el sistemf! y el concepto· del cálculo analizado en 
capítulos anteriores, debiC;aclo al deducirse las nueva;; fórmulus que 
corresponden a las condiciones de continuidad, etc., tener rresente 
que las expresiones que dan las deformaciones an¡¡;ulares extremas, 
son, para cuando existan acartelamientos, las consignadas en los 
gráficos 2 a 9, y p~.ra cuando hay s~sgos en los piés derechos, las 
incluídas en los gráficos 11 a 14. 

2°.) Gráfico pam el cálmllo de las de.fonnaciones angul(t1'CS 
extremas de pies de11edws sesgad.os. 

Se incluyen los correspondientes a las siguientes causas ex
teriores, en los gráficos _No. 11 a N•. 14: a) momento l\'[ actuando 
en el e:1.-tremo superior (gráfico No, 11); b) carga uniformemente 
repartida (gráfico N·. 12); e) fuerza P concentrada actuando en 
la tercera parte superior de h (gráfico No. 13); y d) idem a ]as 
incluídas en los gráficos 11 a 14'. 

Su empleo es semejante al indicado para incluir los acm-te
lados en el cálculo de las deformaciones extremas de las vigas, 
por lo qu·3 solamente haremos presente que: 

Cf y e~ representan las rotaciones angulares extremas jnferiu,· 
y sunerior criginadas por la causa e (carga) . 

y, e a (lm·l) , C
0 

(h·n) , etc.,. representan las deformaciones an

gulares ei-t.remos en los piés derechos h<n·ll y en en los e:1.'iremos ad

yacente y opuesto a aquel en que actúa el momento M, como cau

sa exterior, respectivamente. 
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. 3°.) Condiciones de con.ti?midad, de aporticamiento doble o 
simple y de n'!lé!Jo. 

Condición de contimtidad - Los ángulos a y (3 de la expre
sión 75, son para este caso: 

l\{i(ln) 111 l\Ii(ln) 

. {3' (In)=----.--=- .1n. co(ln) 

tj . E I 0 nl 6.E.I Onl 

l\Id(ln) 1
0 

,B"(In)=----. --=---- 1' n. ca(ln) 

" E I ú • (In) 6.E.I<Inl 

](n-j-1) l\Id(ln-j-1) 

a (ln-j-1)-l 1 
__ l\Id (ln-j-1) 

----- · 1 (n-j-1) · Co (ln-i-·1) 

6. E I<In-l-1> 6.E.Ion+~l 

¡ , j'lfi (ln-l-1) 

a" (ln-H) = ----- ---=------. 1n+l . ca (ln-!-1) 

3. E I(ln-j-1) 6. E. I<In-l-1l 

Kd0 nl ln O Onl 

\

. (3(1n)=--. -= 

6. E I<Inl 6.E.I 0 nl 

1
' Ki(ln-j-1) 

a=-. (In) 

6. E 

C (ln-j-1) 

--- - ---- · ln-l-1 .cf (ln-+-1) 

6.E.I On+lJ 

que l'eemplazadas en la expresión 75 ya mencionada: 

Ü(ln) e Mi (In) ltfd (In) 
~e-=-- .In. cd(ln) + .ln.CO(In) + .In. Ca(ln) = 
6.E.I(In) ü.E.Ion> 6.E.Ionl 

· [ Ü(Jn-j-J) l e 1 Md(ln-!-1) + 
=-

6 
E 

1
-- · n-J-1 · C¡ (In-j-I) T 6 E Í .ln-J-1 . CO(In-j-1) 

. . (In-j-I) . . (ln-j-1) 

Mi(ln) ] 
. E I .ln-j-1 . CO(In-j-I) 
Ü. • (ln-j-1) 

(286) 
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ficaciones : 

In lo ln+l I~ 

x(ln) = -- . --:- y Xon+1> = 
I (ln) lo T 

- (ln+l) lo 

la • "lq)resiún anterior se transforma en la .:;i_guiente, previa sim!lllic 
ficndones 

ca(ln) 

l\ii (In) .X(In) .C0(!n) + 2.lVId(ln) .X(ln). ---+ 
2 

2 

+ 2. Mi (ln+l) • X (In+l). + :Sid (ln+l) -1{ (In+l) . Co (ln+l) = -

e" On+l) 

-[O (In) .x(ln). CJ(ln)+ o (ln+1)•ln+1· ce (ln+1)] ( 287) 

que es la ecuación de cuatro momentos o condición de continuidad 
para el caso en que se tenga en cuenta los acm-telamientos del 
din~d. 

\ 
Cond.icil.n d.e apm·ticamiento doble. -- La indeformabilidad 

del ~ngnlo formado por lin_
1 

y 1 n, exige qu~: ( exp. N°. 80) . 

u ....L 'Y = ~' ' a'! -+- y' '(Jn) (lm-1) (ln) T (ln) ' (hn-1) 

y la del c<derminado entre In y h ri (ex. : No. 81) 

f3(Jn) + y'(lm) =Y (hu)+ {3' (In)+ f3"(ln) 

va!.iendo pa"'a estos casos:. 

1 e n (In) 

aOn> = ---- . --- = + ------ .In • e~ On> 

6. E 

Kd . 
(lm-1) 

I (ln) 6. E. J(ln) 

hn--1 o (hn-1) 

(288) 

(289) 

·¡ (hn-1) = ---'-- · --- = + ---· 

6.E.Ichn·1> 

h ce 
· n--1• s (lm-l) 

6. E I (hn-1) 
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Kd<Inl 1 e (In) n 
.--=+ . 1 n • CJ(Jn) 

6. E I {In) 6.E.I <Inl 

Kd(hn) h c<hn> n 
1 .h n. c:(lm) .----~ v(hn) 

6. E I(hn) 6.E. I<hnl 

1\'Ii (In) In :Mj (In) 

a'on> · --- - - -----.- ·In • ca on> 

3 . E I (Inl 6 . E . J (In) 

Md<Inl 1 
n l\f.l(ln) 

" a (In) 
6. E I (In) 6.E.I Onl 

l\E(In) 1n 1\lJ(In) 

/3' {In) = ----- · ---=------ ·In • Co (In) 

6 . E I<Inl 6 .E .I.Onl 

lVId{ln) n l\'Icl(ln) 

fJ"{In) =- · ---=------·In .Ca(ln) 

3. E I<Inl 6.E.I(Inl 

Ms(hn-1) h 
n-1 lVIs Clm-1) 

·/(hn-1) -.- ----- . hn-1. ca (hn-1) 

3. E I (hn-1) 6 ·D.I(hn·1) 

l\fs {Jm) hn Ms (!m) 

y' (lm) . --- = - ----·- . hn . ca (lm) 

3 . E I (hnl 6. E. I (hnl 
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si rAemplazamos estos valores en las 80 y 81, tenemos: 

(j (In) O (Im-1) Mi(ln) 
-- --.In • e~ on> 

6. E. I(In) 

+ ----. hn-1. e~ (hn·1) = -----
G •. E.I(hn-1) 6.E.I<In> 

Md (In) llis (nh-1) 

In. eaon>·- -----.In. eoon>- • hn-1. eathn-1> 

CLE.I<In> 6.E.I 0 m_1¡ 

(.;(In) :i.VIs(hn} C(hn) 

---- .Ined(ln)-- • hn.ca(hn) =---- .hn.e~(lm) 
6.E.I 6.E.I<hn> 6.E.J 0 m> 

lVId (in) 

----- • In. e o on> ~ .In. e,:on>. 

6.E.I<In> 6.E.I0 n> 

multiplicm:do a ambas pur I/10 , simplificancln 6. E y hacienuo: 

IP hn-1 lo 1 
'· n 

X (In) --- :s:(nh-1)= -·--. --- ete-
lo I(ln) I (hn-1) lo 

las anteriol't·s se reducen a: 

(290) 

(291) 

e (In) .X(ln)·ec (In)+ e (hn-1)·X(lm-l)•e~(Im-1) = 

e (In).X(ln). ed(ln) -J\IS(Im) .X(hn)·Ca(hn)= e(lm)· X (1m)· e~ (Im)

-l\fi(ln)• X(In). Co(In)-~Id(In) .X (In)· ea(ln)· 

qu~ conveniEntemente smnadas 

- Ms(hn-1). X (hn-1). e a(hn-1)-l\fi (ln) .X(in) . [ Co (In)+ ca(ln)] -

-Ud( in) . X (In) . [ CO(Jn) +ca l + l\is(hn). X (!m) ea(Im) = 

= +e (In) .X (In)· C~(in) +e (ln) · X(In) .eJ(In) + Q(hn-l)"X (hn-1) • e~(lm-1)

-e (lm) .X Chn) . e ~ (hn) 
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que podemo.i tl'ansformar, teniendo pl'esen te que: 

Co (In) + Ca(lnl == e (In) 

(292) 

3 ,r· e (In) +. eonl + 
.JV.tl(Jn). X(ln) • 

3 
3.lVId(IIi)•X(ln) 3 

+ Ca(lm-1) ea(Jm) 
2.:Wis (hn-lj • X (lm·lJ • --- --2. Ms(Jm). x(lm). 2 

2 

=- C(ln)•X(Jn). [ e1(In) + e3 (In)]- [Com-1). Xom-1). e~ (hn·l)-

que por aralogía denominaremos condición de apo·~ticamie'lto el •
bl~>, semejante a la No 83, y no se diferencia de ella sino en que 
ésta es más amplia desde que tiene en cuenta los acartelamientos 
de los clintrles y sesgos de los piés clerecho!'l. 

Oonclicianes ele ctportic.amientos simzJles. - Si e~1 la ~91 ha
cemos n = 1; simp~ificando 6 . E, y tenemos en cuenta. que 

· l\L; <I,l = O queda finalmente: 

. (293) 
ea(J,) 

2 . Mdn,>. X,¡,J • -
2
- - 2 . Ms (h,l. x<h,l • ea<h,l 

2 
= - Üo,l • X,¡,¡ • eJ (1,) + Ü(h,l • X(Jt,l • e~ (h,l. 

que es la CC'11dición ele semi-:empotramieuto i.nicial. 

Si repetimos reemplazos y simplificacioueE:, hacie11clo n = z en 
la (290) crt.eda: 
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2 Mi Ca(lz) +2 M 
• (lz) • X(lz) • -. -

2
- • S(hz- l) 

Ca(hz-1) 
• X(hz- 1) • -----=---

2 

=Ü(lz) • X(lz). C:Í(lz)-C(hz-1) .X(hz-1) • C~(hz-1)• 

que: es la crndición de semi-aporticamiento final. 

Condici6n de mtd.oL - Quedan inalterables las N°. flv, pues 
son independientes de las rigideces de las piezas. 

4°) - Resolució1t de ejercicios - Para lus problemas riae ten
ga-; una, dm o tres incógnitas es prefJrible deduch· bs n.--pi'0siones 
que dan los momentos extremos en la misma forma que hemo·:; ope
raélc anteriormente al tratar los p¡Órticos cuyos momentos de incr- · 
cia tienen valores cónstantes a lo largo de cada lma de sus piezas ; 
en cambb, cuando el níunero de incógnitas sea superim; eonviene 
esh.blecer ¡;ara cada caso las condic-iones d-. éiporti :::tmient•) doble, 
simples, etc., buscando previamente lOS val0res 0, y luego recién 
deRpejar el valor de las incógnitas. 

Figura N°. 125 bis 

c<I,> 
2.1\icl O,) .x O,) . --+ 2.:M:d{l,) 

2 

Ejercicio N°. 36. - Em
pleando la misma nomenela
tura que la usada en el ejem
plo N°. 1; y recurriendo a la 
eA--presión de aporticamiento 
simple generalizada, (293) 

,.,. 
"a(h.,) 

.x(l¡,). ---- =e (1,) .x (!,) • e d (1,) 

2 

puf.s: - Md<I.,> = + l\fs <h,> y c<h,> =o 
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de la que se deduce, haciendo 
X 

. (lt,) 

x= 

e (1,) • c'3 (1,) 

= -l\fs = ---------
. (11,) 

. (295) 

Si no fxistieran sesgos ni acartelamienb.is se sirupli:fica en : 

pues: 

igual a la (87). 

l\fd (11) = ----

e <t.> . e~ <t.> = Kdil./ 

ca(l,) = 2. 

e = 2. a(h1 ) 

EjemplQ N°. 37. - Si la carga actúa ~mltra· el pié derecho, 
haciendo e(!,) = o en 1~ (293) queda: 

Figma No. 126 
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X 

M = :i\Is = ----------
(h,) 

. [ e, O,l ca(h.,) l 
2. --. -+x.---

. 2 2 

que se transforma en la N°. 115 para I = constante. 

(296) 

Ejercicio ?:\0
• 38. - Pórtico bi-articulado, simétrico, con carga 

ve1tical también simétrica, que actúa sobre el dintel. En lo que si
gue nos ref<·rimos a las figuras 66 y l:J7. 

Por uo actuar ca1~gas contra los piés derechos en la e}.._--presión 
general de aporticamiento doble, dehJ hacerse. 

e =e =o (hn-1) (hn) 

.A. demás, por simetría : 

JH = lVIs (lm-1) = l\fj(in) = l\'Id(ln) =- :M:s(ln) 

y: 
¡;-··· .... ~. _ _,...,...,..,...,..,....,.,~ 

1 

1 1 ---..l 

1 

1 

Figura N•. 127 

1· ~ -T' 
1 
1 1 " 

1 
1 z . __ L 
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Luego, la exp1resión 292 se simplifica: 

e <Il . e (1) 

3.JVI.x. (1) • --+ 3.:iYI.x l1) • --+ 2.1\í.x (h) 
1 ----¡ 

3 2' 2 

e a(h) 

1 ') 1\•f X - Ü X [e e _L_ r,c J 
1 - · ~ · • (h) · --- - - (1) ·" o> · ; (1) 1 '-a tn · 

2 
haciendo: 

X (h) 

X 

X(!) 

NI=-------------
queda: 

l e (I) ca(h) l 
2. 3.--+2.x.--

3 3 

Como hipótesis la carga es simétrica: 

e~(!) = e~(!': = e e 

luego: 

e (1) • e~ 
lVI=----------~ 

(297) 

e \1) ea(h) (298) 
3. --+2.x.--

3 2 

Si se suponen constantes los momentos de inercia, del dintel e 
iguales a J (1) y los de ambos pie~ derechos a J (I) 

C0 l . c(1¡ =K 

e(!) . 3 

e a(h) 2 
--=-=1 

2 2 
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la (298) Ee reduce a: 
K 

igual a la (92). 

Ejerci:;io N°. 39. - Si la carga estuviera ap~icada contra am
bos piés der·echos en forma simétrica, empleando. iguales simpli
ficaciones que las de problema N°. 7 y las del anterior, tendríamos 
escribiendo la expresión de aporticamiento doble: 

e o> e <li ea(h) 
3.:WI.x(l) . --+ 3.M.x0 > ') ".r'r X __L "'-'•~lL. (h) • --- 1 

3 2 2 

ea(h) 
+2.lVI.x(h). --=- [e(hn·l)'x(h) .e~(hn-1)+ 

2 

como: 

e (hn-1) =- e(lm) = e (h} 

queda: 

y: e ~(hn-1) = e(hn} = e (h) 

e (1) ea(h} 
3.l\Lx<1> • -- + 2.1\Lx<h> . -- = e<I•> .x <hl .c~<h> 

ha<'ie'ndo: 
3 2 

X (h} 

x=--

x (1) 

resulta finalmente : 

e (h) • X • C~ (h} 

M=----------

C¡i¡ ca(h) 
3. --+2. ---.X 

3 2 

(299) 

AÑO 24. Nº3-4. MAYO-JULIO 1937



-665-

Si Ie y Ih fueran ·constantes: 
Kd.x 

lVI =-----

igual a la (116). 

Ejercici•. N°. 40. - Si sobre el pórtico que corresponde a las 
:figuras 67 ~· 128, actuaran cargas iguales en sus dos tramos y si
métricamcntf' con respecto a los ejes de cada tramo y del conjmlto 
adoptando igual nomenclatura se tendría: 

a) condición de continuidad 

• e a{!) ca{J) 

M1 .Xm .co(JJ + 2.1VI2 .x<Ú . --+ 2.M2 .x0 l . -- + 
2 2 

+lVI1 .x<n .c 0 {1)=-[C 0 ) .x 0 l .c:¡{l) +C'(l) .x{J) 

simplifica:ndü x (JJ : 

e a{!) 

Ce l 
. i {i) J 

M1 .ro{l)+2.M2 • ---=-C(IJ . c(1¡. (a). 
2 

p¡uc& como las cargas son iguales y simétricas: 

= c;¡o> y: Ü (In)= Ü .On-1 l 

b) Condición de a porticamiento doble: 

e (IJ e (JJ 

--+ 3.1VI2 .x(I) . - + 2.M:l.x(lm·IJ 
3 3 2 

-C 0 l .x0 l [cf{l) +c;¡ 0 J J =-2.0 0 ) .x(IJ .c(1¡ 

haciendo: 

X ---
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queda: 

e (1) e (ll ca{hl 

3 .l\'11 • --+ 3 .l\'I2 • --+ 2 .l\11 • X. --- = - 2. e (1) • C (l) 
3 3 2 

o: 

[ 

e (1) Ca(h) l 
J\11 · 3 . ....:...:- + 2. X. --

c., 2 

e (ll 

+"]\,. - '~e e <>. 1.2. ---- ~. (ll .e Ol 

2 
(b) 

e) Deducción ele JH1 y 1VI2 • -Eliminando M2 entre a. y b. 

l c 0 ¡ c(ll J e o> . e(l). 4. --.--3.---
2 3 . 

(300) 

Ml =------.,---------·-----------

l e e e· r r: J {1) a (h) • a (h) a (1) " (l¡ 
6.--. ---+4.x. ---. ----<>. -- .t·,, 0 > 

3 2 2 2 3 . 

haciendo le propio con M1 : 

[ e"' ra(h) l e o> . e(¡, 3. +9x 9c (301) ~. · ---- '"· o(l) 

3 2 

l\1:2 = l e"'" e"' 
6

a(h) e a(l) col 

'o U) J 6.--.- 4.x. ---.----3. 
2 3 2 2 3 

Si Ie constante, e igua_l.pasa con Ih quecl·a: 
•''¡; 

K. (1+2.x) 
lVI2 =------

4.x-j-3 
y: 

K 
J\'Il= ----

4.x 

iguales a los encontrados como resultado del Ejemplo N°. 4 •. 
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. 
1 

l -
Figura N•. 128 

4°.) _iplicaciones nmnériws. - Problemas. - Companttión de 
res·ultados. 

Problema. N°. 22. - Determinar las reacciones y diagrama:·! 
de momentos flectores del pórtico representado en la :fig. No 12!\ 
som~:;tido a la acción de lma carga concentrada en el punto medio 
del dintel. 

" 
Figura No. 129 

Como la carga es simétrica, las expresiones de cálculo adecua· 
das son: 
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a) Caso 1° en que I(el y I(h) son constantes: 

603 
• 36 

520 
x=--. -=----. -- "-' 2,36 

h .12 

I ~hl 1 1000 
36.202

• 36 

12 

Pues la sección del medio del dintel es de 60 x 36 y la de la 
mitad de altura del pié derecho de: 

(

52.40 +20) 

2 
. 36 = 36. 20 X 36 cms. 

La fórmula N"0
• 92,. reemplazando valores munéricos: 

K 3 p .1 
:NI=------- ------

el empuje es: 

8 (2.2,36 + 3) 

3.P.l 3 
---=----.P.l= 
8. (7,72) 61,76 

600. 000 
---=-9.710 Kgms. 

61,76 

9710 
E=---= , 1870 Kgrs. 

5,20 

b) Se tienen en cu:enta el acarteúuxi.iento del dintel y sesgo de 
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los piés derEchos. Para ello debemos calcular los valores e ti) • e([) 

y e a(ll) para lo cual: 

D.h 46 ,6.1 1,44 
--=-=0,80 --=--= "-' 0,144 

h 60 
como: 

e. (I+n) = 52,40 

Con et>tos valores se tiene: 

a) Gráfico n°. 6.- : 

b) 
" 

1 10,00 

52.40 

36.20 

c(o = 0,361 

e (I) = 2,50 

e) " n°. 11.- : e a(h) = 1,50 

los que reemp1lazamos en la expresión n°. 298. : 

Ci,361 

1,25 

C (1) • C(I) 

1\'I=-------=-P.l. 

' e(!) ca(h) 

--- = -11.950 Kgms. 
2,50+2,36 .1,50 

3. --+ 2.x.--
3 2 

e) C01nparación de resnltados - Referido al resultado más 
exacto sin duda, el de lVI · - 11. 950, el error incurrido al !,ceptar 
l¡ e In constantes, es : 

1°.) Para el momento en el vértice: 

11. 950 - 9710 
100.---- = "-' 18,80 % en defecto. 

11.950 

2°.) Para el momento en el centro del tramo: 

40.290-38.050 
100.------ 5. 80 % en exceso 

38.050. 
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Problema N°. 23. - Resolver el caso que plantea la •:g. i\T'' 
45G dellibr·) "Estática Aplicada" de Saliger (pág. 508). (1) 

Para calcular lVI deben primeramente determinarse los, valo
res de: 

.6.h 95 

-=-=0,865 
h 110 

e. (1+n) = 1,76 

.6.1 2,93 

'"" 0,209 
l 41,00 

1,76 
(1+n) = -- = 1,43 

1,23 

Los gráficm: respectivos clan con estos valores: 

Como: 

a) el n°. 5. 

1:) el n°. 4. 

e) el n°. 11. 

I Ol h 
:x=--.-

I (hl l 

La fórmula N°. 298 dá: 

e(!) . c(l) 
:M=-- ---

Ce - O ')9!';Q 
. (!)- ·"'-'" 

e - 996 (!)- ~,~ 

es -= 1,330 

555.000 650 
---- . -- = 0,333 
776.000 1400 

0,225.p.J.2 
-------- =-0,083.p.J.2 

<' (!) e a(h) 2,26 -+- 0,333 .1,33 
3.-,-+ 2.:x.---

Si no se tuvieran en cuenta el acartelamiento y los sesgos, Ia 
expresión No. 92 dá : 

( 1 ) Labor 1932 y cuyo resultado apenas se diferencia en 1,50 % del deduciilú 
en este trabajo. 
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K p.P 
l\1 = ~-----=-__ :__ ___ - ----

2.x-+· 3 4(2,00.0,33+3) 14,664 

== rv O. 0680 p 12 

El error cometido, al no tener en cuenta la verdadera forma 
del pórtico, es para este caso de : 

0,083 - 0,068 
rv 18% 

0,083 

suficientemente elevado para rehacerlos, incluyendo 6n ellos las in· 
fluoncias de los acartelamientos de los tramos y sesgos de los piés 
derechos, que puede obtenerse en forma sencilla con el procedimien· 
to general expuesto. 

5°.) Puede hacerse extensivo el procedimiento exp;uesto P.l cálcu
lo de cualqnier otra estructura a vértice fijo, v. gr. : las indicadas 
e!l ]as figuras N°. 130, 131. y 132, que no representan, desde lueg'(), 
dificultad Hlguna 

Figura N•. 130 

Figura No. 131 
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Figura No. 132 

figm;as No. 130, 131 y 132, que no presentan, desde luego, dificul
tad alguna. 
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