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1) Vertlces a desplazamlentos obligados — Centros mstanta,-
neos de rotacién.—

Los poérticos a vértices desplazables pueden dividirse en dos
grandes grupos a su vez, segiin que sus vértices sufran o no des-
plazamientos obligados.

Sea (fig. N°. 93) la estructura ADEB.

Figura N°. 93

Si articulamos las uniones rigidas D y K, el Gnico movimien-
to o desplazamiento de que es capaz el vértice D es una rotacién al-
rededor de A, pues estd unido a la articulacién de pié mediante la
barra DA. En la misma forma el punto I8 no puede tener capaci-
dad ‘de movimiento sino sobre el arco de cireulo de centro B. y ra-
dio BE. A estos pérticos los denominaremos a vértices a despla-
zamientos obligados. por oposicién al representado en la fig. N°. 94,

Figura Ne. 94
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en ¢l cual si articulamos igualmente las uniones rigidas B, C y D
nos eneontrames que el desplazamiento C—OC” del vértice C no pue-
de -determinarse, por cuanto es desconocida la nmueva posicién de
B en B ‘ ’

Como estas rotaciones son elementales, los arcos (fig. N° 95)
D-—D’: y BE—FE pueden confundirse con los perpendiculares D—D’
v E-—E’ a las direcciones DA v BE en D y E respectivamente. Si
prolongamos DA y BE hasta su encuentro (fig. N°. 95) en C, se-

Figura N°. 95

T4 éste evidentemente el centro instantineo de roiacidén correspon-

diente a la barra DE. Denominando r, y r, a los radios CD y CE
¥ a, v 2, los desplazamientos de D ¥ E, podemos cseribir:

2 a,

=9 (180)

I, Ty

Siendo ¢ la rotacién del conjunto DE alrededor de C hasta su
nueva posicibn D, B’/ C, formari también DI con D’ B’ el dngu-
lo ¢ tal como indica la figura arriba nombrada.

Si se conoce el desplazamiento a; quedard, en censecuencia, de-
tetminado a, en funcién del primero y de las caracteristicas geomsé-
trieas de la estructura.

Si ésta fuera miultiple, determinado o conocido el desplaza-
miento a, de B, puede, operdndose en igual forma, para el caso de
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estrueturas a vértices a desplazamientos obligados, conocerse la nue-
va posicién de los ejes de que consta. (Previa articulacién de to-
dos los vértices rigidos). Para ello, después de reemplazar los vér-
tices rigides A-B-E, ete., por articulaciones ,haileraos los centros
instantdneos de rotacién e,—c,—c,, ete. '

Conocidos, por ser datos del problema, los radios r;, r,, 1;, ete,
puede hallarse en la forma indicada en la fig. N°. 96, que al respee-
to.es sumamente elara, las nuevas posiciones D', B/, F’ ete. de los
vértices. ‘

d
/
-
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. ,’
s /
s 4
4
%\\ ! o
—
-

Figura N°. 96

En lo que sigue veremos tnicamente Ics pérticos a vértices
con desplazamientos obligados por cuanto éstos pueden resolverse,
como demostraremos a continuacién, para el caso de pids derechos
paralelos, con las mismas expresiones deducidas y empleadas al tra-
tar los pérticos con vértices fijos.

2°.) Cargas exteriores aplicadas al dintel. —

a) Caso general — Condicién de continuidad.
La dedueccién de las condiciones de continuidad, y de aportica-.
miento doble, puede hacerse en igual forma que la empleada al tra-
tar los poérticos a vértices fijos, sin més que tener en cuenta los 4n-
gulos suplementarios
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ay 2y ag

;. — 3. — ; ete.
b, b, h,

originadoé por el desplazamiento del dintel.

PFigura N°. 97

Separando del eonjunto los tramos 1 y 1 . en la forma que
indica laindica la fig. 98, articulando los 4ngulos rigidos A, B y
G, encontrando los centros instanténeos de rotacion C_; G de los

dinteles AB y BC, suponiendo conocido el desplazamiento a de A,

se tiene
51 ! a Y. antr
2y = = gup = 2 (181)
rigm) rd () Titat1) _ - 1d(at1)
' rd (n) rd(mt1)
Ap =8 (a—1) » { . ¥ a@diy=ap,. 5 O (182}
: Ti(n) Ti(nt1)
. _xd rd 1
A (nt1) -=a«(n+1)‘[ —{2) ] [ et ) (182)
T1(n) Il (n4—1)
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e

» Figuré;- Ne. 08

La nueva posicién del dintél es la A/B’C* habiendo sﬁdo altera-
do el valor del dngulo B. Esta variacién angular puede determinar-
se trazando por B’ las paralelas a AB y a BC, que -permite estable-
cer:

s _ 5
B =B--¢n- cp'(n_H)

Lia accién de las cargas engendra en concordancia de B? las si-
guientes variaciones angulares:

o _Kd (1
d‘h)EB.E Ty

By — KL 1<n+1>)
. Bion+1) T 6.E A(.I(ln.;_l)

El 4ngulo que primitivamente valia B° vale ahora:

Kd { L Ki Iin4
B.+9m+ Pty +5¢ (I(ln)> +6E (I(In—i-l))

Para restituir Ia continuidad deben aplicarse los momentos ex-
tremos M_ian) ; Md () 3 Mi(ln—H) ;Y Md(ln+1) en tal fovma que las
deformaciones angulares que engendran el mayor valor del B dado por
la expresién anterior hasta el inieial B. ,

Las Geformaciones angulares engendradas por Mi,, y Mdg,
“en B son: o
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Mi(l,n) 1(n) Md (In) I(111)

’ H us . o—
o d(ln)T a d(ln) o )

6.8 I, 3E I,

y las originadas por Mi y Md en igual lugar:

(In +1) (In1)
Br' __l_ ﬁ,,. Mi (In-+1) ’ 1 ntl l\Id (In41) 1 (n+1)
1 1 = ) .
(in--1) {nt1) . N .
3.E I 6.E I

(In4-1) i . (In41)

por cuanto todos los momentos de acuerdo a la eonvencién ds signos
son negativos. -
La constanela del B estara cumplida euando:

Kd(ln) ln Ki@otd)  Ia l:Mi(ln) In
B n n-+1 — . o
- Baent (p( TH+7%E 6. E I(-In) 6.E Tan+1) 6.E Iam
\Id(ln) In_ Mionta)  Inds Md (nt1) = Ind1 }__E
3.E Ign) 3.E  Intn) - 6. E I(1n+1) )

relacionando con respecto al al,/l,, multiplicando por 6 E, y reem-
plazendoa ¢n y on-+4'1 por sus valores dados por las expresiones
(181), se tiene: '

Mign) .x(n)+2. Md@n) . x(n)-+2 . Mi¢tn+1) . X (In-+-1)-+Md (1n+1). X (lnf1)==

=_[6_E,M+6E_i<__

- . —}-Kd(ln) xan, -l——Kl (In+1). }.\ln—'l)]
Ti(n) Ti(n41)

[assy

que es la relacién de 4 momentos para cuando lo§ apoyos del dintel
experimentan los desplazamientos a,_ ;a ya _ enla forma ana-
. lizada.

a) Aporticamiento doble — La deduceién de la condicién. de
aporticamiento doble no presenta tampoco ninguna dificultad, pu-
diéndola obtener en una forma anéloga.

Separando del resto de la estruetura un =omplejo formado por
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un dintel y los dos piés derechos que le son adyacentes y articu-
lando sus uniones rigidas, se obtiene que el desplazamiento a _, del
vértice A obliga al a del B (fig. N°. 99) mediante una 1otac1on P,

de AB alrededor de] centro instantaneo Cn.

|
I
l
|
g

Figura Ne. 99

Trazando por A’ las paralelas a h, ;yal ypor B al y
a b , los 4ngulos A y B se han transformado en:
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< < a‘n——l i
A=At g, + — (185}
h,
< < a’n
B =B g — (186)
h

Las cargas exteriores engendran las variaciones angulaves si-

guientes:
Ki Ly Kd Im
al,, = ——. y Bd(ln):—-———.———’

(1n)
6E I, 6.5 Ty,

Por consiguiente los dngulos A y B tienen un valor actual de:

< < CAPSN Ki In
A’-——u.i(ln) :A+ cpn+ - R - (187)
h (1) 6.1 I ()
< < a ., Kd In
B’———/Sd'(ln) =B—¢gn ——— . (188)
h 6.8 I

(n) (n)

Como consecuencia del desplazamiento a _  de A y de las car-

gas aplicadas
Para restituirlos a sus valores iniciales, debemos aplicar los mo-

mentos Ms(hn_l);’Ms(uq) s Mi am Y Ms (imy3 €01 sentidos adecunados.

Para establecer los correspondientes a Md ) y a Ms (hn$, no se

<

presentan dificultades desde que B’—,Bd(ln) es menor que B, pero no
' < .

pasa lo mismo con el A’—qai amdue puede ser mayor o menor que el

< a(a—1) Ki In
B segtin sea ¢n -} — — . mMAyor ¢ Imenor que cero.
ht—1 6.E Iaw
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Suponiendo gue los sentidos de los momentos sean los indicados
en el croquis C, las variaciones angulares en concordancia de A son:
en el pié derecho:

Ms (1) h (1)
Y (1) <
3.E Timy
en el dintel: 4
Mi, In
a’ (ln): s .
3.E T
Md () In
a” ) = .
' 6.E Tom
y en concordancia de B:
en el pié derecho:
s (hn) hn
Y () + :
3.E T iy
en el dintel:
Md,,,, In
B n)= — .
3.E T
Mi, ~—In
By = — :
6.E Loy -

La indeformabilidad de los 4ngulos A y B se coaseguira cuando:-
Angulo A

P e e

8.E Ttw—1y 3.E Iuy

A"{"‘q) 0 A(n—1) Ki .h'l {*I\Is(hn;—-l). hn—-—l Mi hl
" " haey - 6.E Imy

~Mday In ] )
6.E Iuw

== A ' (189)



ANO 24. N¢3-4. MAYO-JULIO 1937

— 597 —
angulo B: .
a Kd 1, S Ms,., by Md(ln) I
By —————  —— - ——— =
h, 6.E I, 3.8 Tin 3.E I(ln)
Mig, 1,
e =B ) (190)
6.E T

(In)

de ambas se deducen las siguientes simplificando, relacionando al

I
cociente —'0, y multiplicande por 6 E:

L
&n—1 . R
(191). 6.E. ¢, +6.E— :Kl.x(ln)+2.Ms(hn_1).x(hn'l’—]—
hn——] )
- 2'Ml(1n) S S —{—Md(h) X1y
. a:n
(192). —6.1. q)n—G.E.—:Kd.x(m)——&Ms(hn) ..\'(hn)—lr-
. hn
i +2.Md XMy X gy
recordando las (181):
2 (n—1) a1y 1 1
6.BE——6.] =6.E.a, ,.|—1 —
T () LS i) . h@—1)
= Kixg+2.Ms g, o+ 2.Mig xS Md g, Y, (198)
a an _ 1 1
—6.BE.——6.E. =6.B.a, | —F—— |=
Ta(n) hy o Tamy By | -

—_—-_Kd.x(m)—Z.Ms(h) .X_(hn)—§—2.Mdan)._X(m)—]— Mj(m) X (194)

) .

poniendo & a, en funcién de a _  ; (exp. 182) la (194) se trahs—
forma en la siguiente:



ANO 24. N°3-4. MA}{)(Q)S-]ULIO 1937

Tymy 1 Loy 1
—G.E.a(n.-l) . . % o =
Tty Tamy  Timy Da
=Kd.X (0y—2- MS (hn) . X(hn) 2. Md (1n) . X 1n) *++Mi (1n) . X (1n) (195)

Las (193) y (195) pueden escribirse también asi:

1 - rj(n) .
— T3 9 N\ -
6.B.am—1) - 14 =Kix g A2 Msg oy X gy T
Ti(n) (n—~1) .
A2 M Xy M Gy Xy (196)
1 Td(in)
| e T . .
—6.E.ap—1)- .14 " = Kd.x ,—2.Ms ). x 0+
ri(n) 1 (n)
=L Q'Md(m) X (m)+ Mi X 1y (197)

la relacién de ambas:

ri
(m)
A .
by  Kixgy+2.Msgn gy Xgn.ny + 2-MignyXn) + Md X0 ,
- Kk ; ' " (%)
1 + rd(n) Kd‘x(ln)‘-‘g.MS{hn) 'X(hn) +2'Md(lu)'x(lll)+Ml(lll)'X(hl)
hn

la denominaremos de aporticamiento doble, pues en elia se encuen-
tra expresada (al igual que la del N°. 83) la condicién de rigidez
de los &ngulos A y B.

b) Casos de piés derechos verticales — porticos simples o mil-
 tiples — condiciones de continuidad y aporticamiento doble sim-
plificadas. ' .

Las expresiones (184) y 198) que respectivamente representan
las condiciones de continuidad y aporticamienio doble permiten re-
solver todos los problemas que puedan presentarse para los casos en
que los piés derechos son paralelos, con toda sencillez. Ima (198)
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stla, en cambio, permite la resolucién de cualquicr pértico simple
con ¢ sin la restriceién antedicha. » . '

" Para el caso en que los piés derechos sean paralelos las (184)
y {198) admiten simplificaciones notables.

En este caso los centros instantdneos de rotacién se desplazan
todos al punto impropio de esa direccién, eon lo gue el movimiento
dei dintel se transforma en una traslacién. Para este caso y més
precisamente para cuando los piés derechos son verticales, las fér-
mulas arriba mencionadas se transforman en las siguientes:

a)_ Condicién de continuidad:

como o la (184) se transforma en la:

111(11) - I (1) =
. H - : ! T3 [ P
Ml(ln) .}.(m)—f-Q .Mdan) .X(m)—r2.1\ll(]n+1) X, i—l)TMd(ln 1) Xt

=— Ky, Xaay T Klgapny - Xgagn )

idéntica o la ecuacién de cuatro momentos o eondicién de continui-
dad tratada en el caso de porticos a vértices fijos.

b) Condicién de aporticamiento doble: Cemo:

Y Timy = Tamy = Tiques) = €€, = o

las (193), ¥ (194) se simplifican:

1 )
6.%.a. |———o>  =Kd.x 2. MS(pn—1)- X (hn—1)
[h(n_l).‘ (In) ‘ (hn—1) (1111 1) (200)
~+2. Mi (1) - X(1ny -+ (1) - X(in)
1 ,
—6.E.a.|—r :Kd.X(ln) ——2.1\1S(1,n) -X(hm) + : (201)
() 2. Md ny - X 1)+ Migmy X qm)
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y 1a (198) se reduce a:

by  Kigny-Xan)+2.Msmn—1)-X(hn—1) +2.Mi (n) . X an)+-Md ay- X (1n)

h (n—1) Kd(m).x my—2.Ms@n)  -X@n) +2.Mdan).Xan) -+ Mi (n).-X(in)
] (202)

que a su vez, para el caso en que h; = h,..... h = h se trans-
forma en la (83) ya analizada al tratar las estructuras a vértices
fijos.

¢) Aplicaciones a sistemas mds corrientes —— Ejemplos.

Como veremos enseguida mno tenemos necesidad de reeurrir
a las expresiones (200) y (201) aGn para el caso en que la estrue-
tura en estudio termine en semipdticos.

Debemos tener presente que adoptando eomo imedgnitas los
momentos extremos en la forma que lo hacemos, el total dc ellas
puede resultar igual o mayor que el néimero que mide su indeter-
minacién hiperestatica. De aqui se deduce que deutro del ndmero
de ecuaciones que las ligan estdn implicita o explicitamente inclui-
das simples relaciones estiticas.

En el caso presente, v. gr.: el equilibrio del conjunto para
cuando los piés derechos son verticales exige que:

Figura Ne. 100
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Asi, para la resolucién del caso presentado en la fig. IN°. 100,
se tiene que ¢l niimero de momentos extremos inedgnitos es 8 y
el de ecuaciones que las ligan:

1°) Coﬁdiciones de continuidad en B y C

2 exp.
2°) De aporticamiento doBle en los recorridos EA, BF,
FBCG y GCDH ' 3 »
3") Eqﬁi]ibrios ]iudos ByC : 2,
£y H=0 ' 1,
TOTAL § exp.

nimerc igual al anterior, siendo el problema, por lo tanto, soluble
en la forma planteada.

Figura N°. 101

Para el caso representado en la fig. N°. 101, que tiene cuatro
momentos extremos incégnitos méis que el an'erior; puede hacerse
extensiva la condicién de continuidad a los puntos A y D, y eseri
birse también para ellos las condiciones de X H = O, con lo que
el nfimero de ecuaciones que las ligan serdn también dos.

El desplazamiento del dintel ‘‘a’’ conoeidos los momentos extre-
mos pueden determinarse mediante cudlquiera de las (200) y (201).

En los ejemplos que siguen puede observarse la sencillez del
precedimiento expuesto para la resolucién de casos concretos.

Rev. Univer. Ajio XXTIV—3-4 : 13
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Ejercicio’ N°. 19. — Pértico isostdtico representado en la fig.
N°. 102 sometido a una carga vertical cualquicra.

Figura Ne. 102

La condicibn X H = 0.
desde que en B no puede existir empuje da:
H=0
con lo que tampoco puede existir momentos en el pié derecho y en
corsecuencia en B. Bl diagrama de momentos en el dintel se redu-

ce al correspondiente al sistema isostatico AB. Ei desp;la_zarqiento
¢“a’’ del dintel es (200):

. 1 .
6. E.a.—=Xi.xqn

=2

de donde:

.h » (203)
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Ejercicio N°. 20. — Pértico bi-articulado con des piés derechos
de diferentes alturas pero verticales.

La X H = O da:

H izquierda ~ H derecha I

0 sea que:

Mimn—1) Mg

h (n—1) hu
de donde:
hn-—-l
Msmn—1y = —Msuny -
, h,

Como:

My a1y My ¥ Magrny = — M, 1y

Pigura Ne. 103

resulta:
hp—1) : ba—1)
Msmn—1) = Mi@n) = Mgn) - =M mp—1) - (204)
n Ay
si:
ha Ty bh@—y . Ty ha
=1m ;X = X, = JRp—
hao) ’ L T L Tinm)

la condieién de aporticamiento doble (202) se transforma en la si-
guiente expresién previas las transformaciones necesarias.

m.Kd, ,—2.m.Ms, . .x+2.m.Md an)+'rg..Mi oy
+Eif2. Ms,, - %4-2.Mi +Md, ,, =0.

teniendo en cuenta la (204):
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— [Ki g - wKd g 1 = Mi ). {20 (41) +-mi+
o +Md - [20m. (5 41) 1]

‘de la que:

Kig,, +m. Kd,
Mi, =— : . (205)
- 2.z D) 4m] - mL [2.m. (x+41) +- 1]

Conocido Mi (m)los demés valores se determinan mediante la- (204)

El desplazamiento de ‘‘a’’ del dintel se caleula mediante el
empleo de cualquiera de las expresiones (201) o (202):

6. E.a

=Ki,, +2.Ms

- T3 tN i
(hn—1) X2 M (1n) TMdi(ln)

) . - )
= Kl(ln) +2.Ms oy X H2.ME M om
teniendo presente la. (204) : )

6.B.I,,

ca=Ki, Ms, . [2.(5,41)+m]
h

(n-1)""n

reemplazando Ms(}m_nl) por su valor dado por la (205), se tiene

va que Ms (1) = Mi ' ;

6.5. I(ln) [Ki(m)—l— Kd () .m] . [2.(x~}1)-tm]
. a:Ki(ln) ——

h(M).Iu P4+ m.R

en la que

P = {2.(x+1) +m]
y  R={2.m. (1) +1]

después de tna serie de transformaciones:

h, 1 m. (R.Ki |\ —m.Kd )

a=.———.— - (206)
6.8 I, P4+m.R. .
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Ejercicio N°. 21 -— Para el caso de forma simétrica pero car-

ga asimétrica, las f6rmulas anteriores se simplifican, pues:

X =X,
yentonces:
\/ m =1
Figura .
No. 104 P=2.x-+4+3
R=2.x+43

Luegs iss expresiones (205) y (206) se sunphﬁcan trans-
forméandose en las siguientes:

Ki-+Kd
Mig, =Md, = — (207)
2 (2x+3) .1
y
h(n—l) 1n
a = [Ki—Kd] . (208)
12 EI,, '

Si el gistema de carga se transforma en wna fuerza concen-

trada P, que actlie a distancia m y n de los extremos izquierdos
y derecho del dintel:

“m_’_E_ . . Sup. mom. = fmn l'An—.: o
l_ il y la (208) permite establecer que:

! l[ ’ n-m h r

‘ Lorm Len a= - e — . ———— . m.n
e S 3 1 4.E.I

Figura Ne. 105 o - (209) .
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Esta exvresién indica que si la fuerza actfia en la mitad iz
quierda de la viga; el desplazamiento de a, es positivo, es decir,
de izquierda a. derecha, pues en este caso n>m. Si m>n, es deeir,
si la fuerza actfia sobre la mitad derecha del dintel, el desplaza-
miento es hacia ia izquierda a causa de que el valor de ““a’" dado
por la (203} cambia de signo. :

Pue:le jnvestigarse la posicién de P que dé el maximo va.or a.
Como n == 1 — m, la anterior puede escribirse asi:

h P
a = — .(1-m)y (1-2m). m
12.1 E.1,
6:
P h .
4= ——— . —. {m.1*-3m*.1-+ 2.m?]
T12.E., 1
Si a es méximo:
i da, P h
—_—= = e — | (12--3.1.m + 6.m?)
dm 12.E.1, 1
de donde:
P—31lm-t+6m*=o0. - (210)
- yl=0z21- que resuelto da:
-~} . O
a : i
l=a50 /1
"—-——Q' m=—_.1{1 i /»—
| \L./.] 2 oy 3
L=a789 '
Figura Ne. 106 m 0.789
de dende: —- =

H 0.211

m
La ecuacién (210) muestra que a es cero para: —1—

m
:O’.__.:;]
1
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M : . m
v —1—— = 050 v el resultado ultimo-que es maximo para —1- = 0,789

) m
v 0,211. Si la posicién de la fuerza corresponde a —1— = (,211 el

desplazamiento es hacia la derecha (positivo) y hacia la izqu:erda
para m,/1 == 0,789. El gréifico ecorrespondiente lo indiea la fizura
ntm. 106.

Por aumento de Ih hasta valor infinito o disminucién de h
‘hasta ceero, no puede llegarse (salvo en el caso de simetrias de car-
ga v -foriva) por degeneracién de la estructura a la vigz empo-
trada, precisamente a causa del desplazamiento de ‘“a’ que ha
obligado & ambos pies derechos a girar alrededor de las articula-

: a
ciones de apoyo un aneulo — contado a partir de su posicidén
primitiva. ,

Por ceasiguiente las tangentes extremas a la elastica de de-
formacién del dintel no quedan horizontales sino gue forian, v.
gr.: a izguierda un angulo ¢ (fig. 103) con esa direccién.

|
iC Ejemplo N°. 22. — Sea el
T :?—' pértico representado en la fi-

=]

gura 107, euyo primer tra-
mo se encuentra sometido a
- la aecién de una carga cual-
quiera.

‘Figura Ne. 107



ANO 24. N°3-4. MAYO-JULIO 1937
- 608 —
La condicién:
2 H=0
ya que no hay otras cargas que no sean verticales, y que las reac-

ciones en A y B no puedan tener componentes horizontalex, per-
mite deduecir que:

H=0

Esta econclusién implieca la no existencia de momentos ilec-
tores en =l pié derecho, luego:

Ms (p,y = O
Entonces la:
2 H=0
aplicada al nudo C da:
Md -1 = Mi amy = M

La condicion de continuidad se transforma simplificindose:
AT 1 - — -
2.3.x o+ 2.Mox,, Kd g, .4 X )

81 denominamos:

la anterior permite deducir M:

Kd(ln .13 X,

2 (xx,)

ern

El desplazamiento ““a’’ del dintel podremos determinszric con
cualquierz de las expresiones 196 y 197.
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Si empleamos la primera: (n = 2)

6.E.a Kd.x,.x,
e b DML Xy e e
: h (% 4+ x,)
de donde: .
Kd X, . X,
V== — .h. (212).
6.E X, + X,

que indica que el desplazamiento cualquiera sea la carga apli-
cada al primer tiamo, es de sentido derecha-izquierda.

Si el pié derecho no existiera, serfa:

Ih = 0O
con lo que:
X, = X, =0
La expresién 212 da para este caso:

a=20

resultado cue coiresponde, evidentemente, a la viga continia

Ejemnlo N°. 23. — La condicién X Ph = O d4:
H =Hd=H

por consiyuiente, si los dos pies derechos son de igual al*ura, es
deeir, si h; = h,, debe tenerse:

Ms(hu) = Ms(hl)

quedando reducidos los momentos extremos inedgnitos a lc: tres
siguientes:

(en valor absoluto)

Mi gy = Ms;=—DMs,,
Md g,

¥ Mi W
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La condicién ‘de nudo da:

— Mdy, =— s, —Mi (214

g —
a9l T
¥

hn I
L-(L ’ - l
H 4
(] Mil
Ms gM‘fi M‘”Z >
- + M,

Figura N°. 108

La d= aporticamiento doble para el recorrido h,; 1, ; h, :

3.Mi(]1) - Xy 4+ 5.Md W) .x(]i)—f—Z.Ms(ho) .x(ho)—2.Ms(hl) X

=—1Kd, + Kd(h)] “Xay

La de continuidad del dintel en C:

Mi(l,» C Xyt 2.Md w 'X(1,)+ 2.Mi w .x(lz)z—Kd(I’) Xy

si hacemos:
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X (ho) - Xy @)
x= ;X = Yy X = ———
Xy Xy Fap
las anteriores se transforman en:
Mig, - [3--2.x+2.x] +38.Md, ) =— [Kd,, +Ki,,] (210)
T 9 3id.. . L i N (215
Mig, 0 1d, + 2.0 X [Kd,,] (215)

las ecuacicnes (213), (214) y (215), forman un sistema age i‘e—
suelve el problema:

Si designamos, por abreviar:

+ Migy, = 4 Ms,, ) =M = —Ms,

Md(h) =M,
y Mi (nr1y = M,
las antericres se transforman en:
M, =M-—+M, (213 bis)
MA42.M,+2.M,.x, =—Kd ' (214 his)

3.M 4 3.M, +M.x+2.M.x, = — Ki—Kd (215 big)

Eliminando M, entre la (213 bis) y (214 bis) y despejando M:
: —Kd—2.M,. (I+x,)
M= ) (216)
, 3 A

Procediendo en ignal forma entre las (213 bis) y (215 bis):
— ¢ —3.M, :
M= (217)
(6+2. (x+x,)
Eliminando M entre las (216) y (217):

3. (Ki-++Kd) — 2Ki (3-x-+x,)
M, == :

S
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denominando:
S = 3+12.x,+4.x+H4. x. x,-H . x, . x,-H4 x5, (218)

si entre las (213 bis) y (214 bis) eliminamos M, queda:

—Kd—2.M,. (1+x,) :
M— " (218 bis)
' 1—2.x,

se obtiene:
' —0c—3.M,
M = (219)
3-4+2. x-+2. x,

" Tas (218 bis) y (219) permiten deducir M :

— 0 . (2.x,—1) —Kd. (3+—2.x42.x,) - (219 his)
M, = —- ' :
S

Mediante la (213) es fécil obtener el valor de IM:

—2.06. (x}+1)+3.Kd
M= {220)
S

El desplazamiento puede calcularse, conocidos M, M, y M,
con la exp sién 196. en la forma conocida.

d)- Porticos simples, bi-articulados, con vértices a desplaza-
mientos colgados, de forma cualquiera. — Ejemplos.

La expresion (198) permite, con facilidad, resclver ecualquier
problema de esta indole. Como ejemplo, dada la similitud de las
soliciones, veren:os tinicamente el signiente, que servird de guia
para otros analogos.

Ejemplo N°, 24 — Sea el caso que representé 1a figura N° 109,
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Del erequis b se deduce: .
1‘111 hn——l ’ hn—jl
= . ri, = i,
1, ¥ a
ld(n) . hn hn
== rd(n) == 1
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Por corsiguiente, el primer miembro de la expresién (198)
vale:

hn~—1 111
1+
a b _,
=1
hn ln
14—
a ]1n
Como: Ms g y=—Md y Ms gy = Mig,

(hn)
La (198) se transforma en la siguiente:

Mi(m) .[3.x(h)+ 2.xam_1)l -+ Md(hi)' [3.x(1n)+2.x(m1)] 2T

==— [Ki- Kd] . X (221).
denominando:
E(hr—1) . X (in)
Xy Tt y X, = — (222).
. Fa : *ay,
la anterior se reduce 2: ;
Mian). [312.x,] 4 Mdan) [842.x,] =— [Kd 4 Ki] (223)
De la condieion X H = O
resyilta: " Hi=Hd=0 (2243
¢ T Ademis:
Ms(hn__l) :—.’\;Ii(ln) =Vi.a—M.h
. (223)
Ms (bm) = Md () = H.h
Como:
‘ . : " R.n
Vi.(a+In)=R.n R Vi =l———e.
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R.n
Vd. (a4-ln=R. (m-+a) Vd=R—
' a-In
La (225) se transforma en:
R.n
Mig, = |—|- a—Hh -
. a-+1In (226
—Md(m) =H .h
* valores que reen{plazados en la (223) dan:
(TR .n
ra—Hh B 42.5) —H.h. (34+2.%x,) = — [Ki— Kd]
a-+In

Si denominanios: .
3+ 2x, = q
v 34 2x, = @

la anterior se simplifica:

R n

.2.@,—H.h.g,—H.h.q,=— [Ki-+Kd]

a-LIn

de l‘aA que finalmente:

Rn.a.q
[Ki+-Kd] +
(a +n) 7
H = . (2211)
b (e @)

determinindose Mi, , y ~ Md

mediante las (226), una vez
calculado H. ‘

(In)’



a

ANO 24. N°3-4, MAY&E)]ULIO 1937

El diagrama cCe momentos se ha dibujado en el eroqu:s b)
de la figura N°. 109.

Es f4cil detcrminar los desplazamientos a,_, y a . Ilsto lo

haremos con cualesquiera de las expresiones (200) a (201).

Empleando la primera de las nombradas:

1

G.E.a(n__l)..—‘. 1——:—

I‘]( n) h n—~1

+2. Mi g X, Md

1'](11)

= &.X(m)+ 2. Ms (hn—1) 'X(lm——-l) +

(i) "~ ()

teniendo en cuenta las (222) y (226), después de una serie de trans-
formaeion~e

a 1 a(n——l) a
G.E.a(ml) . + —6.E. 1+_._ —
h(n——l) In h(n__l) h—(n—l) i
2.R.n
=Rit—.a (1+4x)—Hh (342:.x)
a-In

teniendo en cueuta el valor de H dado por la (227) se llega fi-
nalmente & -
R.n.a
Ki.e,—Kd. 9, -p — [844.x, 4.5, (1%,
‘ (a—+In)

6.5. (ot o) (14+2)

h

(n—1)

a idéntico resultzdo puede llegarse partiendo de la (201). .

Conocido a,_, , puede determinarse a ; para lo cual tendre-
mos en cucnta la (182):
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Tam) . n _
a_=a . —— g —_— (227

h

Ti(n) (m-1)
" La deformacion de la estructura esti represertada en el cro-
quis ¢) de 1a fig. N°. 109.
En forma andloga pueden caleularse. las estructuras Tepre-
sentadas en las figuras N°. 110 y N°. 111.

Figura No, 110 Figura N°, 111

Resolucion de otros ejemplos — A medida que la estruetura
es méas compleja, aumenta el nfimeroc de mgmentos extremos in-
ebgnitos y. por consiguiente, la dificultad de su eileulo, perdien-
do el método paviatinamente su comodidad y rap1dez, siendo pre-
ferible pala estos casos emplear métodos graficos.

3°. — Cargas exteriores aplicables a los piés derechos

a) Caso general — Condiciones de aporticamiento dc:ble y
de continuidad.

Supondremos las cargdas de direceidn izquierda-dereciz, de-
biéndose ew caso contrario invertir el signo a los términos de ecar-
ga en las respeciivas ecuaciones. Las hip6tesis y el procedimien-
to analizario en el caso de cargas aplicadas contra las vigas de

" Rev. Univer. Afio XXIV—3-4 ) ) 14
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dintel, son comunes al que ahora tratamos, de tal manera que
las deduceciones de las expresiones que correspondan a las condi-
ciones de continuidad y de aporticamiento doble, no presentan
ya ninguna difieultad.

Primeramente deduciremos las férmulas generales para el ca-
S0 en quo ios piés derechos y dinteles tengan direcciones cuales-
quiera, y como hicimos en el capitulo anterior, luego las simpli-
ficadas para cuando los piés derechos son verticales.

Caso general — Condiciéon de continuidad. — Es la deduci-
da en el capitulo anterior, dando valor cero a los términos de
earga:,

Mign) « Xa) + 2.Md () - Xan) + 2.Mint1) « Xanta)

ap—1 a
+Md(1n+1) » X (In41) =-~6.E.[_n — = }
T1(n) I(n+41)
Condiciones de aporticamiento doble. — Separaremos como

en el caso de cargas aplicadas contra el dintel, un conjunto for-
mado por un dintel y dos piés derechos que le sean adyacentes.
Articulando sus uniones rigidas, y suponiendo el conjunto des-
pinzado a su posiciéon definitiva, tendremos que los angulos in-
terncs de valores iniciales A y B, tendran otros actuales de:

< <K a

n-1
A=At +
hn-l
< < a
B=B—o —
. .

Las curgas aphcadas a ambos piés derechos, deformarin a
éstos originando en concordancia de sus extremos las siguientes
variaciones angulares: :
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- pié derecho h .+
parte superior:
Kd(hn——l) h,n—-l
Y (hn—1) °
o 6.8 T 1)
parte inferior:
Ki (hn—1) h_n——l
8 ‘hn——1) =
i 6.8 Ton—1
'é derecho h_:
parte superior:
Kd () h,
Y om) :
A
. _ 6. 5K I (tm)
parte inferior: )
Ih(hn) hn
8hm) .
6.8 Iam)

Figura Ne, 112
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Si suponemos que Y(]m———l) , ¥ -y(hn)sean menores que a,(n_l)fi—

h(n_l) ¥ que a(l;)—:— h.(n) , respectivamente, los momentos extremos

incégnitos: Ms ; Ms,, o Mi

(hn—1) 3 (kY y Md . tienen los seatidos

(In) )

siguientes- Ms s MS_(hn~1) ¥ Mi () » Positivos; y Md (ny Dega-
tivo. '

Las deformaciones angulares que se originan son:
a) En concordancia de los piés derechos:

1°) en el exiremo superior de h _  :

MS gy Doy
’ pova—
7 (hp1) "'I“ .
3.8 L 1)
2°. en el extremo superior de h : T
Ms (i) b,
! J—
7 (bn) + :
' 3.5 LI
b) En el dintel:
. . Migay — bn
originado por Ml(m) ! ) = e ——
o 3.E I
extremo izquierdo
: : L Mgy L
idem por Md w g = R
‘ 6.5 I(ln)
Md,, In
originado por Md . .8’ qm —— ——
3.E Tim
extremo derecho:
. . o Mi,; In
dem por M](m) B (1) = - —_—
6.8 T

(In)-
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Cuando estos momentos, Mi Md ete., tengan simul-

(in) ? (in) ?
tdneamente valores tales que los dngulos A y B después e todo
este proceso adquieran sus medidas inieiales, el problema estarad

resuelto ¥ darin; por consiguiente, su solucidén.

Para ello es necesario que:

< - < a1y
A A+t =Yy Y )™ @y
hn ‘
<
o gy =4
< < aw <
B):  B—————0n Sy Y gy T gy B ey = B
h

n

Reemplazanso valores ya hallados anteriormente, de la pri-
mera se o-ciene:

o1 By Kooy Bagy MSgp gy By
; = . + . +

hey 4y T 6.8 Ty 3-E L

: N[j(ln) l(ln) 1\/‘[d’(lu) ln

-+ . -

5.B I, 6.B I,

de ia que

1 1
6.5-20,4 T | T By gy X gy +

ha—1) Tigw

F2MS Gy - ey 2 M gy X gy M Xy, (230)
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operando:en forma andloga, de la segunda:

1 1
6.E.an.| —F

=IKd 2. Ms X

¢ L _
()" > (hn) (hn)

1'd(n)

—2.3Md g - Sy — My Xy (231}

relacionando a ambas.

a@—1) [1 h (a—1)

h (a—1) Ti(n) :[ Kd o1y X1+ 2-MS(n-1)-X(he-1) T 2. Miin) - X () - Md(1n) X(n

an _{1+

hy ] —EKdun). Xn)y=—2-M50m)- Xy +2.Md 10y - X0y +Mign) - X1
hy

rdq (238)
que expresa la condicién que hemos denominado aporticamiento
doble. .

El ca culo de los desplazamientos a,_ , y a_ puede dete.minar-
se ‘mediante las (230) o (231), conocidos previamente los mo-

menios extremos incdégnitos.

b) Casos de piés derechos verticales — Idem simplificades. -—
En este ciso, el centro instantineo correspondientz a la viza din-
tel 1 ,se iraslada al punto impropio de la direceién comun de
los piés derechos, con lo cnal aquel sufre en realidad una trasla-
cién, quedando:

= 1‘d(n) =

reduciénunse la (232) a la siguiente:

b Kdg o S F2Meg xR 2ME xR M X,

h —Kd

(a-1) (hny " Nan) ™

- | - Y £ -
2.Msam) X gy 2.Md(m) X 1y Ml(ln) X 1y (23

La condicién de continuidad se reduce a:

3 9N _ 3 . 1M . — c
Mi any* Samy ™ H.Md(m) 'k(mﬂ‘ 2.M1“n+1) X (1n+1)‘r‘Md(m+1) .:\(m+1)._0. (234
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- Aderads quedan subsistentes:
para cada nudo: 2 M =0
vy la condicién de equilibrio estitico:
2 Ph=0

Ejercicio N°. 25. — Portico isostitico, representado en la fi-
gura N° 113, sometido a carga horizontal aplicada contra el pié
derecho.

B VA.*C

3~

Figura No. 113

Lia eoudieidn:
2Ph=0
desde que en C no puede haber reaccién econ componente horizon-
tal dd ‘
R=H

Tl momento en B, es:
M=Hh—Rn=R(m-+n) —R.n=R.m
M=R.m -
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La raaccién vertical en C:

Para calcular el desplazamiento ‘‘a’’, emplazaremos la expre-
sion (230) teniendo en cuenta que:

Ty =@ ; Md,,=0 ¥aque Msﬂ(hn__l) =Mi, =M
- 2 (n_—l) & .
6.5. = Kd(lm——l) X (1) +2.M. [x (m—1) -+ X ]
h(n~--1)
" Si hacemos:
fa—1)
X —
X(m)
queda:
6.E a,
—— =Kd,, x+2.M. (x+1)
X (1n) h
de la que:
Kd.x4+2.M. (x-}1)
a == : . X(In) . h
6. E o
o finalmente:
Kd. x4+ 2.R.m. (x--1)
a= ’ .h.x 237) .
[§))
6.E
Ejercicio N°, 36. — Pértico bi-articulado con dintel hori-

zontal y piés derechos de igual altura y diferntes momentos de
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inercia. Como la carga estd aplicada contra el pié derecho h
finicamente y con sentido derecha-izquierda, debemos al emplear

la xpresién (233) anular Ki y cambiar el sigiio a Kium) .

(hn—-1)
Procediendo como se deja indicado:

‘ 3 H
2. Mg, 4y XgpoqyF2.Mi XM, x

—_— =
R (X gy 2 M8 gy Xy 2 M X gy M) Xy
/ \ M.
t _";'Ln T
\ n
— L x I’."(
\ ho- ——]
o ————— . D— ———— & _—— HL = ———. aa———— ® Sio—————— &
Ha
Figura Ne. 114
si hacemos
X (hn—1) X (hm)
X, = Yy X, == —
Xany ()
y teniend» en cuenta que:
M, =Ms g, =M, ¥ +M=Md, =—DMs,
la aunterior se transforma en:
2.M,x, -+ 2.M, - M,
—1l=
Kd - X2+ 2.M,.X, + 2. M, - M,
de la que: '
—Kd . x,=M,. (84-2.5,) +M,. (3+2.x,) . (238)
de la condicién " XPh =20

se deduce: » R = Hi + Hd
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de donde: Hd = R — Hi : - (239)
por consiguiente: ‘

E 4

M,=M, ,=Hd.h—R.n=(R—Hi).h—R.n.

M,=R.m—Hi.h

M, =M, , =—Hih

Reemplazando estos valores en la (238):
—Kd.x, = (R.om—Hi.h). 83+2.x,) —Hi.h. (3-+2.x,)

de la que finalmente:

Kd.x,~+R.M. (342.x,)
Hi = , : (241)
2.h. 3+ x, -+ x,)
Ejemplo N°. 27. — Si se tratara de resolver el mismo proble-
ma anterio., pero com:
) I(n——l) = 1(]m)
se tendria:
X, =X, =X
con lo qua la.(241) se reduce a:
Kd.x . R.m
Hi= + (242)

2.h. (8342.x) 2.h

quedando subsistentes las (239) y (240).
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El desplazamiento ““a’’ del dintel lo determinaremos con la
(230) : - : '
El(n—l)
6.5, -

h (—1)

=2.M, Xy, 2. Myx )+ M, x

(In)

dividiendo por x amY teniendo en cuenta la (242) tenemos, final-
mente:

haa—1y - X () (243)

— A1y == | R.om. (14 2.x) »}—Kd.x:l . B E

Ejempio N°. 28. — Pértico simple bi-articulado con dintel
ineiinado y piés derechos de difereutes alturas con sus extremos
articulados, situados también a niveles diferentes (fig. 115;.

Figura No, 115

En este caso, como en los anteriores:
2Ph =0
de donde: - Hi - Hd = R

que conduce a: - Hi=R -Hd (245).
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Ademis: : ) .
~ —M2=Ms(]m) = Hd.hn
M, = Ms (1) = (R—Hd). (m +n)—R.n== (246)
= R.m-—Hd.h(n_l)

La condieidn de aporticamiento doble (233) permite estable-
cer que:

Kd.h g, )X g 2 Myx 0 2., x g M, x g

—_— =
2.M,.x 2. M3 L ()
(247)
en la que _
hD
S =
hnml
Si dividimos por x . ¥ denominamos
X (hn—1) X ()
X3 = - y Xy = -
"X () X (1n)
y hacemos, por abreviar:
A=z (x-+1)-+8 vy B=2.8. (1+x,) }+1
la (247) se transforma en:
—Kig, 4, w =A.M,}+B.M,
Reemplazando M, y M, por sus valores:
—Kd g, 5= R.m. A—Hd.b A 4587
de la que finalmente:
Kd.h X, +R.om. A
(n—1) "L
Hd = ~(248)

b g - [A+s.B]
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Tl desplazamiento ‘‘a’ del . dmtel puede determmarse me-
diante la (230), recordando que rl(n) =00

a

(n—1)
= Kd(m—r, . x(hn_l)+2.M1.x(hn__1) -+
(n—1)

6.E

h
+2'M1'X(m)+M3*x(1n)
multiplicando por x;; reemplazando a M, y M, por sus valores

dados por las expresiones (246) y a Hd por el cerrespondlente
de la (248) se tiene:

. ) : ’ ) 9
Kdgonty.%, 2.5, --1).Rom — Kd.h@—1).x,.A+R.m.A

e A+s.B
o0 6.E.
X(ln)k», h(n';l_) l (249)
si fuera: X T X=X
y . b, ;,=h =h
quedaria: ‘ s=1
y:  A=B=(2x-}3)
eon lo que la (249) se reduciria a:
Kd.h ., -x+ (2.x41).R.m
dan ™ Xny- Doy
12 . R ‘
‘que coincide con la (244) deducida en la pagina
Ejempio N°. 29. — Pértico compuesto de un dintel horizon-

tal de dos tramos cuyos dos extremos exteriores estdn sunpl(-
mente aporados y de un pié derecho ve1t1ea1 artlculado (iig. n".
116):
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La condieién:
' IR =0
da:
R=H (240 -
con lo que: : .
Ms,,, =H.h—Bm=R (mtn) —Rm=ERxn (251)

Val,:,__
. A o

Figura N°. 116

Ta conéicién de continuidad en C déa:
(251 bis). Md - X oy T M gy T angny ™ 0
La de imposibilidad de giro del nudo C:
M =20

—Mdgy, A+ Mi gy = Ms, v (252)
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denominando:
%) ¥ (lag1)
Xay *w

las (251), (25 bis) y (252), se transforman:

R.ne=NMs
(hn

)
Md (m) X, ~-Mi (o) - X2 = 0.
—~'\'Icl(ln)+ Mi angay - X = Ms My = R n
despe jando Mi (ot
. X3
Mi (b1 =R.n-} Md, = — Mdan) PR
. XZ
de donde:
Xs
Md, =—Rmn —— - (253)
' X X,
y por cousiguiente:
, X, . X,
T3 = — 2543
Mi gy =Rn—Rom. R.n. (254)
» X1"}“3{2 X1+X2

El desplazamiento del dintel puede calcularse inmediatamen-
te con la (2380) o con la (231).

Aplieando la primera al recorrido h, s loga®

.6.H.a

% Kd.x(h) +2.Ms(h) X —}—2.Mi(m+1)‘. X (nt1)

1
a1



q
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Reemplazando valores, multiplicando por x,, y despejando

““a’ se tiene:

h?

X;.Xs b .x,
g = Kd,,+2.Rn. 1+ Y| . — (255)
’ XX, 6.E | ’
Ejercicio N°, 30. — El problema que plantea el croquis a)

de la figura N° 117, puede resolverse asi:
a) Condicion XPh = O

R = H(hn——-l) + H(hn) .
(256)

e H gy = B —Hy,
b) La condiciéon X M =0 en C:
— Md g+ Mi gy gy = Ms g (:57)

¢) Condicién de continuidad en C:

Mgy X0+ 2-Md g - X0+ 2 Mige ) - X gagy = O (258)

d) Condicién de aporticamiento doble, recorrido h (ny1); la);

. Kd(hn-l) -X(m-1)+2 'LIS(Iln-l)'X(Iln-1)+2'Mi(hl)‘x(m)+Md(lu)'X(m)

._2,Ms(hn) . xv(hn)-[—Z.Md(m.’ . x(ln)—]—l\/[i(m. X0

También podemos eseribir:

My = By b ©{260)

’\/,[s_(lm o= H

(hn_l).h——R.m=R.n——Ms(hn) (261
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C B

"""""" B

Figura Ne. 117

Bl sistema de ecuaciones (257) a (261) resuelve el problema:
si hacemos:

X(hn1)_ X (un) X (In+1)
X T e 3 Xy y X, =- —_

*m) X () Xm)
el sistema ¢nterior se transforma en el siguiente:
— M+ Mi gy = M : (262).

Mi,y +2.Md,, + 2. Mipqq) X =0 1263).

Rev. Univer. Afio XXIV—3-4 15
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Al

—Kd 4y X=3Md , +3Mi, 42Ms . —Ms, x,  (265)

Ms 5, =RBn—Ms, (2r5).
Lia resolucién di:
de la (265):
—Ms g, =Ms ., —R.mn
que reemplszado en la (264):
—Kd (h-1) x=3.Md Iny +3.Mi amy T2-Msg oy -x+H2.Ms o X—
—2.R.n.x,;

cémo: MS nqy = Mig,,

la anterior sc transforma en:

—Kd - x= 3.Md,,,+ Mi,,- [3-F2.x-F2.x,] —2.Ra.x, (266)

Eliminando Mi ] entre las (262) y (263):

In+1)

2, 1 - ¢ = — N3 —
2.Ms,,,-x.+2.Md ,.x, =—DMi, —2.Md,

reemplazandoe a Ms(hn) por su valor dado por la (265):

C - .. N 'O N ., = — Mi —92.M
2.x,.R.n - 2.x2.Ms(hn_l)—,—u.l\ld(m). X, Mi,, —2.Md
¥ como: Mg pnny = My,
2.x,.R.n. =+ 2.Md ) [14-x] .zl\t[i(lu) C[2x—1] - (267)

Eliminando Md any entre las (266) y (267):

M [2.x,—1] —2.x,.R.n

i (my -
Md

()

2. (1+x,)
-—Kd.x~Mi .. [34+2.54+2.5,] +2.R.n.x;

8.
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de la que, después de una serie de transformaciones, se obtiene:

—2.Kd.x. (14=x,) +2.R.n. [3.x,+2.x, -} 2.x,.x,]
Mig,, = , (268)
3+12.x, +4. x4 4.x.x, 4+ t.x, +4.3,.x,

En formia analoga pueden deducirse:
, —KRd.x.[2.x,~1] —2.R.n. [2.x.x,}+x-}3.x,]
Md(m) = (269)
+12.x, +4.xt}+4.x.x,+ 4.5, +4.x.%,

3. Kd.x-+Rmn. {34+4.x—2.x]

Mi g, = e

3412 . x,4+4. x4 x. 5,44 x,+4.x,.5,

El desplazamiento ‘‘a’’ puede ealecularse reemplazando Md
vy Mi(ln): Ms (in—1) €1 la (230).

(In)
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CAPITULI XI

Momentos exteriores

1°. — Momentos aplicados a los vértices o nudos.—
Condiciones de econtinuidad, de aportica-
miento doble y de imposibilidad de giro de -

los nudos. — Desplazamientos de éstos. —
Ejemplos.
2°. — Momentos aplicados a los vértices o nudos. —
Idem.
1°. — Momentos aplicados a los vértices o nudos. — Con-
diciones de continuidad, de aporticamiento doble y. de la impo-
sibilidad de giro de los nudos. — Desplazamientos de ésfes. —

Ejemplos.

Como hicimos notar al tratar este punto en el caso de es-
tructuras o vértices fijos, se-debe en las expresiones (199) 7 {202},
anular los valores K e ineluir el momento exterior M lentro
de la condicibn que exprese la imposibilidad de giro. del nudo
respectivo.

Por consiguiente, el conjunto de ecuaciones que permiten
resolver un problema de esta naturaleba ,es:

a) Condicién de continuidad:

Mi g - gy 2 Md ) X g+ 2 M X e
4 Md 0 (271) —

(nt1) X oty =
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b) Condiciéx: de aporticamiento doble: .

b, 2.Ms ;45 X (nery T 2Mi ) Xy Md g "X (1n)
— = ’ 1%
h(n——~1) o — 271\Is(hn) D -+ 2.Md'(:}n) .x(m)-;- Mlan) X 0
¢) Condicién de imposibilidad de giro
SM=0. . (273)

en la que, eomo dijimos, debe considerarse inciuido o excluido
el momento exterior M, segin corresponda a un nudo en el que

actie 0 15 como causa exterior.

d) El despiazamiento ‘‘a’ del dintel quede determinarse madian-
te la (200) o la (201) que quedan reducidas a:

6.E.a - o
=] 2.Msam_1) .x(hn_l)—}— 2'Mian) X 1y 4 Md(m).x(]n) (274)
h {(n—1) ‘
S.E.a .
e T 2.Ms(]m) .x(lm)—-}— 2'Md(1n) .X(lu)—I— Mi(m) X 1y (275)
h

n

En los ejemplos que siguen podrd apreciarse la sencilloz con
que puede resolverse cualquier caso que se plantee.

Ejemplo N°. 81. — Poértico isostitico sometido a la aceibn
de un momento M que actlia en su vértice.

Como en B a causa del carro de movimientos horizmtales

no pueden existir fuerzas de esta direccidn, las leyes de «quili-

brin estiticr exigen que tampoco existan en A.

Por cousiguiente, no existen momentos a lo largo del pié de-
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Figura Ne. 118

Como Ms (1) — Md(m): 0O, de vla (204) se deduce:

G.E.a 1

“(n)
=2,  Mi =2.M. — —

(iny ¥ (in)

- T
h(n—-l) “(In)

de donde:
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. 1(n) h(hn—-l)
a=M., —  — : » (276)
I oy 3 E
Ejempls N°. 32. — Si se tratara de resolver «l caso arilogo

representad . en la figura 119, se tendria:

"

h—j“——-——»—‘
& .

M’ln
!

=

T

B
|
|

La condicion X H = 0
da: Ms gy = —Ms 4,
y como debe ser: .
M@, =—-Ms,,, podemos eseribir Ms =~ =3Md,, =

=My, =M,
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Ademéis denominaremos:
Mi W = M,

Con est: nomenclatura y adoptando como coeﬁmente de fle-
xibilidad :

x (hn-1) ’

Fam o
la expresién (272) de aporticamiento doble se reduce a la siguiente:.

2.M,.x 1+ 2.M, -+ M,

—_—1=
2.M,.x-+2.M,-+ M,
de la que:
- - —— .. 3.M2
—My=— {21
34+4.x
La conaqicién del nudo X M = O:

M,+M,=M -~
permite e¢nn la anterior dedueir:

3.M 3-L4.x
(278) . M, = ——— yM,=———— . M

2. (2.x-}+3) 2.(2.x+3)

que resuelven el problema.

El valor de ‘“‘a’” puede determinarse ¢n la forma conroeida.
2°. — Momentos aplicados en los extremos articulados.

Si el o los momentos M estuvieran aplicados er: los extremos
artlculado.a, la deduccién del diagrama de los momentos flectores
tampoco presenta dificultades, pudiéndose reeurrir, en forma ané-
loga, a las expresiones que dan las condiciones de aporticamiento
simple, doble, de continuidad, ete., que resuelven cualquier pro-
blema con sencillez
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Ademas, este caso conjuntament con los anteriores permite
resolver las estructuras cerradas denominadas cuadros y las em-
potaadas que trataremos en otros articulos indicando solamente
agni para las segundas el procedimiento general que seguiremos,
ya que para las primeras no se aparta del conocido. ,

Si el empotramiento no existe, v la estructura se carga de
acuerdo al problema a résolvér, la tangente que corresponde al
extremo empotrado habri girado un angulo que sabemos deter-
minar. En este extremo podemos aplicar, supuesta la estructura des-
cargada, un momento M que origine-en ella una rotacién igual y
contraria a la anterior. Si ambos casos son simuitineos, la tan-
gente no g'ra y M. es la solueién del problema.

‘Este método permite establecer asi otra condicién, la de em-
potramiento, que para estructuras a vértices fijos es anéloga a
la vista en el eapitulo correspondiente a vigas bi-empotradas.

Las condiciones de continuidad, para el caso de pies dere-
chos verticales, es igual a las (231):

Mi X gy +2-Md ) x  42. M

- [
(n) * ()" ant1) Fangny {0

+Md g X opr, = O (271 bis)

La de aporticamiento doble queda semejante a la (233), sin
més que permutar los valores K, por los Mi, respectivos:

h -

n

h

(n-+1}

M 2. Ms |20

Y hne1) " (hne1) (hn-1) X (hn-1 amy Xy T

AT - T - LTS " o
=M e S gy T2 My X T My X g

. +Md(1n) X
— 2. Ms.

(279)
(hn” ()

Sobre las demés condiciones, no hay nada nuavo que agregar.
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- Ejemplo N°. 33. — Calcular el diagrama de momento flecto-
res del pdrtico isostdtico representado en la figura N°. 120, pava
el caso en gue un aumento ‘‘M’’ actfie en el ex'remo A’ arti-
. eulado.

B _— IC

T
|
|

M

M.\!

|
I
|

Figura N, 129

No existiendo fuerzas exteriores y no pudien lo haber en C
Teaeciones ccn componentes horizoniales, la condicion £ H =0
impliea que tampoco puede haberlas en A.

Luego el momento ‘M’ permanece counstante a lo largo do:
pié derechc, vy en el dintel varia linealmente desde esie valor
hasta cero en C. -

Lia reacecidn Va vale:
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El desplazamiento ‘‘a’’ se caleula mediante la expresion (231).

1 .
6.E.an—=»M.x - 2.Ms. ay X, F2.Mig X (1)
h
03
6.E.a.n .
=M.x +2.M.x, +2.M.x,
h
6.H.a
=3.M.x - 2.Mx,
h
M.x, M.x
a,= .h+ -h
2.E 3.8
M
a,=—. h. [3.xh—{— 2Xl]
6.E
(280)
! T Ejemplo N°. 34 — Pértico bi-ar-
!/ Y tienlado cuyo extremo articulado
gy l + del pié derecho h _, se eicuentra
. bajo la accién de un momento cx-
+ [ : terior <M’ (figura 121) .
Figura No 121

Como X H=20

resulta 'Hi = Hd
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El equilibrio del pié derecho h (1) permite establecer:
Hs,,, = M—H.h (2¢1)
y el deh:

H.b = Ms,,

Como la condiciéon X M = O para el vértice ® se reduce a:

Ms ) — Md(ln)

podemos eseribir finalmente: -

l — Y o N\ 7 )
Ms g, = — M, = Msy, ;, — M (282)

La condicién de aporticamiento doble (279) aplicada a este
Ccaso:

T3 . G - 9\ : n AT
Mig gy X ey T2 M8 ) X gy T2 M8y - Xy MG X

—] =

2.Md(m) 'X(m)+MS(1m,1) X +2.Mdan) X imy

0:
Mi(hn.l) X (hn-1)+ Z.MS(lm_l)x—}- 2.Ms (1) -+ Md(ln)

—] =

2."\'Id(m) -+ Ms (ho1) -+ 2.M€(m) x
de la que:

(8-+2.x) . Md(ln)-{— 3+2.x) . Ms (hn1) = — Mi (1) S
Comgo: -
Ms(hn_l) =M — Ms(hn) = Mi (11;1.1) -+ Mdan)
resulta:
B-2.x) . Md(m)—’r (34+2.x) . [M- Mdan)] = __Mium-l) X
o finalmente:
3 x-4+1
Md ) =——. CMig (283)

(in)
2.x+3
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luego:
3. (x--1) ‘x}3
Ms . ,,= Mi M, . Mi (a1
2. (2x43) 2.(2.x}3
| | (289
Ejemplo N°. 35. — E! momento ““M’’ actfia en el extremo sim-

plemente apecyado del tramo 1, de la estructura vepresentida en

la figura 122,

h,

r

!
|
|
|

I
_________ |
[
|
|

.L Figura No. 122

Como: £ H =0
~ debe ser: M, = O
yeomoen B: XM = O

debe ser necesariamente trmbién: M, = M,

La ~ondicién de continuidad, teniendo en cuenta el sentido
de M es

2. M,x ) 4+ 2.M,.x —M.x,

o (nta) —
Si:

Xay 2,
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la aceién se simplifica, legandose finalmente a:

Xy ]
M=, — (285)
2. (%)
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( APITULO XTI
Porticos a vértices fijos con acartelamienfos y sesgos

1°.) Erroves derivados de mo tener en cuenta el es-
pesor de las p,ieza's el aecartelamiento de los
tramos y el sesgo de los piés derechos.

20.) Gréfico para el eileulo de las deformiacimes an
gulares extremos de piés derecho sesgados.

3°.) Resolucién de ejercicios sobre algunos tipos de
estructuras.

4°) Probiemas y comparacién de resultados. Apli-
caciones numéricas. '

5°.) Otros problemas.

1°.) Trrores derivados de nc tener en cuenta el espesor de
las piezas, ¢l acartelamiento de los tramos v el sesgo de los p 3
derechos.

En el edleulo de las estructuras apprticadas, tal como las es
~tudiadas en los capitulos anteriores, se suponen corsiantes los mo-
mentos de inercia de los piés derechos y de las vigas-dintel, asi co-
mo también se prescinde de la 111fluenel<1 de sus respectivos espe-
sores.

Si un pértico no tiene ni acartelamientos ni sesgos, sicmpre
al emplearse las férmulas ya deducidas, sc comete un error, por
cuanto ,al establecerse las condiciones de continuidad, de aporti-
camiento doble, ete., se ha supuesto como de igual momento de
inercia tedo el pié derechu desde r hasta o (fig. N°. 123), euando
en realidad eso se eumpuJ iinicamente desde r haste s, pues entrs
s ¥ o, debide al espesor diel - dintel, su momento de inercia puede
considerarse infinito. Queda asi, el tridngulo de sur‘erflme de mo-
mentos redueidos ¥, s, ¢ menor que el o, p, r.
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Por causa andloga, v. gr.: si la carga que actia sobre el din-
tel es tnicamente repariida, el diagrama similar a lo largo de
éste ;no es el m, n, f sin el a, b, £, ¢, d (fig. N°. 123).

n Teniendo en cuenta los es-
pesores reales de las piezas
i ={»  deberiamos "caleular con los
o diagramas a. b. f. c¢. d.;
-+ a,b,e,dyr. q.s., vy no
con los m. n. f., 8. . 1.
P ' ¥, m.m’. n.n’, con lo que se
l ) introduce, al no hacerlo asi,
I l un error, que aunque 1o es
de gran consideracién, influ-
l l ye en la exactitud de los re-
| l sultados. Luego, a continua-
' "4 cién veremos como se reduce.

mm.9%
|

oy

Figura Ne. 123

Errores originados por los acartelamientos y sesgos. — Co-
mo generalmente los dinteles de las construceiones wporticadas pre-
sentan acartelamietnos, y sus pjiés derechos sesgos, ¢l diagrama de
momentos reduecidos, proporcional a las deformaciones angnlares,
base del caleulo, sufre alteraciones en' su valor, que conviene ana-
lizar para valorizar su influencia y su importancia.

Il acartelamiento del dintel, disminuye las superficies de mo-
mentos reducidos  del dintel, la positiva de m. n. e¢. £. 1. m. a
lam. n. ¢. £. 1. . m. y la negativa de la m. n. n’. m’. a
lam. n. n”. ¢ f.1. V. n”. (figura N°. 124).

En este caso debe observarse que las superficies a. bh. m.
ym. m’. b. a.,,d. e. n. yd. e. . n. gue analizamos va como
causa de errores, al prescindir del verdadero espesor de las riezas;
se han reducido 2 las m. a. b. y m. a. b’. m’. mcaores.

Por lo tanto, al temer en cueniec en las vigas dintel, los
acartelamentios, se reduce también, simultineamente el errvor de-
bido al espesor de las piczas.
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Refiriéndonos en la figura N°. 125 al sesgo del pié derecho,
 la primitiva. superficie de momentos reducidos r. p. o. que co-
rresponde al caso en que se considera constante al momento de
inercia Im, se transforma en la r. p. o. . t. y-r. en el caso

Figura No. 124

i
™
X,
d

Figura N°. 125

2

contrario. Se reduce también asi, la influencia del error debido al
espesor del dintel, desde que la nueva superficie parcial o/. p. q.
s’. es mencr que la o. p. q. s.

Rev. Univer. Afio XXIV —3-4 16
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Para valorar, enfonces, la influnecia de los acartelamientos vy
sesgos, debemos emplear ea la deduceién de las férmulas gue dan
las. condiciones de continuidad, de aporticamientos coble y simple,
las expresiones que fengan en cuente tales acartelamientos y ses-
gos y no las que correspondan al momenio de inereia constante.
En este caso hemos visto que se reduce, también, la importancia -
del error debido al espescr de las piezas. :

Nada varian el sistemas y el concepto’ del caleulo analizado en
capitulos anteriores, debicado al deducirse las nuevas formulus que
corresponden a las condiciones de continuidad, ete., tener presente
que las expresiones que dan las deformaciones a.ngulares extremas,
son, para cuando existan aecartelamientos, las consignadas en los
graficos 2 a2 9, y para cuando hay sesgos en los pids derechos, las
inelnidas en les graficos 11 a 14.

20} Grdfico pare el cdlculo de las deformaciones angularcs
extremas e pies deriechos sesgados.

Se incluyen los eorrespondientes a las siguientes causas ex-
teriores, en los graficos N°. 11 a N°. 14: a) momento M actuande
en el extremo superior (grafico N°, 11); b) carga uniformemente
repartida (grafico N°. 12} ; e¢) fuerza P concentrada actuando en
la tercera parte superior de h (grafico N°. 13); y d) idem a Jas
incluidas en los graficos 11 a 14

Su empleo es semejante al indicado para incluir los acarte-
lados en el céleculo de las deformaciones extremas de las vigas,
por lo qua solamente haremos presente quc:

¢t y e representan las rotaciones angulares extremas inferics
v superior criginadas por la causa ¢ (carga).

¥r Cohn1ys Coqumys ©LC-, TeDresentan las deformaciones an-

gulares extremos en los piés derechos h 1y ¥ ©, en los extremos ad-
yvacente y opuesto a aque: en que actiia el momento M, como eau-

sa exterior, respectivamente.
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- 3°) Condiciones de cmztzmwdad de aporticamiento doble 0

.

szmp]e y de nudo.

Condicion de continuided — Lios dngulos ¢« ¥ B de la expre-

sién 75, son para eéste caso:

€o (ins1)

(In-+-1)

Mig, 1, Mg
o _
B (n)~ i I 1 o(ln)
y. 1 I(In) G.E.I(ln)
Md (1) I Md ()
71 — - .
'8 an) . - * ln . c"n(ln)
o
3.1 I(In) 6.8 I(m)
Md gy Tt Md )
7 J— o
@ 1) : - : 1(n+1)'
6.1 I(1n+1) G.E.I(ln+1)
Miayy e Mi, )
IZ4 T [
& (1) : = - ca
3.1 I(In—i—l) 6.E.I(1n+1)
, _
i I&d(]n) 1n O(]n)
By = : = Ly Cim
6.1 I(m) G.E.I(ln)
Ki pes) | C nt1y
o e . - .1 v C.e R
(in) n-4-1 «Ci (In=-1)
6.8 I(ln+1) G.E.I(ln_H)
que reemplazadas en la expresién 75 ya menecionada:
C(ln) Mian) - Mdan)
. .In.co@in) - o L ln. Q) =
6.EJI(ny d(]“)vi—bEI(l n-000n) 6.E.Iumy ()
: Ml
_ [ Cn+1) nbt . S nity + d (in4-1)
6.EI(nt1) 6.EI (nt1)

Min)

—_ 1 . -
+6.E.I(1_n+1) ntl couﬂn]

Lo . co(ind1) +

(286)
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ficaciones:

1 I, Ly I,
Ky =7+ ¥ Xandn) = e

T L Ty Lo
la vxpresién anterior se transforma en la siguiente, previa simpli-
fieuciones B

c:1(111)
T3 N i B
Mi oy X gn) -Coany T 2.licl(ln) X (ny -
2
9 i SO N ¥ =
+ 2. Mi (lut1) « X nt1)- [ "Id(1u+1) -X (in4-1) -Co (In-+1)
ea (In-+1)

. { (997
“[c(ln) Xy« Cdamy T C (nt1y lota . ©° (ln+1)J (287,

quc es la ecuacién de cuatro momentos o condicién de continuidad
para el caso en que se tenga en cuenta los acartclamientos del
dinuel, ' ’
N
Condicién de aporticamiento doble. -~ La indeformabilidad
del dngulo formado por L, v 1 , exige que: (exp. N°. 80).

. E o’ -' 2
% (in) 7 (hn-1) (p) T & (In) T Y (in-1) ("88)

v la del dsterminado entre Ly hn (ex.: No. 81)

J— 7’ ,/
By + Y’(Im) Yo + B’(ln) +B (in) (289)
vatiendo pa™a estos casos:.
K](In) » 111 C!(ln)
a(ln) = : - + -‘ln . C(i: (In)
6.E I, 6.E.T,,
N 1 1
Kd (hn-1) {1 n-—1 C (hn-1)
7 (hn1y T =4 — b 4. ey
B I 6.E.1T

(hn-1) (hn-1)
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B Kd(m) 1n B C(In)
ﬁ(ln)‘ _+ '111-03(111)
6.E I, 6.E.1,,
Kd(hn) hu \ C(hn)
MO — =T ‘ 0« Co(im)
6.E I, 6.5.1,,,
Mi (in) ln Mi ()
Sy T =— 3 MY
3.E I, 6.5.T,,
Sy, Lo M,
Ty T T Li. ¢ qmy
6.E I, 6.5.T,
, B Mi (i) 1n B L3N] (n)
B (In) - : ln -€ ()
6.8 I,  6.E.I,
M, I, My,
144 s po—
B” iy - 1o
3.8 I, 6.5.1,,
Ms (hn-1) h n—1 Ms (hn-1)
Ty R — by .y
3.5 I(hn-l) 6'L'I(hn-1)
. MS (1 h, MS 1y
Yamy ™ = ’ h,.e, m
3. E I 6.E.1 ’
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si reemplazamos estos valores en las S0 y 31, tenemos:

1 3
¢ (In) C (hn-1) M‘(m)
R . ln . C? (1n) + T . hn—-l . Cg(lm‘l): - .
6.13.1(111) 6'-E'I(1m.1) 6.E.I(m)
Md () Ms (an-1)
1n- Coginy). ™ . ln <Coamy™ . hn-1 - Cithn-1)
G'E~I(1n) G.E.I(hml)
Y () MS (1,0 C thn)
. ]~n Cg(ln) o . hn- c’a‘(hn) - hn- Cg (hn)
ni N AL
6.15.1 G.E.I(hn) G.E.Iam)
Mi (n) ) Md (in) .
- . ln . co (In) - . ln . c:1(111) .
. 6.E.I(]n) 6.E‘I(m)

multiplieanido a ambas por I,/1,, simplificande 6.1 y haciendo:

o Ty,

las anteriores se reducen a:

(290) C iy« X(im)+ 6 (n) 4 € (un1) - X(hn-1) .5 (1) =

— Mi(n) X (1n)- €a (1n) — Md (in) - X(3n) - Co (1n)— MS (hn-1)- X (bn-1) Cu (hn-1)«

(291) C (n)- X(1n) - €d (1n) — MS(in) X (hn-Ca(hm)== C(hn)- X (hm)- € & (o) —
— Mi(n). X(in) - Co(iny—Md(1n) . X (1n)- Ca(in)-
quz convenientemente sumadas C .
= M8 (101 (mety € ey M 1y Finy - [0 1yt Coquay | —
__Md(in) X gy - [co(ln)+ e, |+ Ms(hn).:\:(hn) Cohny =
= C(ln) X (1) 'C(i;(in)+ O(ln)'x(ln)'cg(ln) =+ C(hml)'X (1) Co (hne1) —

- c
~Clmy ) - € stmy
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que podemos transformar, teniendo presente gue:

Co (In) + C’a(ln) == C(ln)

en la siguiente:

. Cany | . Can)
3 .N[l(}n) « X(1n) - --3—- '+‘CS.N[d(m).X(1.n) 3 +
Coliny Ca (un)
+21’IS (ho-1) + X (hn-1) - 5 -2, 1\',[5(],11). X (hn)- —-—2——- j—

= C(m)-X(m) . [C‘;(ln) + Ci (ln)] — [C(hn~l) X (m-1) - €5 (im-1)~—

— Coumy - Xuny - Cium ] -

que por aralogia denominaremos condicién de apovticamiento d»-
ble, semejante a la N° 83, y no se diferencia de ella sino en que
ésta es mis amplia desde que tiene en cuenta los acartelamientos
de los dintcles y sesgos de los piés derechas.

Condiciones de aporticamientos simples. — Si en la 291 ha-
cemos n = 1; simplificando 6. K, y tenemos en cuenta que
- M3 W = O queda finalmente:

| (293)

Caqy)
2. I\Id(ll)- Xa,) - 5 —2.Ms (1)« Xy + Canp)
D)
= Ca,) Xy - Cday +C(h,) <Xy - Coy -

que es la coudicién de semi-empotramiento inicial.

Si repetimos reemplazos y simplificaciones, haciendo n =2z en
la (290) queda:
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| (294)
Ca (1z)

2. Mi(}z) « X(12) - —2——

_C':L(hz-l)
+ 2. Ms(hz-l) « Xhz-1) —2-—-—=

== Cun - Xaw - €3 ay—Coiz-1) - X az-1) - €3z~ 1)+
que es la ecndicién de semi-aporticamiento final.

Condicion de nudor, — Quedan inalterables las N°. 85, pues
son independientes de las rigideces de las piezas.

4°)y — Resolucion de e¢jercicios — Para lus problemas rue ten-
ga~ una, des o tres inedgnitas es prefarible deducir las expresiones
que dan los momentos extremos en la misma forma que hemuos ope-
radc anteviormente al tratar los pdrticos cuyos momentos de iner-'
cia tienen valores constantes a lo largo de cada una de sus piezas;
en cambis, cuando el ntmero de inedgnitas sea superior cornviens
establecer para cada caso las condiciones d-. aj)orti :amiento doble,
simples, ete., buscando previamente los valores C, v luego recién
despejar ¢l valor de las inebgnitas.

Ejercicio N°. 36. — Em-

pleando la misma nomencla-
tura que la usada en el ejem-
l plo N°. 1; y recurriendo a la '
l expresién de aporticamiento
l simple generalizada. (293) :
|

Figura N°. 125 bis \_u

Cuy , Cam,) .
—_— .J.M:d“') 'X(IH) . ——‘)“ = C(I,) X -6 gﬂ.)

d

2.Md WX -

pues: ‘ —Md,, =+Ms @y YC 0

M)
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de la que se deduce, haciendo
' Xy
X —_—
*ay
Cay -
Md(ll) = f—“\f[s(hj) = —
Cay Camy . (295)
2. -+ x.
2 2

Si no existieran sesgos ni acartelamientss se simplifica en:

, Kd,
Md =
214x)
pues:
d =
Capy Coay = Ky
= 9
) 2.
= 2
. - ca(hl) -l .
igual a la (87).
Ejemplp Ne. 87. — Si la carga actfia contra’ el pié derecho,

haciendo C W = O en la (293) queda:

-

Figura No. 126

o 1H
Xy ¢Sy
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como : X =

queda

& c
- S8y

M= Ms(hl)z —

(296)
Caqy) Gy
& - X.
2 2
que se transforma en la N°. 115 para I = counstante.
Ejercicioc N°. 38. — Portico bi-articulado, simétrico, con carga

vertical también simétrica, que actia sobre el dintel. En lo que si-
gue nos referimos a las figuras 66 y 127

Por uo actuar cargas contra los piés derechos en la e\presmn
general de aporticamiento doble, debg hacerss.

C(hn-l) - C(hn) = ("
Ademas, por simetria:

M=Ms, ;= Mi,,,= Md(m) =—DMs,,

A e Tm1) T Fm) : -

I mmmﬂmmm
-1 , TT—

Figura N°. 127

™)
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Luego, la expresién 292 se simplifica:

, ¢ CCw ] YD)
T« | - L9 M % o
3M.x. ) . —+3.M.x, . 2. 0x !
3 » 2 2
ca(h)
; T . . . Lo
-2 M.\(h) . C(x) X [('(1?(1) : r_gu)]A
. 2
haciendo:
£ m)
X proang
T
i .
O[Sy, Tes ]
M=— _
queda : e e (297)
I a(h)
2. | 3. —deox
3 3
Como hipétesis la carga es simétrica:
= pd =
e ed s eo.
taego:
[
C(l) . es
M= —
0 Caqm) (298)
3. — L%y —
3 2

Si se suponen constantes los momentos de inercia, del dintel e
ignales a 1., y los de ambos pieg derechos a 1 w

)
C(l) ey =K
ey = 3
i 2
= = 1
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la (298) se reduce a: ,
K

M= ———
3+2.x
igual a la (92).
Ejercicio N°. 39. — Si la carga estuviera aplicada conira am-

bos piés derechos en forma simétrica, empleando iguales simpli-
ficaciones que las de problema N° 7 y las del anterior, tendriamos
escribiendo la expresién de aporticamiento doble:

e : ew Ca(n) N
. 19w R
3.M.x, . —4+3.M.x, . +2.M.x . |
: 3 2 2
Ca(h) .
+2.M.x . =— {C ) X % mny +
2
T C (- Xnmy - €5 (imy)
como : v
Conny=—Cany=Cpy 7 Cltm) = Camy T G
queda :
C Ca(h)
3.M.x(1) —_— oM Xy - ——=Cy X, .cg(h)
3 2
haciendo:
* )
X =
- Xy
restulta finalmente:
T
Coy- - %m
M= —
: . . (299)
o Cam
3 4+ 2. — . X
3 2
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Si Ie y Ih fueran ‘constantes:

Kd.x
M= ———
3+2.x
igual a la (116).
Ejercici, N°. 40. — Si sobre el pértico que corresponde a las

figuras 67 v 128, actuaran eargas iguales en sus dos tramos y si-
métricamente eon respecto a los ejes de cada tramo ¥ del conjunto
adoptando igual nomenclatura se tendria:

a) condicién de continuidad

< Ca Caqn)
M,.xgy e, +2.M.x . +2.M,.x, . -+
2 2
—_— < 1
FWx gy ey =10y ¥q iy 00 S0 %in!
simplificando Xt
Cam ,

i Y 4 /] I e

M,.e gyt 2.0, Cuy -y . (a).

2

pues como las ecargas son iguales y simétricas:

C
e a1,

= ey ¥ C(In)= C

b) Condicién de aporticamiento doble:

Cw Cm Cathy
8.M,.x, — +3.M.xy . — +2Muxg,,  —— = —
3 3 2
— ) { [ -~ c
Coy Xqy - Lefq, +ego 2.Cyy -xqy -2y
haciendo:
X
X —_—
o)

Rev. Univer. Afio XXIV—3-4 ) 17
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queda :
) € Cam)
Q ] i ; ! - — a .
3., 3.0, L 2.M,.x = 2.0 %
3 3 2
0:
AL ‘o Camn) L. Ca o .
My 8. ——=2.x -+ 3.M, -—-—.4.(:'(1) 'C((:I) 1))
2 2 2
¢) Deduccién de M, y M, . — Eliminando M, entre a. ¥ b.
€ . €
¢ P
Co -y | &— (300)
2 3 i
L{1 =
Cay  Cam Catm ) ‘i
- a .
6. — . ——4.x. : — 3 — gy
B 2 2 2 3 .
haciendo Ic propio con M,:
o . am |
Coy -G, - |3 +2.x ———2.¢ (301)
3 2
B/‘L_) R
Gy Cm - Ca Ca)
- 4.x. — 9. 00(1)
2 3 2 2 3 '
Si I = constante, e igual pasa con I queda:
K. (142.%) K
My—— v M, = —
4.x4-3 ' 4.x-+3

iguales a los encontrados eomo resultado del Ejemplo N°. 4.
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Tl Fit T
‘f B . . M

. ‘TL s /—\‘

L] R

L____Al J—"

Figura Ne. 128

4°.) Aplicaciones numséricus. — Problemas. — Comparacién de
resultudos.

Problema N° 22. - Determinar las reacciones y diagrama:
de momentos flectores del pértico representado en la fig. N° 129,
sometido 2 la aceibn de una carga concentrada en el punto medio
del dintel. ‘

Figura No. 129

Como la carga es simétrica, las expresiones de edleulo adecua-
das son: : - ’



ANO 24. N°3-4. MA}GOS-]ULIO 1937

a) Caso 1° en que T ¥ I, son constantes:

60° . 36
1, & 12 520
X = —— . ~ 2,36
15, 1 1000
36.20° . 36
12

Pues la seccién del medio del diniel es de 60 x 36 y la de la
milad de altura del pié derecho de:

/52.40 - 20

. 36=236.20 X 36 cms.
2 :

La férmula Ne. 92, reemplazando valores numéricos:

K 3 P.1
Moo= =
2.x13 8 (2.2,36--3)
3.P.1 3
T e == .P.1=
8. (7,72) 6176
600 . 000
= = .. 9.710 Kgms.
61,76 ‘
A 9710
el empuje es: . E= = /1870 Kgrs.
' 5,20

"'b) Se titnen en cuenta el acartelamiento del dintel y sesgo de
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los piés derechos. Para ello debemos ealeular los valores el - Cp

Y C.m DPara lo eual: )
Ah 46 Al 1,44

—— == =0,80 - —_— e =y 0,144
h 60 v 1 10,00
como :
52.40
e. (14=n) = 52,40 (I14mn) = = 1,25
36.20
Con esios valores se tiene:
a) Grafico n°. 6.— : ety = 0,361
n) , 1o 4.5 : eq = 2,50
c) »y Do 11l.—: e, m = L50
los que reemplazamos en la expresién n°. 298.:
, C(I) e, 0,361
M=— =—P.1 = 11950 Kgms.
RPN Catny 2,50-1-2,36.1,50
+ 2.8 :
3 2
¢) Comparacion de resultados — Referido al resultado més
exacto sin duda, el de M = — 11.950, el error incurrido al «.ceptar

T; e I, constantes, es:
1°.) Para el momento en el vértice:

11.950 — 9710
100, — ==~y 18,80 % en defecto.

11.950
'2".) Para el momento en el centro del tramo:

40.290 — 38.050

100 . ==

5.80 '% en exeeso
38.050. ' '




- ANO 24. N*3-4. MAYO-JULIO 1937
— 670 —

Problema Ne°. 23. — Resolver el caso que plantea la rg. N°
455 del libro ‘“ Estatica Aplicada’ de Saligel: (pag. B08). (M
Para caleular M deben primeramente determinarse los vale-

res de:
Ah 95 Al 2,93
— e 22,865 —— = o~ 0,209
h 110 1 41,00
1,76
e. (1-4n) = 1,76 L () = e =143
1,23
Los graficos respectivos dan con estos valores:
a) el m°. 5. : Yy = 0.2250
k) el n°. 4. : e == 2,26 '
¢) el m°. 11. : ¢, = 1,330
Conio:
I

h  555.000 650
= . ——=0,383

T, 1  776.000 1400

1)

Xo=

La férmula N°. 298 di:

Gy - e 0,225.p.12
= =_0,083.p.12

2,26 - 0,333.1,33

M=
Cwm Camy
3. —— 4+ 2.x.

2 2
< e

Si no se tuvieran en cuenta el acartelamiento y los sesgos, la

expresién N°. 92 da:

(1) ZLabor 1932 y cuyo resultado apenas se diferencia en 1,50 9% del deducido
en este trabajo.
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K p. I p.l
2.x-L3 4(2,00.0,3343) 14,664
=~ 0.0680 pI*

El errvor cometido, al no tener en cuenta la verdadera forma
del pértico, es para este caso de:

0,083 — 0,068
=~ 18 %
0,083

suficientemente elevado para rehacerlos, incluyendo en ellos las in-
fluencias de los acartelamientos de los tramos y sesgos de los piés
derechos, que puede obtenerse en forma sencilla econ el procedimien-
to general expuesto.

5°.) Puede hacerse extensivo el procedimiento expuesto al cileu-
lo de cualquier otra estructura a vértice fijo, v. gr.: las indicadas
en las figuras N°. 130, 131 y 132, que no representan, desde luego,
dificultad alguna

F F

Figura Ne°. 130

Figura No, 131
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Figura Ne. 132

figuras N°. 130, 131 y 132, que no presentan, desde luego, dificul-
tad alguna. '





