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(Continuacién)

b) Condicién de aporticamiento doble - Considerando el con-
junto formado por h, ,y 1 se tiene, proceliendo en forma ané-
logs a la anterior, que las deformaciones angulares cxtremas engen-
dradas por Mi, y Md,, en el extremo izquierde de 1 son:

Mig, 1.
originado por Mi ;_: « (n) == S
T
3.E Im

extremo izquierdo de 1
/ Mdgn 1o

idem por Md, @  a”gny=— .

6.E I(ln)
Ademés las originadas en el pié derecho son:

en el extremo superior, originada por Ms, .,

Ms (hn—1) hn«ml

7 (hn—1) =

3. B I(Im—l)
y en el extremo inferior debido a igual causa anterior:

Ms (hn—1) haa )
8 (nn—1) = — . - (78)
6.E T m—1)

La indeformabilidad del dngulo formado enive h, y I exige

quc:

< o ) <

B —aumy — yo—1) + ¢ ny + ¢ @) + ¥V(n—1y =B (79)
de donde:

¢ () 4 ¥ (hn—1) == &) + & n) 4+ Y in—1) (80)
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debiendo tener presente que son positivos los incrementos angula-
res que tiendan a aumentar el valor inicial dei R y negativos en
caso countrario.

De la misma manera la condicién de indelcrmakilidad del an-
gilo C formado entre 1 v h = serd:

1. 4 | 77 w7 bt
o C_B(ln)—! Y iy T B (1n)’!‘-ﬁ ()= 7 (hn)
de la que:

| — I »74 i 14 Q
B(ln)—r Y my T Y iy T B (n) T B” oy (81)
2142 ’ R 17 — .
en esta dltima By s B an Y Y valen :
Ml(m) In
Bln) = —
S 6.E Tam)
Md 1) ‘111
B”(Iﬂ) fro— __.___......_...__. L e
3.E Tam
A
e ) hn
v (my = —

3 . E I (hn)
Si swmamos las exppesiones 80 y 81 obtendremos la condieibn

de rigidez conjunta de los dngulos A. y B.

— T ‘_: , i
[a(ln)—:_'B(ln)] -+ {’/(hn-lz"““/(nn)] =tla g B (In) ]4 i
! 174 I. ! V { QDY
+ o 4y T B” oy T 1Y ey 7 iy ) tez)
Reemplaza.nc’!d en ésta los respeectivos valoves de e, B ¥ vy te
tenemos :

Koo I Kiaw Jn | (e bo Ko n]__
[G.E Iy E.G I(]nJT{ 6.15 Tgw-n . 6.E Tom
3.E I(]n) 6.E I(]n). G.E I(In) 3.k I(]n)
Ms(iny .ll_l?f_wl\lsum—l) ~hea }
[S.E Teuny 3.E T n—1y
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Refiriendo los cocientes y ——a vy denominando:
Ity 1) lo
L I, hn I
n . _Qz X(ln) ; il._._l_ . ‘sz(hn—l) etC.
Iy o Tn—y 1o

la anterior se transforma en:

[Kd (1) + Kigny] - Xan) + [Kin—1) - Xhn—1) — Ki(n) X (nny ] =

=== 8. Mi(1n)-X an)83— - Md (1n)- X (1n) + 2-MS(hn)- X (5n)—2. M S (in—1)- X (hn—1)

que puede escribirse asi:

3. Mian) Xan)+3.Md 1o X n) +2.MStn—1) . X (n—1) 2. MS(hn) X(im) =
= — [Kdn) +Kign)]- X @) — [Kiten-<1) Xan—1) —Kigny X omy]  (83)
que denominaremos condicién de aporticamiento deble, y liga a los
momentos de losextremos superiores de dos viés derechos consecu-
tivis v a los dos también extremos (derecho ¢ izguierdo) del tra-
mo que comprenden, con las solicitaciones exteriores. Los términos
encerrados entre paréntesis en el segundo micmbro, significan lo si-
guiente :
1°) Influencia de la carga sobre la viga dintel 1

2°) Idem de la carga que actfia sobre los piés derechos

¢) Cdndiéiones de aporticamiento simples.—

Si se tratara de estudiar un caso como el representado en la
fig. 60 correspondiente a un posible primer framo, se tendria que

PR |
R

-

TFigura 60 v
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utilizar la expresién N°. 81, que empleando los indices convenien-
tes seria: ' : '

' — [~ ! ’
18('1])_1‘7 my Yy TP ) + B (L)

Reemplazando valores, teniendo en cuenta el cambio d= indi-

ces y que Mi(ll) = Q:

- Kigy 1, Mswy, b,  Kigy h Md,,

6.E Igy 3.E Imy 6.E Tamy 3.E Tq,
eliminando E e introduciendo el concepto de coeficiente de flexihi-
lidad, resulta: )

2. 1\1(1 (1) - X (11)_2. MS(hl) . X(h1) e Ki (11).X (1) ’i‘Ki(hl) 'X(hz) (84)

gque denominaremos condicién.de 'aport.icamiento simple correspon-
diente al semipértico primero.

En forma aniloga puede obtenerse la condicién de apprtica-
miento simple correspondiente a un tltimo semi-périico (fig. n®. 81).

 Figura N°. 61

De la expresién n°. 80 se obtiene, permutando en forma ade
cuada los indices:
o - N,
'1(1z)+ Y (hze) ¢ (lz)+ T (hay).
de la que, reemplazando a, 8 y y por sus valoves ya obtenidos:

Kig, Iz + Kigzy hea Mi gz Iz

6.8 Igy 6.8  Igu, 3.8 Iu,
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Md (1) 1z Ms (hz-1)  h(z—1)

6.8 Tg 8.8  Ige

de Ia que teniendo en cuenta que Md a = O, se obtiene:
2.Mi (iz) » X (12) + 2.Ms (hz-p) - X(hz'l) m—
= Kiuz)- X (1) “"Ki(hz -0 Xz-1) (85)

quz es la eondicion de rigidez del tltimo dngulis y la denominaremos
de aporticamiento simple correspondiente al Gltime semi-pértico.

d) Imposibilidad de giro de los nudos. — Ademés de las ex-
presiones ya encontradas pueden eseribirse las siguientes, teniendo
en cuenta que el equilibrio de cada nudo exige la imposibilidad de
una rotaeién o giro:

nudo L,y h, 31, — Mdgpy =—Mig -+ M‘s(,m_,)
nudol, ;h, ;L —Mduw =—Migy +MSipn ®
A0 Lups; Do Lore  — Mdgnpy = —Migarsy ~+MSpmray

20, — Caéo de carga general, — Uso de las expresiones de-

ducidas para la resolucién de una estructura cualquiera a vértices
fijos y extremos articulados. — Ejercicios y ejemplos. —

Resolucidon de problemas. — Un problema estard resuelto cuan-
do conozcamos la totalidad de los momentos exiremos inedgnitos y
esto es posible mediante el empleo de las expresiones que dan las

Figura N°. 62
o
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condiciones de continuidad, de aporticamientos doble y simple, y de
la imposibilidad de giro de cada nudo.

Asi, si tuviéramos qué resolver la estructura reprcsentada en ia
figura N°. 62, podriamos establecer:

a) Cuatro condiciones de continuidad ... .. .... ... 4
b) Tres de aporticamiento doble . ... ... cee ... 3
¢} Cuatro de imposibilidad de giro de los 1mdos U

d) Una de aporticamiento simple (ya sea la correspon-
diente al 1°. o al dltimo semipértico) . ... .. .... 1
Total 12

o sea un total de doce ecuaciones para ligar los doee momentos in-
cognitos cxtremos, que permiten, por lo tanto, resolver el problema.

Si la estructura a 1'esolver fuera la represeniada en la figura
niimero 63, se tendria:

Figura N°, 63

a) Tres condiciones de aporticamiento doble 3
b) Igual ntimero de condiciones de continuidad 3
¢) Una de aporticamiento simple . ... ... .1
d) Tres de imposibilidad de girvo . ... . 3

Total 10

nfimero de ecuaciones igual al de momentos extremos meocmtos del
problema. :

Todas estas exp,‘r-esiones se usan y utilizan cn forma semejante
a las de Clapeyron: si un tramo o pié derecho esti descargade, los
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corvespondientes valores de Ki y Kd se anulan, y si la carga actha
de abajo a arriba en los dinteles o de derecha a izquierda en los piés
derechos deben cambiarse los signos de ellos, faclitando los 2jem-
plos que siguen la comprensiéon necesaria para su uso.

En esta parte correspondiente a los pérticos o estructuras a
vérticas fijos pueden incluirse y asi lo haremos las que tengan vér-
tices desplazables euando sean simétricas y esién solicitadas por
causas también simétrieas, pues en este caso los vértices permane-
cerdn evidentemente fijos.

En la resolucién de problemas tendremos en cuenta que las
formas més usadas son aquellas en las cuales Ios piés derecnoz y
dinteles se cortan en general a 4ngulo recto.

3°.) Deduccién de férmulas de cileulo de los casos de apli-
cacion més corrientes. —

Ejemplo N°. 1 ‘— Pértico biarticulado, compuesto de un din-
tel horizontal v de un pié derecho vertieal, sometido a carga ver-
tieal. )

Para este caso la expresion 86 da:

— = . Mi S M
Md W) 1\11(}2) L Ms )
¥ ¢omo:

’ Mig,, =0
resuita:

/ L
— Md(l,) -+ Ms ()

La condicién de aporticamiento simple N°. 84 permite estable-

cer que: ' ’

— Kd

2. [—Mdy ] g, =2 M, 5

() X ')
de donde:

I(d(]j) - X1

B’Id(ll) =
2. (xay+xqy)
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R
M |
le—m .___,,r__n _.,.]
. | Q@ L
Figura N°. 64 l V4
! //,,,/“’-"/;M\J&
I +
M
;\/ Sh,
dividiendo por. Xyt
" Kd
Mdg) = —-— (87)
2.(x+1)
siendo:
' h, I,
X (n,) Ty, '10‘ Tgy ha
X = frend =, Jp—
X(]l) 11 IQ I(hz) 1
I (11) 10

Las reacciones de apoyo pueden determinarse mediante la sim-
ple aplicacién de las leyes de equilibrio:

Q.m Q.n
Vd:————l——;ViZ——l—— s H=M-=-h

Ejemplo N°. 2 — Pértico triarticulado compuesto de una viga
dintel de dos tramos y un pié devecho intermedic (fig. N°. 65).

Los momentos extremos intermedios son tres:
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Figura No. 65

Los momentos extrenios in-
termedios son tves:

Md(ll) ; Mi ay 7 Ms

(h).
Las expresiones que permiten resolver ‘este preblema son:

a) Condiciéon de Continuidad en A:

2.0Md W 'Xv(11)+2'Mi ) XX(I:) =——-[Kd(11) X —{—1&1(12) X, ](8’”)13)

pues
Mi,, = Md,, =0

b) Condieién de aporeamiento simple:

—Kd w - Xay 2. Ms ay - Sy = 2.Md W - Xy (88)
¢) Condicién de imposibilidad de giro del nudo A
—Md, = — M, -+ Ms,
de la que:
Msg, = Mi,,; — Md W) ’ (89)

Las ecuaciones 87 bis, 88 v 89 forman un sistema que permite
resolver el problema. Después de una serie de iransformaciones se
obticne:
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— [Kdal) ' X(}l)—!— Ki(]z) . X(]a)] — 2. Mi 1) - X1,

=Mdq, =
2.xq :

—Kdqgy-xqy + 2. Mgy . X@)

2. (xqy + Xay)

Si en vez de referir los valores x. ; xy, ; 5. 2 I, ¥ 1, 1o ha-

cemos con respecto a I, y h, obtendremos demominando:
.

Iy L Iay L

. P Sy e——— L —— ;. Y, X)) =] (89 his)
h, Tay. oo by Ta,

X =

1a expresién siguiente:

—[Kdw) .x+Kig) .x,]—2.Migy .x, = —RKday .x~+2.Mig)
2.x ~ 2. (14+x)

de la que finalmente:

Kd ay.x, -+ Kigy.x,. (I4=x,)
Migy = —
2 (k% mtw) (00)

de igual manera:

Ki (]2)_X2+Kd(ll) .S (1-:—3\22)

Mday =— (91)

2.(x+ %5+ X)

pudiéndose determinar M,, mediante la N° 89 una vez calculados
My, ¥ Mg,

Ejemplo N° 3 — Pértico bi-articulado siméirico compuesto de
un dintel horizontal y de dos piés derechos inelinadces. de igual al-
tura sometido a la accién (fig. N°. 66) de una carga también si-
métrica. - '
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Figura No, 66

Los casos de cargas asimétricas los veremcs al fratar las es-

tructuras a vértices desplazables.
La carga y forma simétricas permiten estahlecer que:

Kig, = Kd =
Mdun) = Ml(ln)
X = X

(lip~—1)

Las expresiones 85 permiten establecer cuec:
Nudo A: —Mi 4 Ms, ., =0

de donde:
Mig,= Ms . . -

Nudo B: — \Id(m) = Ms ()

luego:
M = Ms o1y — Mig, = Md(]n) = Ms(lm)

La condicién de aporticamiento doble se transforma por consi-

guiiente en:
. I
K. X0

6.M.x,, +4.M.x
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si denominamos:
X@ny . Ig b
X = — = .
X (In) 1 I

la anterior se transforma en:

KX
M= - (92)
3--2.x -

pudiéndose como en casos anteriores determinar las reacciones me-
diante el empleo de las condiciones de equilibrio.

Ejemplo N°. 4.— Sea el pértico representando en la fig. N
67, sometido a una carga vertical cualquiera, simétrica, caso para
el enal el dintel no sufre desplazamientos.

o e
T IA"‘“'“ 5 cl
b |
| | |
4 | l

i P l- e -

e e e e e o

S S L2

Figura No. 67

Dentro de esta condicién y adaptando Ia nomenclauua indica-
da en la fig. N°. 67, se tiene:

Rev. Univ. Afio XXIV—1-2 . 16
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DA
Miy, = Md,, = M,
Md,, ,, = Mi,, = M,
Tm-1 - Tamy =%
Thn—2) T Tam . Twy

Tan—1) . Sy

Kig 1, = Kd,,= Kex. (exterior)
Kd

ta1) = Klm = K in. (interior)

Lias ecuaciones que pueden establecerse son:

a) Condicién de continuidad. La expresién n°. 76 teniendo en
cuenta a las simplificaciones que introduce la carvencia de cargas

contra los piés derechos, v la doble simetria de forma y solicita-
eidn es:

— K (in). = M, = 2 M, (92 bis)

b) Las condiciones de imposibilidad de giro de los nudos A y
B son: ‘

nitdo A: CO0=M, + Moy M, = Mgy (93)
nude B: — M, = — M, + M My =0 (94)
¢) Condicién de aporticamiento doble:
SM,.x -8 M, x 20, x, =—[K, +K_].x (94 bis)

Tenemos, por consiguiente, un sistema d= dos ecuaciones con
dos incdgnitas que resuelve el problema.

Si referimos los valores a 1./1 ¥ denominamos:

las 92 bis y 84 bis se transforman en:
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—K, . =M +2M,
3M, +3M, -+ 2Ml.x': _ [Kex. +K, .1
({11yﬁ solucién da:-
2 Kex. . Kin. :
M= (95)
4x4-5
’ (2x+1)
BIZ —_— [2 Kex._ Kin.J I (96)
(4x+-3)

que resuelven el problema.
Si la carga, fuera ademiis, simétrica en cade tramo:
Kin .= Kex .= K

transformindose las 95 y 96 en las siguientes:

M= 9
M, = —— ¥ 7
Y o4xd3 | - oD
AL 2x--1
i/ 2 ot _..K . _—.—_;___— 98
4x-1-3 (98)
y Mez = O (99)
Ejemplo N°. 5 — La viga como elemento de estructura. — Una

vigs 0 una columna de una estructura cnalquieta de un edificie for-
ma parte de un complejo que en general no presenta edleulo exacto.

Sin embargo, éste lo serd cada vez mis a medida que nos va-
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yamos acercando a la realidad en las hipétesis gue formulemos so-
br: la naturaleza de los vniculos que la unen al respecto de la es-
tructura. )

Asi, por ejemplo, si a una viga de un enframado la calcuiamos
eomo semi-empotrada, podemos cometer un errcr que puede ser gro-
sers; este error disminuird si la consideramos como parte de una
viga continua, v, asi siguiendo, disminuird méas afin si tenemos en
cuenta la flexién de las columnas. " ‘

-
=

|

|

|

el —
bl { | |
A ] ! |
) s sy S S
l ! |

i

Figura Ne, 68

Como la influencia preponderante ecorrespuunde a los tramos ad-
yaszentes, se estard mﬁy cerca de la verdad si la calculamos tenien-
do en cuenta la totalidad de las piezas, sean vigas ¢ eolummnas, que
le sean inmediatas.

Podemos formular dos hipétesis, todavia een respecto a la na-
turaleza de los vinculos que unen a estas Gltimas con el resto de la
estructura; pues puede suponerse que sean articulaciones o empo-
tramientos perfectos, tratando en el presente ejemplo’el primer caso.
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Para mayor sencillez, desarrollaremos el caso simétrico, aun-
que nada impide deducir en igual forma el asimétrico.

En lo que sigue, nos referimos a la fig. N° 68.

Kl gistema qﬁe resuelve el problema es el siguiente:

a) Condicién de continuidad. Como Ki =Kd =K y Mi 0=
_ = 0, se tiene, ya que el primer tramo estd deseargadc, que:

2M, . x(,+8M, . x = —K.x,, (1603

b) Condicién de aporticamiento doble:

4M, . x,,, E6M,x ) =—2K . x, (101)

¢) Condiciones de aporticamiento simple. Teniendo en cuenta
que el dintel del primero y filtimo tramos estin descargados, puede
eseribirse que:

1°.) Para el semi-pértico 1;

}ohing
M, . x,, =M. x {102)
2°.) Para el 1; h_ , observando el signo de M,:
M, sy, =My, (103)
d) El equilibrio del nudo A exige que::
—M,; = —M, —M, =M, (104)

Tenemos, por lo tanto, un sistema de cineo ecuaciones con cua-
tro ineégnitas. Como las N°. 100 y 101 son iguaies; recordandc la
N°. 102; el sistema que permite la resolucitn del problema es el
siguiente: ‘ : :

2M, . x4+ 3. M, . x ,= —K.x (105)

M,.x,, =M. x (106)
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M. x=—M, . xp_ (107)
—M, = — M, — M, M, : (108)
De las tres tltimas se deduce:

Xq X ' Xqy X
M, =—M,. — MM, =_NM,.| 1+ }

X (1 inf,) X (h sup,) X(h inf,) X(h sup,)
0 sca: '

. M,
M, = (1093
Xmy Xm
2
e X (hinf,) X(h sup.)
Esta, y la nimero 105 permiten establecer que:
1 1 1
K. -+ -+
Tar Xty Xhsup)
NI:[ o .
1 1 1
2-4+3. - -+
X X(hinf,) X(asup,)
6:
K.U
M, = - (110)
2+ 30
siende x ., = 1, por cuanto hemos referido les valores de los coefi-

W
cieutes de flexibilidad a I ,,y L:

Conocido M, :
K

X suty - [243.T]
K
x, . [2430].

(111)

Ll_[zz_

(112)

M, = —
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K T
M, =— (118)

X 4 supy 12-4-3.7].

que resuelven el problema.

Por degeneracién de esta estruceura pueden resolverse las for-
mas representadas en las figuras n@meros 69, 70, 71 y 72.

LT

|
l
|

>
e
T

|

Figuras Nos, 69, 70 y 71

i}

@
Q-

Figura Ne. 72
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Para el caso indicado en la figura N°, 71:

1 1 1 1 , 1 1
X@) X (h inf,) Xl sup.) X (h inf,) h inf, Tay x
(hinf,) 1
y la nfmero 110 se reduce, en consecuencia, a:
K
M, = — . (114)
2x 43

que es la expresién n°, 92 encontrada al vesolver el ejemplo n°. 3.

Ejemplo N°. € — Sea el pértico representado en la fig. N°.
73 sometido a una carga mormal al pié derecho. La expresmn Ne.
85, permite establecer que:

0= —Lh(lz —1) ! M:Shz
Mi(lz__l) = Ms ) = 0
pues: '
Md =0

(in)

La condicién de aporticamiento simple (expresién N°. 85) se
transforma en la siguiente, previo cambio adecuado de indices:

2M.x ), +2M.x = —Kd

(hz-1) (hz-1)* ¥ (hz-1)

Si referimos x T X al,,.,vah, . ¥y denominan

(hz-1)
do:

X(hz-1) T2 h,
x= = .
X (1) L, Tnz-1)

la, anterior se transforma en la siguiente:

2.1\I.x—§-2.11=;-K1 . X
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-de la que finalmente:

Kd.x
M= (115)
2. (x+1)

Pudiendo las reaceiones d apoyo cat-
‘cularlas mediante la aplicacién de las le-
yes de equilibrio.

Problema N°. 7. — Prtico simple hi-
artienlado sometido a careas horizontales
simétricas. En este caso:

Figura Ne, 73

—Mi,, £Msg, 4, = O

(in)
luego:
Mi g, +Msq
. ademaés:
— Md(m) =1 Ms(hn)
[ l
| f
- En l
M _
¢ N
‘:'\ -
AY
\\ + -
\
A\
y

Figura No, T4
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Como por simetria:
Ml(m) = Mdun)
resulta:

M = Mi,, =Md,,, = Msg, ) = — Ms 0y

teniendo en cuenta que:

Kdy, = — Kd

pues la carga que actfia contra el pié derecho h es de direccién de-
recha-izquierda la condicidn de aporticamiento df)ble permite esta-
blecer que:

| - — 2 T3
_ 2M. X gy -~ 6M. X ),—ZM R 2Ki. X (1
si:
X(hn) I (hn) ln
X — -
X () T m) hq
la anterior resulta:
Kd.x
M= —— (116)
2.x-3

Ejemplo N°. 8 — Para la resolucién de la estructura represen-
tada en la fig. N°. 75, euyo pié derecho se halla sometido a una ear-
ga normal cualgquiera, se tiene:
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a) Condicién de continuidad del dintel en A
M, . xg, 420, . xul).ql-zMS Xy +Mooxg, =0

de la que:

M, . x =-—M3.‘x(1

1) L)
b) La condieién de aporticamiento simple, para el recorridol ; hes:

— 9 ¢ - 9N = <
2M, . x, + 2M, SXgy TR

. ¢) v la del equilibric del nudo A:
— M, = — M, 4} M

Si se refieren los valores x a I, y a h:

Iy 1, Ty

1,
X = .— 1 Xy == i
I(]]) h I(]z) h

Xgy = 1

Las ccuaciones anteriores se simplifican transformindose en las
siguientes:

M, x,=—M,;.x, : (117)
—2M, 4-2M,.x, =K, (118)
M, = M, + M, A NG 12))

sistema que resuelve el problema.

De 1a 117:

de la 118:
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igualando ambas, después de una serie de transformaeciones:
Kd‘ (x;, -+ %)
M = (120)
A 2(x,+x .x,4+x,)

de la 118:
K, x
M, =4 (121)
2(x,+x . %+ X,)
de 1a 119:
K, . x _
M, =M, +M, = — (12¢)

2 (x4 %%+ X,)

Ejemplo N°. 9 — En forma analoga puede resolverse el pértico
de dos aberturas y simétrico representado en la figura N° 76, some-
tide también a carga simétrica.

Ka ,ME_____ M M MoK
{Mq IM4 M7
| |
|
]
<]
{/ﬁ—\ Mc
g

Figura No. 76

Podemos establecer de antemano, teniendo en cuenta la conven-
cion de signos de los momentos flectores, que:
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M=M =M =DM =—M
M, =M, =M,
M, =0

a) La condicién de continuidad aplicada al dintel da:
M,.x, +2My.x, +2M;.x, +Me.x; = O

de donde: »
, M, 2. M, =0 .
0 sea:
M= —2]M, (123)

b) La condicién de aporticamiento doble, teniendc e cuenta que
contra la pila central no actfian cargas, es:

2M,.x, 43 (M, + M) .x, —M,.x, =K

d .« Xn
0 Sea
oM. x+ 3 (M4M) .x,=—K,.x,
si: .
1\(1,) Il h
X s J—
X Ih 1
la antel‘iqr se transforma. 611.2 )
8. M.x+3 (M4M,)=—Kd.x, .x (124)
reemplazando la 128 en la 124:
Kd.x - )
M =" (125)
4.x-43 '
¥ teniendo en cuenta la (123):
.. 2.Kd.x 4 ,
M=——""""" (126)
4 .x-13
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Como por simetria la tangente a la elastica del dintel en su
unién eon la pila media queda horizontal, el prohlema recientemen-
te resuelto puede hacerse extensivo a la estructura representada en
la _vﬁg“ura Ne. 77, v ademas, como el resultado (3L y M c) es indepen-
diente de las medidas que definen al pié derecho eentral, el proble-
ma puede hacerse también extensivo a las figuras disefiadas en las
Ne. 78 ¥ N°. 79,

g

l

L |

T

| | |

Figuras 77, 78 y 79. gr ’ | E
| R

Ejemplo N°. 10. — Para resolver la estructura representada

en la fig. N°. 80, sometida a una carga . normal contra el primer pis

derecho, pueden emplearse T
Y M My

M

A Y ll
| ol
! !
' f

las expresiones que corres
- ponden al aporticamiento dn-

[ T g

ble y simple, a la continui-
dad del dintel e impaosibili-

dad del giro del nudo A, en - , e,

la forma siguiente: My \ ! 1
T =t
N+ ——ﬁM4, l .

y

Figura No. 80 - |
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a) Condicién de continuidad en A:

M, . x+2M,.x, +2M,.x, =0

b) Aporticamiento doble:

reccrrido h; 1; hy: 2.M,.x 3. (M+M,) x, —2.M,.x, = —

by

mKd. X,

¢) Aporticamiento simple:
recorrido h,; 1,:
Z.MS.xhl —}—Z.I\L.xll =0

d) Imposibilidad de giro del nudo A:
M, -+ M, = M,

Si los valores x los referimos a x,, denominando:

) Xy x
x'ai)—l, X ; X, = ¥ X, ==
*m *m *m
las anteriorves se reducen a: ‘
2.M,.x 3 (M, 4 3M,) —2.M,.x, = — K, .x; (127)
M,4+2.M,+2M,.x,=0 . (128)
2.M,.x; +2.M,.x,= 0 . (129)
M, + M, = M, : (130)

Eliminando M, entre las 127 y 129:
2.M,.x + 8.3, +3.M, + 2M,.x, = — K, .x
ya M, entre ésta y la 128: .

4.M,.x+3.M, +4.M,.x.x, +4 M,.x, =K, .x
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eliminando M,, entre las 129 y 130:
M,.x,-+M,. x,=M.,.x
y, fnalmente, eliminando a M, entre ésta y la antericr:

K

4

R—
M,—-+ _
4.x.x,+4.x,.x4+3.x,+3.x,+4.x.x,.x, +4.x,.x,
Si por abreviar hacemos:
R=4.xx,-+ 45 .x4+3.x5-+3.5,. +4.x.%x,.x,. +4.3.%,

la anterior se transforma en:

Kd.x.x
M=t — (131)
' R
teniendo en cuenta la 129:
T Kd.x.x,
) P — : (132)
R

corocidos M, y M, la 130 permite deducir M,:

Kd.x
M, =+ ——— (5, +x,) (123
R

y, finalmente:

2 (x; —Fxl.xg 4+ x,)
M,=—Kd.x. : S (134}
. R l
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CAPITULO IX

Influencia de momentos exteriores

1°.) Momentos M que actiian en los vértices o
nudos. — Condiciones de continuidad, aporti-
camientos doble y simple, nudos. — Ejerci-
cios.

20,) Momentos M que actian en los extremos ar-
ticulados. — Idem.

1°.) Momentos M actuando en los vértices o nudos. — Condi-
ciones de: continuidad, aporticamientos doble ¥ simple, nudos. Bjer-
cicios.

Los valores K, correspondientes a los términos de carga deben
anularse en todas las expresiones 83, 84 y 85, e incluir en la condi-
ci6bn de imposibilidad de giro N°. 86 el momento exterior M.

El conjunto, en consecuencia, (ue permite resoiver cualgquier
problema de esta naturaleza, es el siguiente: '

a) Condicién de eonthmidad:

Miau) amy T 2 Mgy X gy 208 Gy X )
. —+ Md 1) X andny = G
b) idem de aporticamiento doble:
S.Mi(]m X(ln)—}—3.1\id(ln (m) 2. \Is(lm 1) T (a1
—2.'\Isam) X (hay = 0

¢) idem de aporticamiento simple:

9 T¢ — o
2 . Md w - Xay 2. Ms(hl) <X

2.0, .xuz)+2.Ms(hz_1) .X

=90
(hiz-1) =9
d) imposibilidad de giro:

o 2M=0

Rev. Univ. Afic XXIV-—1-2 L 17
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Ejemplo N°. 11. — Sea el caso representado en Ta figura n°. 51,

_Figura n°. 81

Su resolucién puede hacerse mediante el nlanico giguiente:

a!) Coﬁdicic’m ('139) de imposibilidad de giro on M:

—Md w = M - Ms ;0
b) Condicién de aporticamiento simple (137):
Md X, —2. Ms(hl) CX gy = U

(€7 Y

Estas dos ecuaciones forman un sistema que resuelve el problema :

< : - M .
;\L(ll) = M (140) . _Ms(hi) = (141)
~ x--1 : X1
en las cuales:
Xy I(iz) by
X == == J—
oy oy W

pudiéndose determinar las reacciomes como ¢n casos anteriores se .
ha indicado. '
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Ejemplo N°. 12 — Influencia de un momento exterior M que
actGa en el nudo A de la estructura representada en la fig. N° 82.

__..__.._.1.__‘__..__,_1_
I
|
l
|
4

-

Figura mn°. 82
Las expresiones de edleulo son:
a) de continuidad del dintel en A: _

) Md(ll) S Xy ~}- Mi(lz) Xy = 0 : ‘(14:‘_’-)

b) de aporticamiento simple: '
Ms(hﬁ Xy = Md(ll)' Xy (143)

¢) idem de equilibrio del nudo A: _
M= Md )+ Msy, ) -+ (—Mi ) | . (144)

El sistema de ecuaciones 142, 143 y 44, resuclve el problema..

De la N°. 143:
.o X(l’.)
Ms, ) =Md,, . ——
Xmy
da: la 142
. ' ‘ X
Migy =—Mdgy .— L (146)

Xay)
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luego:
x, S,
M=Mdg, +Mdy, . ——-+Md,, . =
Xh, . Xl?
. Xll Xll
= Md,, 14—t
Xhl XIE
dencminando:
. I(h]) L . I(hx) L
X, = . ;% : resulta x =1
hl I h, I .

1)

y la anterior se transforma en la siguiente:.

M=>»Md. |1+x+—
de la que:
M.x,
Md,, =+ (147)
X + XXX,
la 146 permite establecer que:
. M.x, : _
M, =— (148)

(1)
XXX,
Calculandose el valor de Ms, con la n°. 145, una vez determi-

nados los de Md“) y Mi w mediante las 147 y 148.

O .
Ms, =M. : (149)
X X%, X,




ANO 24. N°1-2- MARZO-ABRIL 1937

~— 263 —

Ejemplo N°. 13 — Sea €l poértico representado en la Hig. N°
83, sometido a cargas incidentes sobre los volados formados por pro-
longaciones del dintel a amhos lados y siempre que:

M=Q.a= Q.8

sean iguales.

I S

Figura n°. 83

Usando la nomenclatura consignada en la fignra N°. 83, puede
establecerse: '

a) Condicién de continuidad:

. i . . Y ; -
Mi (In-1) ° X (In-1) —-}——21’1?& (In-1) " :\(ln—l) +2N[l(ln) X (ln)mr]‘\]:d (In) 'L(ln) -

=0
¥y como pr simetria:
Tan—1) — Faw)
resulta:
]3"[1‘(111__1)= _— 2. Md(m—1)
0 sea: '

M, =—2M, S (151)
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b) Imposibilidad de giro de lqs nudes A y B:
k Nudo A: " ,

+M=4M —M, (152)
" Nudo B:
M, =M, pues Ms, central = O

¢) Condicién de aporticamiento doble:

ZMI;.Xh—§—3Ml.x1+3.Mz.xl == (153)

El sistema de ecuaciones 151, 152 y 153 resuelve el problema:

3. M . 2.x, M
M= (154) M, = | (155}

4.x, 43 4.x, 13

La ntimero 152 permite caleular M,.

- Debe tenerse en cuenta al determinar las reacciones aumen-
tar las verticales, correspondientes a las pilas extremas, en Q v Q,.

o e e e

[ La resolacién de este problema es in-
y dependiente de las dimensiones de la pi-
J ¢ la central, por lo que puede hacerse ex-

7 tensiva a las estructuras en las figuras

L ““'“! Nros. 84y 85.

l |

| |

4.
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20.) Momentos M que actiian en los extremos articulados. —
Cendiciones de: eontmuldad apmtleamlento doble y simple, nudos.
E;)el‘CICIOS

Si en los extremos articulados actfian momentos M y el resto
de la estructura no estd sometida a cargas de ninguna clase, deben,
en primer término, anularse en'todas las expresiones que correspon:
dan a las eondiciones de continuidad, aporticamientos, ete., los va-
lores K, y en segundo término, -tomarse en consideraeién las 1nﬂuen~
cias de los valeres M en la forma que veremos a continuaeidn:

A

Mih.
Figura n°. 86

Supondremos, teniendo en cuenta la convencién de signos de
los momentos flectores, y para conservar la caracieristica de las ex-
presiones. ya encontradas, que los momentos exteriorrs que actfian
en los esxtremos inferiores de los piés- derechos seaun levégivos, de
igual sentidn de Mil, y de sentido contraric Md,, ‘

a) Condicién de continnidad. — Se establece en forma anralioga
a la vista al tratar la viga continua. ’
tramos 1, v 1,: .

LN cLy ¢ = Mi ¢ '
2. JUJ, X, H2M 4 Y an +-Md ™y M](11) Xy (188)
" tramos Lyl:
1 19N A =
1\[1(12) Sy F2.Md ay Sy 2.Mi )y X gy \Id(” =0 =)
tramos l(z——1); 1(2) :

Migz-1y Xae-1y +2.Mdan .X(l-/.xl)_+2.Mi(1z)-X(iz)= —Md ;X2 138
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b) Condicién de aporticamiento doble. — Podriamos deducirla
‘en forma aniloga a la empleada en la pigina , pero como elio nos
levard a una redundancia sin aportar ning@in conocimiento nuevo,
preferimos eseribirla por extensién de la N°. 83:

3.Mi (1n).X(in) +8.Md (1n)-X (10) +2- M8 (ha—1) X (ho—1) 2. MS (10) - X(bn)=

== — Mi (hn—1)X (hn—1)—— Bﬁ(}m)-x(hn) - l (159)
cc) Condicién de aporticamiento simple. — Si al establecer la
ecuacién 84, anulamos a los valores K, y no hacemos como supusi-

mos Mim = O, queda:

2. Md(]l) LX) 2 .MS(hl) .X(hl)+Mi(1n).X(m):—Mi(lg).X(h,) (160)

En igual forma, anulando los valores K, desde que no existen
cargas aplicadas, v teniendo en cuenta que al deducir la expresién

o

N°. 85 supusimcs Md(m = (), que ahora tiene valor real, queda:

2. IVIiaz).X(1z)+2.MS(hz -1) «X{hz - 1)‘%" Md(m.x (1z) =Mi(nz A1) == (151)

=X (hz-1)

en las cuales se han permutado por analogia los términos K, v K

por los M, y M, correspondientes.
d) Imposibilidad de giro de los nudos o vértices. — Queda
inaiterable la expresién:

N =
"" M=0 ‘ (161 his)

Lias cxpresiones 156 a 161 no solamente nos permitiran la re-
solucién de cualquier easo planteado, pues dan la sclucién dei pro-
blema: cualesquiera sea el niimero de momentos extremos M, y-del
grado de multiplicidad de la estructura, sino que serviran también
para el caleulo de estructuras aporticadas con vértices fijos empo-
tradas. . '
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Si tememos una estructura aporticada empotrada sometida a
una carga cualquiera, razonando en forma semejante a la expuesta
en el caso de las vigas empotradas, tendremos transformando los
empotramientos en articulaciones que las cargas externas aplicadas
originarin deformaciones angulares extremas (en los exti’emos ar-
tienlaros) que podemos caleular, debiendo los momentos M, " origi-
nar otras iguales y de sentido contrario, en el caso de empotramién—
to. Kl diagrama de momentos serd, evidentemente, suma algebraica
de los que respectivamente correspondan a cada uno de estos es-
tados.

Ejemplo N°. 14 — Sea el pértico representade en la figura

N°. 87, sometido a la aceién del momento M,. en el extremo infe-
rior del pié derecho.

‘-——-—-—94 -———-—4

=t /

&

. Figura n°. 87

La 161 da: _ .
— Md = +Ms =M
pues: '
Mi =0

(In-}-1)

Teniendo en cuenta este resultado, la 160 permita establecer que:

— 2 .M. X, —2 M. X =Mi(h1).x(h‘)

si como hicimos en el e;]emplo N1
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X I(l,) Iy
X: == -

Xgy L Tiny)

la anterior se transforma en:
—2. . M—2.M. X:].\ﬁ(h) . X

de la que finalmente:

Mi (h) . X .
. » 2. (x-+1)
Ejemplo N°. 15. — Pértico bi-articulado simétrico sometido a
la accién de los momentos:
Mi (hn——i) = *-\1'[1 (hn)

que actfian en los extremos inferiores de ambos pies derechos.

‘,Miln- - MéL"

My, N ! Mspng

M"ﬂ s ;{l“‘hn
N 4
N AL

La expresién 161 aplicada sucesivamente a los vértices A y B da:

Ms g, 4y=Mig, =

Figura n°. 88

Md g, = —Ms,, =M

(in)
y la 159 de aporticamiento doble:

6.M.x, - 4.M.x, = —2.Mi, .x,
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Si como el ejemplo 3 hacemos:

-
19
“*h

o

1

la anterior se transforma en:

6. M4 M.x=—2.M .x
de la que:
. x
M =—NMj, (163)
3-4+2x
Las reacciones de apoyo se reducen. al empuje:
3. 10 1+x
H= (h). (164;
' h 2.x+3
: ik~ Biemplo N°. 16. — Ta determi-

T I nacién del diagrama de momentos
| T Mag, Msy,, | _ - -
£ : | del caso representadc en la fig. N™.
l ‘ l ]I h I 89 no ofrece tampoeo dificultad.
| -1y l
| M ]
%‘ Mig, | '—-A\Jl
- N~ _ﬂiffd_ 2,
I - 1 §

1
My, +
i j Figura n°. 89 |
| M‘ i
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La 161 permite establecer para el nudo A:

—Md,, =—M 4+ Ms

Lng1)
La 158, teniendo en cuenta que los extremos estdn arteinlados y
guc en ellos no aetian momentos:

(hn)

2.Md ) .X(ln)+ 2‘Mi(1n+1) X i =0
En igual forma la N°. 160 da:
2.Md(1j) X, ——Z.MS(M Sy = -+ Mi(hj) Xy
pﬁes:
Mim =0

Reemplazando los indices n y n 1 por 1 y 2 respectivamente
v adoptando los valores de x dados por la 89 bis; las anteriores se
transforman en: ' '

—_ \'Id(m = N\i w -+ Msal]> (165)
2.Md Wy X - 2.Mi ay X = 0 (16C)
2.Md @y J— 2.]31;5(111) = Mi @ (167)
De la 166:
Xa X
Mdul) = M W o _ Mi w :Mdm . —
X, x,

reemplazando este valor en la 165:

x, . X,
—-Md(,}) = I\’Ld(lj) c—+Msg,, s © — Ms (nl)’sz(L) (L+—)
X, X,
Esta y la 167:
| ; Mig,, X1
Ms(h]) =Mdol) X, — = — Md W (Lt+—)
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finalmente se obtiene:
13 I
Top  mTE (i58)
i p— s
1\13(111) =
2 X %% X,
Mi X
: (hy) 1
Mi,, =——-—. : (169)
) 2 X XX, X
Mi TOX,
(L) = _
Md,,, = v , (170)
} & XXX X,
Ejemplo N°. 17. — 8i se tratara de investigar la influencia so-

bre la misma estructura de un momento exterior Mi Ly o las ex-
presiones anteriores 160 o 161 (v. gr. la 160) debe anularse Mi ®) -
. 1

1 N Mg, M, ﬂ(_a____{

- . -[ Msm !

i ]

| i

" ; i
iL - . : H

v Msp, |

N

Figura n°. 90

Como Mi ( )tiene sentido contrario al que le corresponde en
las expresiones deducidas en la pigina N°. , debe tenerse en
cuenta esta circunstaneia, invirtiendo el signo.
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Procediendo en forma idéntica a la anterior, se tiene:

a) HExpresién (161 bis):

4 Md(},) = L Mi W — Ms () ‘ (171)
b) La (160).
2.Md,, Xy ——2Ms(hl) Xy = ‘;“Miu,) X
¢) La (161):
2'Md(1,) X, - 2.Mi w Xy = —:—Mi(L) Xy
Estas espresiones se reducen a las siguientes:
Md(ll) = Miuz) ——\Is(hj) (172)
2.-Md(11) .X1—2.l\’IS(hl) = —}~Mi(m X, (173)
' 2‘Md(1;) X, - 2.Mi oy X2 = 4+ Mi(i,) Xy - (174)

Este sistema resuelve el problema:
De la. (172) :
| —2.Ms, )= 2.Md,,,—2.Mi
que reemplazado en la (173):
2.ME ) x; 2.Md ) —2. M) =+ Mig, x,
2.Md, (x, 1) —2.Mi - Mi

ay ap S

de aqui: 2.Mi = Z.Md(ll) (x4 1) —DMi ay X
reemplazando este valor en la (174):

2-Md(1,) .x, +2.Md W (x,.%, -1,— X,) —— Mi @y F1X = —}—Mia’) .Y,
o:

2,.Md“’) (x,x, 0%, 4x,) = —{—Mi(m (x‘l.xlg‘—{{'t'l) =

=+4Mi, .x. (1+%)
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de aqui:
Mig, = (x, -+ 1) g
ra = v (175)
Md a = 4 . . _
2 X+ X% x5,
Teniendo en cuenta las (172[174) se tiene:
Mi, X . X
1) : 2 17
Ms, , =— . (176)
* 2 x4nntx
¥
Mi,, x.(@2.x+1)
Ti = : ' (177)
1\‘[11(12) - .
2 X XXX,
-Hjemplo N°, 18. — Si en el extremo articulado del dintel del

pbrtico representado en la:fig. N°. 91, actfia el momento ,,Mdf(l) ;
la expresién N°. 159 de aporticamiento simple permite eseribir: i

2.Mlaz) X 1 4+ 2.Ms (hz-1) X 1y -—}—Md(m Xy =

—Mi 1y T 1)

i————-—lz——-—-_/_..

[

Figura n°. 91
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© CoiIno:

Mig,.,=0 Vo Ms T Mg, =M

la anterior se transforma en:

i - i < [T - =
2.M.x g, + 2.5, ) DA X, =0
Si:
X hz-1)
X Do
)
Md
(1z) P
M= (1-18)
2. (14x).

Ejemplo N°. 19 — Si el momento exterior en vez de actuar en
el extremo derecho articulado del dintel, lo hace en ei inferior del
pie derecho, debe ser la expresién 159:

Md(lz) =0

con lo que dicha expresién se simplifica:

s o } s
2. Mg, X ) T2 Ms X g, T M X,
teniendo en cuenta la nomeneclatura em- la
pleada en ol ejercicio anterior: _
9 M 9 M v = LA . }
2.M+4-2.M.x = - Mig, 4y -X haa | |
de donde finalmente: ) \5\4 |
-<J 1 I
. he l
l\Il(hz_l) X . l
= T M—— |
2. 1-+x). ] T |
. ]
habiendo cambiado el signo a Mi ., |
causa de tener sentidé antagénico sl su- -
1
e}

puesto ‘en la deduccion de la expresion
(159) . '

=
=
w

Figura n°. 92 '
(Coneluira)





