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(Continuación) 

b) Condición de aporticarniento doble - Considerando el con

junto formado por h,__1 y J 
11 

se tiene, proce:1ier;.'-1o En for~a aná
log<; a la anterior, que las deformaciones angu1nres extremas engen

dradas por l\Ii1u y Md In en el extremo izquierdo de 1
11 

son: 

l\Ii In 'In 

originado ])Or JHi L: (¡.'(In) =-=- -·---.--
~ 3 . E I (ln) 

extremo izquierdo de 1 
11 

::L\Jid(ln} ln 
ídem por J.\<Idln : a" (In)=----.--

6 . E Ion> 

.Además las originadas en el pié derecho son : 
en el extremo superior, originada por l\is (hn-1 > 

M:s (im-1) h:J.··-1 

y'om-1)= 

3. E Iom-1) 

y en el extremo inferior debido a igual ca m<~ anterior: 

l\is (hn-1) h :1--1 

8 (hn-1) =- (78) 
6. E I(Jm-1> 

La indeforrnabilidacl del áng1.1lo formado <>ntre hn_
1 

y 1 exige 
que: 

< < 
B-u.nn>- Y<hn-1) +u.' (In) -i- a" (In)+ Y'om-1) = B (79) 

de· donde : 

U.(Jn> + Y<hn-1) == a'on> + a"on> + Y'om-1) (SO) 
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debiendo tener presente que son positivos los _;llt)l'ementos angula
l'!~S que tiendan a aumentar el valor inicial rlt::l B y negativos en 
caso contTario. 

De la misma manera la condición de inddcrmahlidad del án

gnlo e formado entre l Y h :será: 
H "' n 

< < e - f3 '- , + f3' 1 f3" __ , (lnl! 'l¡;o¡ (ln)l· (ln)--1 Om) ::.:e 
de [a que: 

f3 1 ' ' = ' __L [3' 1 [3" (Jn) T '1 (!m) '1 (lm) 1 (In) T (In) (8]) 

en E-sta íutima f3'onl; [3" (lnl y t'omJ valen: 

l\ii (!n) b 
{3' (In) --

6. E !(In) 

Mello) lu 

{3" (In) 
3. E I (In) 

y 

l\:!:r: (lm) lm 

-/Om) =-
3. E I (lm) 

Si sumamos las e~"]J¡resiones 80 y 81 obtenlltemos la condición 
de :rigidez conjunta de los ángulos A. y B. 

r 1 f3 ] --L [ , ] = l~ a' __¡ __ ¡:1' ] --L 
_a(ln)T (In) 1 Y(lm-1; '1 {lm) {In) • {ln). 1 

[a'' --L [3" ] --L [ ' - , 1 (In) 1 (In) 1 Y (l:n---1) Y {lm) 
(82j 

Reemplazanck en é3ta l0s respectivm valores de a, f3 y y tP-
tenfmos: 

[
Kion} . ~+ Kdo~l. ~l+[Ki~lm~1l .~':-1 _ Kch~l. hnl=-

6.1<., Ionl E.G Ionl _ G.b Iom----1l . G.E IomJ 

-[i\fionJ .. ~+1\r:o:l. ln 1· _ [nfdonl -~+ ii.Id<~nl ~]+ 
3.E Ion¡ G.E Ionl _ G.E Ion¡ 3.t; Ion> 

+ [l\I:::oml . lm _ ill~om~1) . hn-1 ] 
3. E I<tm 1 3. r._, I (hn-ll 
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1 h 10 

Refiriendo los cocientes -- y -- a -- y denominando: 
I(ll I(hl lo 

ln Io 
-- · -=X(ln) 
I(ln) 10 

h(n-1) 

Iom-1) 

la anterior se transforma en: 

Io - = X(itn-1) etc. 
lo 

[Kd(ln) + Ki(ln)]. X(ln) [Ki (lm-1). X(hn-1)- Kiom)X (hn)] = 
=- 3.1\lionJ·X(In)3-.1\Idon)·X(In) +2.lVIS(hn)•X(hnJ-2.:Msom-1)·X(hn-1) 

que puede escribirse así : 

3.Mi(In) .X(InJ +3.:Mdon··X(In) +:2.IVIS(!m-1) .X(Im-1) -2.MS(hnJ .X(imJ = 

=- [KdonJ + K.i (In)]. X (In)- [Ki(t,n-"-1) .X(hn-1)-Kíc.on)•X (JmJ] (83) 

que denominaremos condición de aporticamiento dobk, y liga a los 
momentos de losextremos superiores de dos :piés derechos consecu
ti V! .S y a los dos también extremos (derecho e izquierdo) del tra
mo que comprenden, con las solicitaciones exteriores. Los términos 
encerrados entre paréntesis en el seg1.mdo miembro, Rigni:fican lo si
g'l.riente: 

1") Influencia de la carga sobre la viga dintd l 
n 

2") Idem de la carga que actúa sobre lo.s :piés derechos 

e) Condiciones de aporticamiento simples.-

Si se tratara de estudiar mi caso como e1 representado en la 
:fig. 60 correspondiente a liD posible p¡rimer ~ranF>, se tendría qne 

Figura 60 
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utmzar la expresión N•. 81, que empleando los índices convenien
tes sería: 

(3 + f- JOfl 1(31 
tl,) Y (!:e,) - Y(h

1
) T P (1,) T (1

1
) 

Reemplazando valores, teniendo en cuenta el cambio d3 índi

ces y que 1\II i o,> = O : 

Kio,> 

3 . E .r<h,> 6 . E I<~t,> 3.E Io> 

elim}nando E e introduciendo el concepto de coeficiente de flexibi
lidad, resulta : 

2. Md o,>. x o,>-2. Msot,>· x<~t,>=- Ki o,>·x<I,> +Ki<h,> .x<h,> (84) 

que denominaremos condición. de aporticamiento simple correspon
diente al semi pórtico primero. 

En forma análoga puede obtenerse la condición de ap1ortica
mi~nto simple correspondiente a un último semi-pórtico (:fig. n". 61). 

Figma N•. 61 · 

De la ex:Qresión n•. 80 se obtiene, permntando en forma ade· 
cuada los índices : 

a +·y - a' + a" ...L y' 
(lz) (hz·1 ) - (lz) (lz) 1 (hz-1 ) • 

de la que, reemplazando a, (3 y y por sus vabres ya obteniél.os: 

Ki(lz) lz · K.i(hz-
1

) hz-1 Mi(lz) lz 
-.---. -·-+---

6 . E Ioz> 6. E 3. E I (lz) 
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Md(lz) 1z Ms (hz -1) h(z-t) 

-------
6. E I (lz) 3. E 

de la que teniendo en cuenta que lVId (Izl = O, se obtiene: 

2 . Mi (lz). X lb) + 2 . Ms (hz-
1

) • X(hz-
1

) =-

= - K.i(lz) • Xoz) - Ki(hz- l) • X(hz- 1) (85) 

qu·d es la condición de rigidez del ·último ángnla y la denominaremos · 
de aporticamiento simple correspondiente al último semi-pórtico. 

d) Imposibilidad de giro de los nudos. - Además de las ex
P.resiones ya encontradas pueden escribirse ln.3 sigu:entes, teliiendo 
en cuenta que el equilibrio de cada nudo exige la imposibilidad de 
lma. rotación o giro : 

nudo ln-1; hn-1 ; ln 

nudo ln ; hn ; ln.¡-1 

nudo ln+1; hn+1; ln+2 

- i\id(ln-1) 

-Md(ln) 

-Md(In+tl 

= -Mi(ln) +Ms,,._., ~ 
=-Mi(ln+l) +Ms,(hnJ 181 

= -lVIi(In+2) +M8om+ll 

2•. - Caso de carg·a general. - U so de las expresiones de
ducidas para la resolución de una estructura cualquiera a vértices 
fijos y extremos articulados. - Ejercicios y ejemplos. -

Resolución de problemas.- Un problema estará resuelto cuan
do conozcamos la tntalidad de los momentos ertremr,s incógnitos y 
esto es posible mediante el empleo de las expresiones que dan las 

5. ----
f 

Figura N•. 62 
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condiciones de continuidad, de aporticamientos doble y simpb, y de 
la :imposibilidad de giro de cada nudo . 

.Así, si tuviéramos qué resolver la estructura representada en !.a 
:figura No. 62, podríamos establecer: 

a) Cuatro condiciones de continuidad . . . . . . . . . 4 
b) Tres de aporticamiento doble . . . . . . . . . . . . . 3 
e) Cuatro de imposibilidad de giro de los nndos . . . 4 
el) Una de aporticamiento sim:Ale (ya sea la correspon-

diente al r. o al último semipórtico) . . . . . . . . . . 1 

Total 12 

o s0a un total de doce ecuaciones para ligar las docc. momento~ in
cógnitos c::..."tremos, que permiten, por lo tanto, l'e;:;olver el prublema. 

Si la estructura a resolver fuera la represen1 a da en la .figura 
ním1ero 63, se tendría: 

~-

Figura N°. 63 

a) Tres condiciones de aporticamiento doble . 
b ., Igual níuuero· de condiéiones de continuidad 
c) Una de aporticamiento simple .. ,. 
c1) Tres de imposibilidad ·de giro 

'Intal 

., 
i) 

':) 
tJ 

1 
'l 
ü 

10 

número de ecuaciones. igual al de momentos extremos incóg.riitos del 
problema. 

Todas estas exp¡resiones se usan y utilizaR en forma semejante 
a las de Clapeyron: si un tramo o pié derecho está descargado, los 
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correspondientes valores de Ki y Kd se anulan, y si la carg·a actúa 
de abajo a arriba en los dinteles o dé derecha a izquierda en los piés 
derechos deben cambiarse los signos de ellos, famlit::mdo los sjei!l
plos que siguen la comprensión necesaria para su uso. 

En . esta parte correspondiente a los pÓl'ticos o esh'U.c1.ul'as a 
vérHcas _fijos pueden incluirse y así lo haremos las que tengau vér
tice¡:; de¡;;plazables cuando sean simétricas y eslén solicitada3 ppr 
causas también simétricas, pues en este caso los vértices permane
cerán evidentemente fijos. 

En la resolución de problemas tendremos en cuenta qne las 
fo:rmas más usadas son aquellas en las cuales los piés derecnos y 
dinteles se cortan en general a ángulo recto. 

3°.) Deducción de fórmulas de cálculo de los casos de apli
cación más corrientes. -

Ejemplo No. 1'- Pórtico biarticulado, cGmpuesto de lm din
tel horizontal y de liD pié derecho vertical, sometido a carga ver.
tical. 

Para este caso la expresión 86 dá: 

JYid <t.> = -1\110 ,> + l\Is (h,l 
y c:omo: 

1\fi (lz) = O 
resulta: 

La condición de aporticamiento sim:nle N". 84 permite estable
cer que: 

- Kd(l,) X • <t.l + 2 . [- JYid(l.) ] . X (h,) = ~ . M el (l.) . X (1,) 

de donde: 

Kd(l.) . X 0,) 
1\id<t.l =--------

. 2 . (x o~l + x <t.l ) 
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Figma N•. 64 

dividiendo pOI'. x O) : 

Kd 
l\fdo,.> = - · (87) 

2.(x+l) 

siendo: 

X(h,) I (h,> lo Io,.> h1 
x=--= 

X(l,) 11 Io I <h,> l 

I o,.> lo 

l1as reacciones de apoyo pueden determin:n'se mediante la sim
ple aplicación de las leyes de equilibrio: 

Q.m Q.n 
Vd=--; Vi=-- H=l\1~·-h 

.l l 

Ejemplo N•. 2 ---:- Pórtico triarticulado compue'3tv de una viga 
dintel de dos tramos y lm pié derecho intermedio (:flg. N•. 65). 

Los momentos e2..'tremos intermedios son tres: 
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Figura No. 65 

Los momentos extremos m
termedios son hes: 

1 

1 

--¡ 

Las expresiones que permiten resolver este problema son: 

a) Condición de Continuidad en A : 

2.1:fd (1,) .X (11) +2.n1i (1,) X X(!,) = -[Kd(l,) .x (1,) -1-Ki (!,) . x(l,) )( 87bis) 

:p¡ues 

Mi o
1
l = Md o,l = O 

b) Condición de aparcamiento simple: 

- Kd Cl,l -· x Cl,l + 2 . _lvrs Ch,l • xc111> = 2 . lVId Cl,> . x 01l (SS) 

e) Condición éle imposibilidad de giro del nudo A: 

- Mcl<I.> = - l\'lio,> + r.rs Ch> 

de 18. que : 

l\ís(h) = M:i O) - 1\'Icl Cl,l (S9) 

Las ecnaci?nes S7 bis, SS y 89 forman un sistema c_iue permite 
resolver el problema. Después ele mia serie U€ lransformaciones se · 
obtiene: 
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-[K do,.> . x <~> + Kio,> . xo.>] - 2. Mi o.> . xo.> 
---=-----'---------- - - =Mdo > = 

2. X(~) . 
1 

- Kd . X (11) + 2 . ~Ii (l,) • X(h,) 

Si en vez de referir los valores x 1 ; x 1J1 ; xi~ a I 0 y 10 lo ha

cemos con respecto a I 
1 

y h
1

, obtendremos denominando: 
l¡• 

xl=--.-
h1 I o,> . 

Xo=---.--
- h1 I o,> 

la expresión siguiente: 

de la que :finalmente: 

y,xChl =! (89 bis) 

-Kd (!,) • Xd-2.1\Ii (1,) 

2. (l+x1 ) 

:i\Ii(l,) ------------- (90) 

de igual manera: 

1\Id 0 1 l (91) 

pudiéndose determinar 1\Ish mediante la No 8H una vez calculadós 

lVI¡¡, y lVI cti, • 

Ejemplo No 3 - Pórtico bi-articulado simétl'íco compuesto ~e 
un dintel horizontal y de dos piés derechos lneliJJadrs. de igna1 al
tura sometido a la acción (:fig. N°. 66) de una carga también si-

't . me .. nca. 
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Figum NQ. 66 

Los casos de cargas asimétricas los veremcs al tratar las es
tructuras a vértices desp~azables. 

La carga y forma simétricas permiten esta.hleee:r que : 

Ki (In) = Kd (ln) = K 

1\Id (In) = l\:J:i(ln) 

X =X 
(lm--1) (hn) 

Las expresiones 85 permiten establecer que: 

de donde: 

l\ii (In)= M:s (lm-1) 

Nudo B : - M:d(Jn) = :Ms (lm) 

luego: 

M. = l\fs (hn-1 ) = l\1i(Jn) = l\1:d (ln) = -- llís (lm) · 

La condición de aporticamiento doble se transforma por consi
glriente en: 
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si denominamos : 

. x (lm) Icl). h 
x-:--.--=-.-. --

x (ln) 1 I(h) 

la anterior se transforma en : 

K 

3+2.x 
(92) 

pudiéndose como en casos anteriores determinar las reacciones me· 
diante el empleo de las condiciones de equilibrio. 

Ejemplo N°. 4:- Sea el pórtico representando en la fig. N•. 
67, sometido a una carga vertical cualquiera, simétrica, caso paTa 
el cual el dintel no sufre desplazamientos. 

Figura N9. 67 

Dentro de esta condición y ada~tando la nomenclatura :indica
da fn la fig. N•. 67, se tiene: 

Rev. Univ. Año XXTV -1 • 2 10 
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I\:J:i(ln-1) = I\id(ln) = I\'11 

I\id(ln- 1) --:- I\ii (In) = I\f2 

X(ln-1) = X (In) =X¡ 

x(hn-2) = x(lm) = x(h) 

X =X · 
(nll-1) (h1 ) ' 

Ki(ln-1) = Kd (In)= K ex. (c},._--terior) 

Kd(In-1> = Ki10 = K in. (intE:Tlor) 

Las ecuaciones que pueden establecerse son: 

a) Condición de continuidad. La expresión 11.0 • 76 teniendo en 
cuenta a las simplificaciones que introduce la carencia de cargas 
contra los piés derechos, y la doble simetría de forma y solicita
ción es: 

(92 bis) 

b) Las condiciones de imposibilidad de giro de los nudos A y 
B son: 

nüdo A: 

Ms(h) = O 

e) Condición de aporticamiento doble : 

(93) 

(94) 

(94 bis) 

Tenemos, por consiguiente, lill sistema J;: Jos ecuaciones con 
dos. incógnitas que resuelve el problema. 

Si referimos los valores a J jl y denominamos : 
e 

Icl) h 
x=--.--

1 IChl 

las 92 bis y 84 bis se transforman en : 
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cuya solución dá : 

lVI~ = - ------'---

(4x+3) 

que resuelven el problema. 

Si la carga, fuera además, simétrica en cvdi:!. tramo: 

transformándose las 95 y 96 en las siguientes: 

y 

K 
1\i =----

~ . 3 4x-~-

2x:f- 1 
lVI2 =-K . ----

4x -1-3 

l\fsb =O 

(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

Ejemplo N°. 5 - La viga como elemento de estructura. - Una 
vig~ o 1.ma colUilllla de 1.ma estructura cualquiei·a d.e un edificio for
ma parte de 1.m co?I-W.ejo que en general no presf:nta cálculo exacto. 

Sin embargo, éste lo será cada vez más a medida que nos va-: 
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yamos acercando a la realidad en las hipótesis guc formulemos so
bn la naturaleza de los vnículos que la unen al respecto de la es
tructura. 

Así, por ejemplo, si a una viga de un entJ:amado la calculamos 
como semi-empotrada, podemos cometer liD error que puede ser gro
sel'J ; este error disminuirá si la consideramos como parte de lma 
viga contínua, y, así siguiendo, disminuírá más aún si tenemm:: en 
cu2~1ta la flexión de las columnas. 

Figura N9. 68 

i 
1 

! 
e ---i 

1 

1 

Como la influencia preponderante correspunde a los tramos ad
ya•:e1Jtes, se estará muy cerca de la verdad si .la calculamos tenien
do en cuenta la totalidad de las piezas, sean vigas o cohunnas, que 
le sean inmediatas . 

Podemos formular dos hipótesis, todavía con respecto a la na
turaleza de los vínculos que unen a estas últimag con el resto de la 
estrnch1ra, pues puede suponerse que sean articulaciones o empo
tramientos perfectos, tratandü en el presente ejempJo, el primer caso. 
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Para mayor sencillez, desarrollaremos el caso simétrico, aun
que nada impide deducir en igua:l forma el asimétrico. 

En lo que sigue, nos referimos a la fig. N". 68. 

El sistema que resuelve el problema es e] siguiente: 

a) Condición de continuidad. Como Ki = Kd =K y :M:i 0 n -IJ = 
O, se tiene, ya que el primer tramo está descargado, que : 

(lOO) 

b) Condición de aporticamiento doble: 

4 J\'[2 • x 11 inf, +- 61\11 X(!,)=- 2 K . x(I,l (101) 

e) Condiciones de aporticamieuto simple. Teniendo en cuenta 
que el dintel del primero y último tramos están desca1·gados, puede 
escribirse que : 

1°.) Para el semi-pórtico l; 
h inf 

(102) 

2°.) Para el l; h , observando el signo de J\14 : 
SU!) 

(103) 

d) El equilibrio del nudo A exigE: que: • 

(104:) 

Tenemos, por lo tanto, lill sistema de cinco ecuaciones con cua
tro incógnitas. Como las No. 100 y 101 son .iguales; 1·ecordando la 
N". 102; el sistema que permite la resolución del problema es el 
signienté: 

2 1\13 • X¡ + 3 . l\1:1 . X (1,) = -K . X(!,) 

}\'[2 • X inf :.._ }\'[3 • X¡ 

(105) 

(106) 
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De las tres íu:i:imas se deduce: 

(107) 

(108) 

X (1) X 11) . [ X(!¡- X (1) l 
JYI2=-JYI3.---1Ha-M3.--=-1Ha. 1+---+ --

X(hinf,l X(hsup,) X(hinf,) X(hsup,) 

o sea: 
Mt 

l\13 = ---------- (109) 
X(!) X 'O 

1+---+----
X(J¡ inf,) X(h r.up,) 

Esta, y la número 105 permiten establecer que: 

[ 1 
1 1 l K.-

X(!': X (h inf,) X(h sup,) 

JYil =-

ó: 

K. U 
l\11 = -----

2+ 3U 
(110) 

siendo x O,) = 1, por cuanto hemos referido les \'alorcs de los coefi

cientes de flexibilidad a I 
0 

> y 11 : 
• 1 

Conocido l\f1 : 

K 
JYI2 =-

. [2+3.U] 
(111) 

X (h inf,) 

K 
l\'[3 =- (112) 

x\1) [2+3 U]. 
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K 
JH4 =- (113) 

que resuelven el problema. 

Por degeneración de esta estruceura pueden resolverse las for
mas representadas en las figuras níuneros 69, 70, 71 y 72. 

JUl] llllllTIInn~ 

Figmas N9s. 69, 70 y 71 

Figura N9. 72 
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Para el caso indicado en la figura No. 71 : 

1 1 1 1 1 1 
U=-+--+ = ---··------- = 

Xtl} X(h inf,} X(ltsup,} X(h inf,} 

y la número 110 se reduce, en consecuencia, :> : 

K 
lVI1 =-----

2x+3 

h inf, r (1,) X 

T 1 
~ (h inf,} l. 

(114) 

que es la expresión no. 92 encontrada al resolver el ejemplo no. 3. 

Ejemplo N°. 6 - Sea el pórtico representado en la :fig. N". 
73 sometido a lma carga normal al pié derecho. La expresión No. 
85, permite establecer que: 

pues: 

o = -l\'Ii(lz-1} + lVI 8 hz 

Mi(lz-1} = Msthz) =O 

l\'Id(ln} = O 

La condición de aporticamiento simple (expresión No.· 85) se 
transforma en la sig1.liente, previo cambio ade,mado de índices: 

2 ::.\'[ .X(lz}+ 21\'I ·X (hz-1} = -Kd (hz -1} ·X (hz -1} 

Si referimos x (lz} y x(hz _ 1 ¡ a I (hz _ 1 > y a h (hz _ 1 > y denominan· 
do: 

X(hz -1} I (lz} hz-1 
x= ---- ---

X(lzl lz I(hz-1} 

la anterior se transforma en la siguiente: 

2 . M . X+ 2 . lVI = -K¡ . X 
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de la que finalmente : 

Kd.x 
ni = - ------- (I15) 

2. (x+l) 

Pudiendo las reaccio11t.s d apoyo cat· 
cularlas mediante la aplicación de las le
yes de equilibrio. 

Problema N°. 7. - Pó:rtico simple In
articulado sometido a car!5as horiz,mtalt>s 
simétricas. En e3te caso: 

-1\'l:i(ln) -+ ~Is(hn-1) = O 

luego: 

además: 

,M 
1 

\ 

\ 
\ 

l\'[i (ln) + ::\fs {hn-1) 

.---------r-_ . ', 
\ 

\ 

Figura N9. 74 

Figw:a N9. 73 
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Como por simetría : 

l\'Ii (ln) = :M:d{ln) 

resulta: 

l\'1 = 1\fi(ln) = Md(ln) = Ms(hn-1 ) =- Ms(Jm) 

teniendo en cuenta que : 

Kd<hn-1) = - Kc10m) 

pues la carga que actúa ceintra el pié derecho b es de dirección de-
n 

recha-izquierda la condición de aporticamiento doble permite esta-
blecer que: 

'). l\1r X _L 6 1\•f X 1 9 i'1f X - n Ki X 
'"'~ 1 • (hn) 1 "' • (ln) T '"'ll. • - (lm) --"' • (hn) 

si: 

X(hn) I (lm) In 
x=---=---.--

x (In) I (ln) hn 

la anterior resulta: 

Kd.x 
1\i (llG) 

Ejemplo N•. 8 - Para la resolución de la estruetura re:presen
tada en la :fig. N". 75, cuyo pié derecho se halla sometido a una car
ga normal cualquiera, se tiene : 

o ____.-\; 
¡..---L2. ,1 
1 

Figura N9. 75 
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a) Condición de contimúdad del dintel en A: 

:i\11 • x<
11

¡ +2M2 • x (I) + 2 ~I3 • x(I,J + IÚ4 • x 0,l O 

de la que: 

b) La condición de aporticarniento simple, para d recorrido l ; h es: 

e) y la del eqlúlibrio del nudo A: 

Si se refieren los valores x a 111 y a h: 

Ich) 11 Ich) 12 
X - x2=--· ·-.-

lo,> h lo,> h 

X - 1 ¡h) 

Las ecuaciones anteriores se simplifican transformándose e:rr las 
siguientes : 

:Ma = l\12 + Mh 

sistema que resuelve el p¡roblerna. 

Dela117: 

de la 118: 

:M:h . x2 
lVI2 =-----

X 1 

(117) 

(118) 

(11!1) 
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igualando ambas, después de una serie de transformaciones: 

de la 118: 

de la 119: 

lVI h 

Kd. x2 
M2::;::; + ---------

(120) 

(121) 

Ejemplo No. 9 -En forma análoga puede resolverse el pórtico 

de dos aberturas y simétrico representado en la .figura Nc 76, some

ticlo también a carga simétrica. 

Figura N9. 76 

Podemos establecer de antemano, teniendo en cuenta la conven

ción de signos de los momentos flectores, que: 
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l\1 = l\'Il = l\12 = Ms = - l\I, 

l\'[c = M3 = M5 

M 4 =O 

a) La condición de continuidad aplicada al dintel dá: 

::i'l12 .x1+2l\I3 .x1 +2M5 .x
1 
+M6 .x1 = 0 

de donde: 

o sea: 
l\'I = - 2 l\ia (123) 

b) La condición de aporticamiento doble, teniendo e:1 cuenta que 
contra la pila central no actúan cargas, es : 

o sea: 

si: 

X(h) I, h 
x=---=--.-

x0¡ 1 11 l 

la anterior se transforma en: 

2 .l\Lx+3. (M+l\'Ic) =-Kd. xd. x 

reemplazando la 123 en la 124: 

l\'I 

y t~niendo en cuenta· la (123) : ·. 

Kd.x 

4. x+3 

2. Kd. X 
l\1=-----

4.x+3 

(124) 

(125) 

(126) 

AÑO 24.  Nº 1 -2 – MARZO-ABRIL  1937



-256-

Como por simetría la tangente a la elástica del dintel en su 
tmión con la pila media queda horizontal, el problema recientemen
te resuelto pjltede hacerse extensivo a la estructm·a representada en 
la figma N". 77, y además, como el resultado CM y lVIc) es indepen
diEJnte ele las medidas que definen al pié derecho central, el pl·ohle
ma puede hacerse también extensivo a las :fig1.1ras diseñadas en las 
N". 78 y N•. 79. 

1 

r * 1 
Figuras 77, 'i8 y 79. r f 1 
Ejemplo N•. 10. - Para resolver la estructura representada 

en la :fig. N". 80, sometida a tma carga.normal contra Gl primer pié 

derecho, pue~1Gn emplearse 

las expresionc« que r.orres 

ponclen al aporticamiento do· 

ble y 1.:imple, a la continui· 

dad del dintel e imposibili

dad del gU'o del nudo A, en 

la :forma siguiente: 

Figura NQ, SO 

1' 
1 

1 
e. -__..¡_-e~--¡ 
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a) Condición de continuidad en A: 

l\11 • X1 + 2l\12 • X1 2l\:I4 • xlt = O 

b) Aporticamiento doble: 

rec:;uic1o h; l; h1 : 2.l\11.x 11 + 3. (l\f1+M~) x 1-2.1VI3 .xh, 

-Kd. xh 

e) Aporticamiento simple: 

recorrido h1 ; 11 : 

el) Imposibilidad de giro del nudo A: 

1VI2 + l\:Ia = l\14 

Si los valores x los referimos a x1 , denomiuando: 

X(!¡)= 1; 

x(h> 

x=--

X(!) 

la.;. anteriores se reducen a: 

x{hl) 

xl=·--- y 

2.l\11 .x+ 3 (l\i1 .+1VI3 ) -2.lVI3 .X1 = ..,--Kd .x11 

lVI1 + 2.1VI2 + 2l\14 .X2 =O 

2.l\i3 .x1 + 2.l\14 .x2 =O . 

1VI2 + l\13 = lVI4 

Eliminando lVI3 entre las 127 y 129 : 

y a lVI1 entre ésta y la 128 : 

X 

(137) 

(128) 

(129) 

(130) 

4.lVI2.x + 3.l\f2 + 4.1VI4.x.x2 + 4 l\14 .X2 =Ka .x 
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elimü1ando l\1:3, entre las 129 y 130 : 

l\14.x2 + :M:"'.xl =:iH.2.xl 

y, f-nalmente, eliminando a ní2 mitre ésta y la anteriGr : 

l\f4 =+ ---------------------

Si por abreviar hacemos : 

la anterim· se transforma en: 

Kd. X. XJ 

l\'14 =+----
R 

teniendo en cuenta la 129 : 

Kd. x. X 2 

}\13. -----

R 

conocidos ni3 y nl4 la 130 permite deducir lVI2 : 

y, finalmente : 

Kd.x 

lVI2=+-- (x1 +~) 
R 

nl1 = -Kcl. 
R 

(131) 

(132) 

(133) 

(134) 
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CAPITULO IX 

Ínfluencia de momentos exteriores 

r.) Momentos M que actúan en los vértices o 
nudos. - Condiciones de continuidad, aporti.
Gamientos doble y simple, nudos. - Ejerci
cios. 

2°.) Momentos M que actúan en los extremos ar
ticulados. - Idem. 

r.) Momentos lVI a.ctuando en los vértices o nudos. - Concli
ciones de: continuidad, aporticamientos doble y simple, nudos. Ejer
cicios. 

Los valores K, correspondientes a los términos de carga. deben 
anularse en todas las expresiones 83, 84 y 85, e incluir en la condi
ción de imposibilidad de giro N°. 86 el momento exterior :i\:I. 

El conjunto, en consecuencia, que permite resolvn· cualquier 
pru1Jlema de esta naturaleza, es el siguiente: 

a) Condición de continuidad: 

:Wii(ln) .X (In)+ 2 .:i\fd(In) .X(ln) + 2 ·j',fi(ln+1) .X (ln+l) 

+ j\{cJ. (ln+1l ·X (ln+1l = (, 

b) idem de ap,orticamiento doble: 

3 .1\Ii (In) .X(ln) + 3 · :i\{cl(ln) ·:X (In)+ ·2 · j\f\hn-1) · :~ (nl•-1: 

- 2.1\'Is(hn) .x (hn) =O 

e) idem de aporticamiento simple: 

2 . 1\{CJ. O,) . x o, l ~ 2 . JVIs(h,l . x(h, l = O 

2.l\Ii(lz) .x(Iz)+ 2 ·l\fs(hz·l) .x(hz-1)= 0 

el) imposibilidad de giro: 

..J.:lVI=O 

Re\·. Unh·. Alio XXIV- 1 · 2 17 
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Ejemplo N°. 11. - Se:>. el caso representadiJ en 'la. figura n". Sl. 

H 

Figura n•. 81 

Su resolución puede hacerse mediante el 1•lantco dguiente: 

a) Condición (139) de imposibilidad de giro en i\I: 

- Md O,) = M 

b) Condición de aporti~amiento simple (137) : 

lVId(l,) . X \!
1

; - 2 . l\Is(h,l . X (h,) = 0 

Estas dos ecuaciones fornian un sistema que reswclve el problema: 

X 

JL.:.O,> = -f- --- . :i\T 
x+1 

en las cuales : 

(140) 
l\i 

Ids<11 > =--.-
1 . X 1 

X I hl (h,) {i,) 
X=---=---._..:.__ 

x(I,l I . 
(h,) 

1 . 
1 

(141) 

pudiéndose determinar las reacciones como (~Jl casos anteriores se . 
ha jndicado. 
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Ejemplo N•. 12 - Influencia de lill .momento exterior l\1: que 
actúa en el nudo A de la estructura representada en la fig. N• 82. 

Las expresiones de cálculo son : 

a) de continuidad del dintel en A: 

1\fd (l¡l . x(l¡l + l\ii (I,l . x <I,l = O 

b) de aporticamiento simple: 

l\'Is(It¡l . x<It¡l = l\fd (1¡; • x (l¡l 

e) idem de equilibrio del nudo A: 

. l\'r - l\'rd t Jl'fs _J_ ( l\'rl· ) ~- ... ~ (1¡) T '- (h.,) t -.n O,l . 

Figura n•. 82 

(142) 

(143) 

(144) 

El sistema de ecuaciones 142, 143 y 44, resuelve el problema.: 

De la N•. 143: 

d·~ la 142: 

l\fi O,> = -1\fdo,l (146) 
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luego: 

xi, 

~I = lHdci,> + l\fd<I,> . --+ l\1d0 ,> 

xh, 

denominando : 

I(h,l 11 I (h,l 12 

x1 =---.-- x2 =---. 

I o,> 

y la anterior se transforma en la siguiente: . 

[ 
X1] 

l\i = l\fdi . 1+ X 1 + ·-: 
Xz 

d0 Ja que: 

lVId<1, 1 = + 
x1 + x1.x2 + Xz 

la 146 permite establecer que: 

lVI.x 1 

= 

resulta x = 1 

(147) 

(148) 

Calculándose el valor de Ms 11 con la u•. 145, una vez determi

nados los dé lVId O,> y l\fi (l,) mediante las 147 y 148. 

(149) 
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Ejemplo N•. 13 - Sea -el pórtico rep¡resentado en la ±ig. N•. 
83, sometido a cargas incidentes sobre los volados formados por pro· 
longaciones del dintel a ambos lados y siempre que: 

1\'[ = Q . a = Q1 • a1 

sean iguales . 

B. 

Figura n•. 83 

Usando la nomenclatura consig']lada en lá figm'a N•. 83, puede 
establecerse : 

a) Condición de continuidad: 

1\ii(In -1) .:x (In- 1) + 2Md (In- 1) · x(In-1) + 2Mi(In) .X (In) +ñid(ln) .X (In) = 
=O 

y como pr s:i:inetría : 

resulta: 

1\ii(ln-1) = - . 2 . 1\id(ln-1) 

o sea: 

(151) 
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b) Imposibilidad de giro de los nudos A y B: 

Nudo A: 

Nudo B: 

pues Ms h central o 

e) Condición de aporticamiento doble: 

2 Jl¡fh • X h + 3 n:f1 • X1 + 3 . }\{2 • X1 = 0 ( 153) 

El sistema de ecuaciones 151, 152 y 153 resuelve el ~roblema: 

3 . }\'[ 
M: Ir (154) (155) 

en las que x1 vale : 

xh 11 h 
x=--=-.-

. X¡ I h l. 

La níunero 152 permite calcular 1\'11 • 

· Debe tenerse en cuenta al determinar las reacciones aumen
tar las verticales, correspondientes a las pilas extremas, en Q y Q1 • 

r ;::::::szc::;: 

l La resoLición de este problema es in-

dependiente de las dimensiones de la pi-

la centra], por lo que puede hacerse ex-

r 
tensiva a las estructuras en laf¡ :figuras 

T 1 
Nros. 84 y 85. 

t 
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2°.) Momentos M que actúan en los extremos articulados. 
Ccnillciones de: continuidad, a~orticamiento doble y simple, nudos. 
Ejercicios. . 

Si en los extremos articulados actúan momentos IV!, y el resto 
de la estructura no está sometida a cargas de ningtma clase, deben, 
en primer término, anularse en 'todas las exp1·esiones que correspon~ 
dan a las condiciones de continuidad, aporticamie11tos, cte.., los va
lores K, y en seg'lmdo término, -tomarse en cons1deraci.ón las influen
cias de los valores :M en la forma que veremos a continuación~ 

Supondremos, teniendo en cuenta la convenc1on de signo~ de 
lo'> momentos flectores, y para conservar la caractedstica de las ex
presiones- ya encontradas, que los momentos exteriorrs que actúan 
en los extremos inferiores de los piés derechos sean .levógiros, d~ 
igual scntid'l de l\Ii

11 
y de sentido contrariO 1\'Id1i 

a) Condición de continüidad. - Se establece en forma al!áloga 
a b vista al tratar la viga contínua. 

tramos 11 y 12 : 

9 "f. J x 1 ')o·r-· · 1 11 ,rcl 
"".JI-'- (1

1
) • • (1, j 1"'11 _ (1,) . X (!,) ¡lu O,). X O,) = 

tramos 12 y 13 : 

l\ii(l.) _.X (1.) +2 .1\fd (l.) . X(l.) + 2 .Mi (lal . X Oal+ l\{d (1,) .X(I
3

) -:--.0 (151) - . - - -

tramos l(z-l) ; l(z > : 

Mioz-1) .X(lz-li +2.1\fdoz-1) .X(lz·l) +2.Mioz).X(Iz)= -l\Id(l•: .X(h) (158 
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b) Condición de aportica.miento doble. - Poclr.íamos decluci.Tla 
'én forma análog·a a la empleada en la página , pé.ro como ello nos 
llevará a lma redlmdancia sin aportar ning(m conocimiento nuevo, 
p,re.Eerimos escribirla por eA-tensión de la N°. 83: 

3.Mi (Jn).X(Jn) +3.I\Id (ln)·X (ln)+2.l\ísom-1) .X(hn-1)-2.IIfs (hn)·X(hn)= 

=-Mi (hn-1)-X(hn-1)- li'IÍ(lm)•X(hn) · 
(159) 

ce) Condieión de a11orticamiento simple. - Si al estab1ecér la 
ecuación 84, anulamos a los valores K, y no hacemos como supusi-

mm lVIi0 l = O, queda: 

(160) 

En igual forma, anulando los valores K,. desde que no existen 
cargas aplicadas, y teniendo en cuenta que al dedudr la expresión 
N•. 85 supusimcs lVIc1(17.l = O, que ahora tiene valor real, queda: 

2 .lVIi(lz)•X(!z)+2.l\1:schz- 1) .X(hz -1)-J-- 1\Id(lz)·X (lz) =IIIÍ(hz -1) .= (161) 
=X(hz-1) 

en las cuales se han permutado por analogía les términos Kh y K 1 

por los lVIh y lVI1 correspondientes. 

d) Imposibilidad ele giro ele los nudos o vértices. - Queda 
inalterable la expresión: 

¡~l\1=0 1· (161 bis) 

Las expresiones 156 a 161 p.o solamente nos permitirán la re
solución O.e cualquier caso p~anteado, pues dan la se-lució~ del pro
ble-ma cualesquiera sea el número de momentos extremos lVI.1 y del 

11 

grado de multiplicidad de la estructura, sino que servirán· también 
:¡:>~n'~" el cálculo de estructuras aporticadas co11 vértices fijos empo
trndás. 
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Si tenemos tma estructura aporticada empotrada sometida a 
una carga cualquiera, razonando en forma semejante a la expuesta 
en el caso de las vigas empotradas, tendremos transformando los 
empotramientos en articulaciones que ·las cargas eA-ternas aplicadas 
originarán deformaciones ang1.uares extremas (en los e2.-ti·emos ar
tictliaros) que podemos calcluar, debiendo los momentos :M:.1 · origi-

'' nar otras iguales y de sentido contrario, en el caso de empotrami~n-
to. El diagrama de momentos será, evidentemente, suma algebraíca 
de los que resp¡ectivamente correspondan a cada uno· de estos es
tados. 

Ejemplo N•. 14 - Sea el pórtico representado en la :figura 
N•. 87, sometido a la acción del momento Mhi en el extremo infe
rior del pié derecho . 

Figura n•. 87 

La 161 da: 

-l\Ic1 (In) = + l\'Is (!m) = :M 
pues: 

Teniendo en cuenta este l'esllitac1o, la 160 permit':l establecer que: 

·_ 2.:M:.x(l,)- 2.1\'I.:s: (h,) = Mi(h,) .x(h,l 

si como hicimos en el ejemplo N•. 1: 
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x(ll,l I(l,) h1 

x=--=--.--
x o,> 11 Iot,l 

la anterior se transforma en: 

- 2 . :NI- 2 . M . X = l\fi(h) . X 

de la que finalmente: 

lVIi (h) . X 

:i\1:=------
2. (x+1) 

(162) 

Ejemplo N°. 15. - Pórtico bi-articulado simétrico sometido a 
la zecióh de los momentos: 

1\'Ii (hn-1) = -1\'Ii (lm) 

que actúan en los extremos inferiores de ambos p¡ies derechos. 

La expresión 161 aplicada sucesivamente a los vértices A y B da: 

:M:s(hn-1) = l\1:i(ln) = l\id(ln) = -1\fs(hn) = l\1: 

y la 159 de aporticamiento doble : 

6 .:M:.x1 -r' 4.l\í.x
1 

_:_ - 2.l\ii 1 .x 1 l. . . 1 1 
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Si como el ejemplo 3 hacemos : 

xh I<hn) J n 

x=--=---.--· 
xi hn I (In) 

la anterior se tl'ansforma en : 

de la que: 

X 
lVI =- :Th:Ij h ----

Las reacciones de apoyo se reducen al empuje: 

3 . Iv[j <II> 
H=--- (164j 

h 

M• 1 
'h. 

2.x+3 

Ejemplo N°. 16. - La deternú

nación del diagrama de momentos 

del caso repi'esentad,: en la fig. N°. 

89 no ofrece tamppeo dificultad. 

Figura n°. 89 
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La 161 permite establecer para el nudo A: 

-li'Id(ln) = -li'Ii(ln+ll +Ms(hn) 

La 158, teniendo en cuenta que los extrem0S están artciulados y 
que en ellos no actúan momentos: 

2.1\ícl.(ln) .X (In)+ 2.1\íi(ln+ll .X (ln+l) =O 

En igual forma la N•. 160 da: 

pues: 

l\fi(l,) = o 
Reempaazando los índices n y n + 1 por ] y 2 ,raspectivamente 

y adoptando los v&lores de x dados por la 89 bis; las anteriores se 
transforman en: 

-l\id <I,l =-Mi (l.) + l\is (h,l 

2.Mc1 0,l .xfJ,l + 2.1\fiíl,l .X2 =O 

2.Mc1 0,l .x1 - 2.1\i~O•,l =Mi (h) 

(1G5) 

(16C) 

(167) 

De la 166: 
x2 

l\id(l,) = --l\fi (1.) . -

x1 

o 

X 1 

reemplazando este valor en la 165 : 

X 1 

-l\íd<',l = 1\td<I,l . - +Ms(h.) 
x2 

Eata y la 167: 

X J. 

- Ms (h,l = l\'ld <I,l (1-¡- -) 
~ 

Mi (h, l x1 

• X 1 - --- .:.._ - lVId (l,l (1 + -) 
2 x2 
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:finalmente se obtiene: 

:Mi(h,) xl _L x2 1 

Ms(h,) - (lGS) 
2 xl + xl.x2 x2 

=----. (169) 

l\ii(h,) x2 
l\id (1.) = --- . -~----

. 2 X 1 + X 1 • x2 + X 2 

(170) 

Ejemplo N•. 17. - Si se tratara de investiga1? Ja influencia so
bre la misma estructura de llll momento exterior ~1i <~> , en las ex
presiones anteriores 160 o 161 (v. gr. la 160) debe anularse lVli(h,). 

T 
M;ll 

1-~.--------~--~~~~--~ 
! 
1 
i 

Figura n•. 90 

Como l\ii 0,.> tiene sentido contrario al que le corresponde en 
las expresiones deducidas en la página N". , debe tenerse en 
cuenta esta circunstancia, invirtiendo el signo. 
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Procediendo en forma idéntica a la anterior, ~e tiene: 

a) Expresión (161 bis) : 

l\fi O,> - lVIs (h,J 

b) La (160). 

2.Mél,1,¡ .x 0 ,) - 21\'Is(h,l .x (h,l = + 1'1'1\1,) .x(¡,) 

e) La (161) : 

Estas expresiones se reducen a las siguientes : 

2,l\id0,l .x1 -2.1\is(h,l = +:M:i0 ,l 

. 2 .lVId(¡,:) .x1 + 2 .lVIi O,l x2 = + 1\'Ii0,l 

Este sistema resuelve el p~·oblema: 

De la. (172) : 

-2 .lVIs<h,> = 2 .1\íd o,>- 2 .1\'li o.> 

que reemplazado en la (173) : 

2.1\íl,(l,l .x¡ + 2.1\ld(l,) - 2.1\ii(I,l = + lVIi 0 ,l .x1 

2.lVIdtl,i (x1 +1) -2.lVIi 0,l = +·:M:i 0,l .x1 

de aquí: 2.lVIi (J,J = 2.Md 0,l. (x1 + 1) -1\ii (1,) .x1 

reemplazando este valor en la (174) : 

(171) 

(172) 

(173) 

(174) 

2.1\\l:c10,) .x] +2.1\id(I,) (x1 .X2 x2 ) -:-M'i 0 ,) .X1 .x2 = +lVIi(l,) .x1 

o: 

2.níd 0 l (x1+x1 ~x2 .+x2 ) = +lVIi0 l (x1 .x2+x~) = 
1 1 . • 

= + 1\ii(l,) . X 1 • (1+ ~) 
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de aqtú: 

l\ii(I,l X 1 • (x2 + 1) 

l\id(l,) = +--. ~-~- (176) 

2 X1 + X1 • X2 + X2 

Teniendo en cuenta las (172!174) se tiene: 

l\ii(l,l X 1 • X 2 

1\is(h,l _:_ ----.-----
2 x1 +x1 .x2 +X2 

(176) 

y 

- 1 - -¡---- (177) 

2 

·Ejemplo No. 18. - Si en el extremo articulado del dintel del 

pórtico representado en la: fig. No. 91, act1m el momento .JYid
0

.l ; 

la expresión N". 159 de aporticamiento simple permite escribir: · 

2 .1\'Ii(lz) .x (lz) + 2 .1\is (hz-1) .X (hz ·1) + Md(lz) .X(lz) 

= -1\'Ii (hz ·1) .X(hz -1) -

1""---b. ----¡ 

-t 11 l: 
1 . M'dtz 

h:i!-\ 1 

JJ 

Figura n°. 91 
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como: 

~Ii {hz- 1) = O y lVIs {hz _ 1 ) = :M:i {lz) = lVI 

ia anterior se transforma en : 

si: 

') ¡\¡r - 1 ') ¡\,r ,. 1 o¡rd ,. -- u~ 
'- .llLX (lz) 1 ""'.lU • -~ (hz- 1) 1 J.ll. (lz) · -~ (lz)-

X 
(hz- J) 

X 

i\i=------

2. (1+ x). 

(17R) 

Ejemplo N". 19 - Si el momento exterior en vez de actuar en 
el extremo derecho artiéulado del dintel, lo hace en el inferior del 
pie derecho, debe ser la expresión 159: 

i\id {lz) = O 

cou lo que· dicha e2..1_)¡resión se simplifica: 
') l\ .. .-¡· X 
OJdl. (lz) ·- {lz) 2.i\ís (hz -l) .X (hz -1) = Mi(hz -1) .X (hz -1) 

teniendo en cuenta la nomenclatul'a em
pleada en ~1 ejercicio anterior: 

2.i\í + 2.i\Lx = + i\ii(hz _1 ) .X 

ele donde finalmente: 

J.Hi (hz -1) .X 

i\:I = ------
2. (1+ x). 

habiendo cambiado el sig110 a :L\ii (hz _ 1 ) 

causa de tener sentido antagónico ü.l su
puesto en la deducción do la expresión 
(159). 

(Concluirá) 

1 1 

t--l 
IMi}¡i!' 

Figura n". 92 
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