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CAPITULO VI 

Viga continua con tramos acartelados 

(Cargas exteriores) 

1".) GeneraJidades. 
2' ) Tramos con iguales momentos de inercia . 

a) Caso de extremos libres. 
b) Caso de extremos empotrados. 
e) Casos de extremos volados. 

Ejemplos y comparación de resvltados. 
3.) Tramos con diferentes moméntos de inercia. 

a) Caso de extremos libres. 
b) Caso de extremos empotrados. 
e) Casos de extremos volados. 

EJemplos y comparación de resultados .. 

1".) ~eneralidades - A igual de otras condiCiones (solici
taciones e4:teriores, dimensiones, etc.) el momento flector de_ una 
sección de un tramo cualquiera altera su valor con la variaciÓn 
de ]os mgmentos de mercia en su propio tramo y con la ele Jos 
demás. 
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Débese así desdoblar el estudio, ya compleJO de por sí por 
]as numerosas! combinaciones a que d•an lugar la naturaleza de 
las cargas, número 9.e tramos, sus respectivas longitudes, natu
ráleza. de los víuc11los de suste.ntacíón extremos, en·· dos partes: 
la primera, en que se abordará la viga contínua cuyos mollifmtos 
de Inercia sean iguales en lü'S centros -de todos· los tramos, pu
diendo tener acartelamientos cualesquiera, aun variables de tra
mo a tramo, y la seg}.mda, en que trataremos la viga contínua 
cuyos ~x:tremos tengan en sus respectivos centros mmnentos de 
inercia díferenteS', sin acartelam1entos o con cualesquiera di· 
memiíones de ellos. 

Pueden abordarse ambos estudws en forma semeJante al em
pleado en los capítulos anteriores, llegándose a expresiones aná
logas a las deducidas al tratar la v1ga contínua S:1n acartelamíen
tos. 

2°.) Tramos de iguales momentos de inercia -

Debemos deducir la ecuación generalizada de Clapeyron pa
rn. este caso, para lo que formular:emo_s la correspondiente con
dmón de contmuidad. 

La expresiÓn general para I variable es (ExpresiÓn 31) : 

'11fM"'. dx -::~~nf·. ~Mm .dx=_~[f~Mm.dx 
11 I t-- · I 12 I 

A A B 

Si los· tramos tienen acartelamientos: 

"" 
a). ¡3¡='11.) M'dx ___ l'_oc(l,l 

l, A I 6 . I (1,) 

b). 

1 

E 

1 

E 
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Af=·'l __ m1 .¡B-Mmd __ x r l 
" l, A I =- 6 . I:l,l . M o . Co (I,J + 

+ l, - M, . Ca <I,J l. lE. = 
6 Io,J J 

=--
1
'-

1 
[Mo. Co (l,l +M,. Ca(~l ]· 

6 lo,J E 

u~= r:. ~ e - ~ dx = ~ l6 ;:I,J Jlf, Ca o,J + 

l, 
t---.Mo 

6.1(1,) -
Coo,¡ ]· --=-= ~-1'~_ ~ _· ~. (M, .· Ca(l,l +M, Co (l,l l 

E 6 I(l,l E 

de donde: 

1 

E 

l, 1 
+ --.-. Co,J 

6. I o,J E 

l, 1 
· cd¡I~)- =--.--.-. 

6.I<~l E 

[
Mo. Co <~l +M,_ Ca o,J ]-~.~1'-. __:.[M,. Ca (l,l +M, j Co (l,l } 

6I(I,l E _ 

Simplificando E, y como por hipótesis I (l,l = l;(l,l = constante, 
se tiene: 

l, . C o,J. cá <~l _ + l, C (l,l . e~ o,J'= - 1,. [M o . Co o,J+ M, . Ca o,J l 

-1, [M, Ca o,J + M, Co o,J ] 

65) 

de la que: 

M0 .11 .C0 :(I1) f-l\ri1 .• [l1 .Üa(I1) ··~l2 .Üa(I,¡)] +M2 .. 12 .Co(l2) = 

-[Co,J l,C~O,l tC(I,l .l,.C~o,J] 

que escrita en esta forma. 
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[ 

Ca (l,l C,t <4>] 
Mo .l,. Coo,> +2. M,. l,. -

2
-·-+J, .. -

2
- +M,.!,. Co(4¡'= 

(66) = -l C(l,) • 1, cJ o,l + Ü(l,) • l, . C ~ (l,) ] • 

es .en un todo semejante a la de Clapeyron. Para su empleo, de
ben tenerse en cuenta las sigUientes reglas: 

a) Sí la carga es umformemente repartida 

etc. 

y sr es concentrada: 

e o,> >== P, . 1, c0,, = P, . 1, etc. 

b) Los valoreS' "e" corresponden Srempre a los 'tramos se
ñalados por el_ índice del factor l, del mismo término. Esta re

gla haría superfluo el uso de los índices (\l ; 0), etc., en los· 

coeficientes "e", dejándolos, sin embargo, para una mayor cla
ndad. Para enc?ntrar, v. gr. : c¡

01
) del primer tramo, factor 

del primer término del segundo miembro ; se debe conocer los 

pares de valores 6hjh y 61/l del tramo que corresponde que 

es el l, danoo .el gráfico el valor de Cir,,> buscado . Si algún 

tramo no tiene acartelamiento y otros sí, para aquellos <!omo: 
úh =O y 61 '==O, el v·alor de "e" es el indicado en los· eJes 
coordenados, y para éf:;ltos el que corresponda al respectivo par 
de valores 

Por generalización, ya que desde un punto de vista concep
tual no se ganar:ía nada, se consignan directamente las fórmulas 
para los casüs en que los extremos sean hbres, empotrados o yo~ 
lados. 

a) Extremos libres - Las fórmulas que permiten resolver 
cualquier problema de esta naturaleza son: 
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[ 

Ca (~l Ca (1,11 
2.M,. l,. --

2
- + l,. -

2
- +M, .l,. Ca(l,J =-

-[e(!,) . l,. cd (!,) +e(!,) . l,. Ci
0(1,) ] (6'7) 

l Ca(~) Ca(~) ] 

]\.r 1 e ) + 2.M •. l,. --
2

- + 13.--
2
- +ll1, l,. C0 (l.) ~ <¡· ,. O(~ • • 

=- [ e(!,) .l,. cd(~) +e(~) . 13. e¡(!,) ] (68) 

• • • • • • • • • • • • • • • • .¡. • • • • • ' 

M . . l + M [l Ca (In·· -1) +In . e, (2In) ] = (ln-2) • n-2 · Co(In-1) 2. n·-1) · n-1 • 
2 

=- [ Q(ln-1)' ln¡ · Cd(In-1) +e(!~) .Jo .. e¡ (In) .] (69) 

b) Extremos empotrados - Procediendo análogamente, se 
tiene que la condición de empotramiento extremo (Fórm. 50) es: 

como: 

Co J 1 "' M' . dx l, 
a'=-1,-. o--!--=~. 0(1,) 

J
I, 

Sm Mm d 1 • X a=--· 
11 I 

o 
[ 

11 + 11 M j 1 - ¡;---! . M o Ca(!,) 
6
-

1 
· ¡ • Co(I,) • E 

\.: • Ot) • (ltl 
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resulta, simphficando: 

o.: 

2 . M, .. Co(I,) + M, . Co(~) = ~ Co;J . e~ (1,) (fórmula 'iO) 
2 

que conjuntamente con las siguientes resuelve el problema 

[ 
Ca(!,) + l Ca(!,¡]+ M l (71) Mo h . Co(I,) + 2. Mt 11 • 2 2 • 2 ! 2 • 2 • Co(I,) = 

- [ Uo.¡ 1,. C1(1,) + Ü(J,). 12 C~(I,)] 

(73) 
Calln) 

Mcn-1) • Co(ln) + 2 . M(n) 2--= -____,... C(In) ~ C~(ln\ • 

e) Extremos vQlados - Si la viga ter_mina tll extremos vo~ 

la(\os, se conocen los momen.os M0 y M (In) ~ calculándose -adetnás 
con las mismas fórmulas anteriores (caso b), excepto las fórmu
las núms 70 y 7J 

Problema No. 18 - Se desea obtener el diagrama de momen
tos flectores de una viga contínua de tres tramos, de hormigón ar
Ulado, estando el central sometido a la acción de una carga uni
formemente repartida de 4000 kgr.jm. La viga tiene los acartela· 
mientos indicados en la fig. N'. 4 7. 
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Figura 47 

Caso I = constante - La ecuación de Clap•,:ycron aplicada a 
este caso, da: 

pués: 

p2 l~ 
2 M, . (l, + l,) + M, . l, =-----

4 

M,=O M, =M, y p, = O= p 3 

reemplazando valores: 
33," M,=- 373,248 

373,248 
M,= -11 108 kgms. 

33,60 

El momento positivo en el centro del tramo 12 es: 

pF 
M,=---11108=25 920-11108=+14 812 kgms. 

8 

Caso en que se tienen en cuenta los acartelamientos - Se 
deben aplicar las fórmulas (67): 
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Dao,> Cao,> 
'2.M1 (11 • ~~+1,. --) + M,.l,.O 

2 2 
=-

·como: 

11 = 6,00 mts.; l, <= 7.20 mts., M,= M, y C0 ,> =p, . 1¡ 

re.sulta: 

M,. [6 X ca(I,) + 7,20. ca(!,) + 7,20. c,(l,) J = 

=-4.ooo X 7,20' X c;0 ,> 

Los gráficos dan: 

a) Gráfico Nv. 3 e = 1,67 1,67 X 6 =10,020 
a 

b) Gráfico N'. 3 e, == 1,53 1,53 X 7,20 = 11,015 

e) Gráfico N'. 2 e = 0,91 0,91 X 7,20= 6,552 o 

Total factor de M, "=27,587 

d) Gráfico N'. 5 c¡(~l = 0,235 

Lh, Lh, 0.90-0,60 61, 61, 
pués: -- '== -- = = 0,50 y -- = -- = 0,20 

h, h, 0,60 l, l, 

La expresión anterior ¡::;e transforma en : 

27,587 M, = - 350,853 

350.,853 
M, = ---- = - "" 12 718 kgms. 

27.587 . 

El momento en el centro del tramo 12 es; 

M,= 25 920-12 718=+13 202 

Comparación de resultados - Además de desplazar los pun
tos d.e IpfleXIón, cambiando el signo de los momentos entre A y 

.A!, y, B y B', se constatan las siguientes diferencias; 
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a) Momento sobre el apOyo = 

=(M,) 
12.718-11.108 

100-------~12,60~ 
12,718 

b) li'Iomento Me en el centro de = 

14.812-13.202 
= 100-------12,20% 

13.202 

Puede observarse aquí, aún en este caso en que los acartela~ 
mientas no son exagerados, Slno normales, que los errores en·· 
contrados al emplear las fórmulas simplificadas (caso I constante) 
son de Significación 

En problemas como el presente, es conveniente calcular las di
mensiones y seccioneS por la fórmula simplificada, y luego, en ba~ 
se a la sencillez del cálculo expuesto, tener en cuenta los acarte
lamientos hallando los momentos verdaderos, recalculando con iÍs·· 
~os, sin variar las seccwnes de horm1gón, las exactas del metal. 

Problema N'. 19 - Se desea conocer el diagrama de momen
tos flectores de la viga de un entrepiso, cuyas. dimensiones trans
versales y longitudinales y cargas se consigna'! en la fig. N•. 48. 

¡.---·~ 

Figura 48 
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a) S1 suponemos I '== constante: 

2 .. M,.(l, +l,) = -[Kd, . .l, +Ki,.l,] 

Como. (tabla l') 

p,l; 4 ooox 6' 
Kd, '==-.-=----= 36.000 

4 4 

2 2 
Ki,=-. Pl,=-. 3000X9=18.000 

3 3 
Luego: 

2 :c11, (6+ 9) = -[36.ooo X 6 + 18.ooo X 9J = 

[216 600 + 162 000] =- 378.000 
y fmalmente : 

378.000 

30 
12. 600 Kgms. 

Los momentm~ en ·el centro de los tramos son: 
a) en el primero : 

2 p, l, 12600 
Me, =-----=11.700 

8 2 
b) en el segundo: 

P.l, 12600 
1\tic, =-----=9 000-6 300=2.700 kgms. 

3 2 

b) Se tienen en cuenta los acartelamientos: Teniendo presen·· 
te la expresión 67, simplificada para este caso: 

l 
Ca(4) Ca0 ,¡ .1 . 2M, l,.--+1,.-- = 

2 2 

. 1, . c¡0 ,) ] 

pués: M, =0 
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La carga del segundo tramo consiste en dos fuerzas concen
tradas que actúan en x = O. 333 l, y O 666 l,; si tuviéramos un 
gráfico para este sistema de cargas, bastaría adoptar el coeficiente 
e" que correspondiese, teniendo en cuenta el par de valores f':.hjh 
y L':,ljl; en nuestro caso, debemos desdoblarlo en las dos fuerzas, 
de donde: 

M,· [1, · Co(4l + 1, · Co(l,) J = 
=- [ Ü(l

1
) • J1 • ct(I

1
) t Ü '(lz) • 12 • C ;('1

2
) + Ü~~J2) • }2 • cf;;

2
) ] 

en la que cf~~) y cf;~) corresponden separadamente a cada fuer

za concentrada considerada aisladamente. 

Reemplazando: como 1, = 6. 00 mts.; 12 = 9.00 mts.; 

se tiene: 

c 0,1 = p, . 1¡ = 4ooo x 36 = 144.ooo: 

e;,,> = 3ooo x 9 ·= 21.ooo 

y C(;:¡ = 3000 X 9 = 27 úOO 

M,. [6 X c,0,1 + 9 X cao,> ] = 

=- [ 864 000 X e ~o,> + 243 000 ( ci('1, 1 + e~¡,,~ ) J 

Para la determmaeión de los valores ''e'' debe tenerse presen
te que: 

a) primer tramo : 

6h, 
--=0 

h, 

.61, 
-=0 

1, 

b) segundo tramo , 

L':.h, 120-0.60 
1 

h, o 60 

61, 3.00 
-=-=0 333 
l, 9.00 
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con lo qne: 

a) Gráfico N". 3 

b) Gráfico N". 3 

c. (1,)=2.00 

ca(12) = 1 02 

2X6=i2.üü 

1,02X9= 9.18 

Total factor de M, =21.18 

e) Gráfico N". 5 ; c¡(l,J =0 25 ; 0.25 X 864,000 = 216.000 

d) Gráfico N". 8 c(o,J =O. 232 , O 232 X 243.000 
=122.472 

e) Gráfico N". 7, cfZ1.> =0.272; 0.272X243 000 

Total 2'. miembro = 338.472 

C~be hacer notar que por simetría el cf';I2) de la fuerza p = 

3.000 en x = 0.6612 es el c:;I,l de la fuerza P = .3.000 en x = 
0.3331, .. 

Luego: 21.18 M, = - ~~R .4 '(2 

338.472 
M, = - --- = -: 15. 980 kgms. 

21 .. 18 

Los momentos· en los centros de- los tramos son; 

15980 
a) 1'. tramu: M~ = 18 000--- = + 10 010 kgmg, 

2 

b) 2'. tramo: Me = 9.000 ~ 7990 = + 1 010 kgms 

Cumparación de resultados: 

15.980-12.600 
a) sobre el apoyo central: 100' = + 26,'" 'X.> 

12.600 

11.700 -10.010 
b) Me en el primer tramo : 100. =-16,90 % 

10.010 
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2.700-1.010 
e) Me en el segundo tramo: lOO. ---- =-158.% 

1.010 

Puede observarse que al aumentar las dimensiones de los .acar
telamient_os en el 2°. tramo, la variación de momentos sobre el 
apoyo es paralela, alcanzando en el centro una dismimreión ·del 
158%. 

Problema N". 20 - Se desea conocer el diagrama de momen
tos flectores correspondiente a una viga eontínua de tres tramos 
iguales de 4.00 mt~. de luz, cuyo extremo Izquierdo está empotra
do, presentando el derecho un voladizo de 1.707 mts. de saliente. 
La carga que actúa es uniformemente repartida de : p 1 = p2 = 
P3 = Pv= 2.400 Kgr.jm. 

Los acartelanlientos y otros ·datos se consignan en 1-'1 fig. 

P""4ooo. 

' 1-44~ 

Figura 49 
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Caso I constante -

pi; 2400 
--2 

M,= ---=---X1707 =-3.600 kgms. 
2 2 

Las expresiones tipo Clapeyron son: 

pi' 
2.M,-t-M,=---=9 600 

4 

iii,.I, -t- 2 il-1,. (11 . + i,) -t- M,.I, = - [9.60~1, -t- 9 .. 600 1,] 
M, I,-t-2.M,. (1, ·-f-1,)-t-M,.I,= -[9 60012 -t-9.6001,] 

que se reducen a: 
2. M, -t- M, = 9 600 

M,-t-4.M,-t-M,=-19 200 
:11, -t-4.M, -t-M,=-19.200 

Eliminando M, entre (a) y (b) queda: 

38 400 -i- ilfv 38.400- 3 600 

(a.) 
(b.) 
(c. ; 

M, = 3. 230 kgms. 
13 13 

Heemplazando este valor en la (a) 

M,=-3185 kgms. 
Dela(b): 

M,=-19 .200 + 3.185 + 12 920 =- 3 09.5 kgms. 

Caso II - Se tiéne en cuenta la influencia de los acartela, 
mieutos - Las expreswnes tipo Clapeyron son: 

Ca.(I
1

) Ca (1
2

) 

(--+ --) +M, e, O,l 
2 2 
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Ca(I2) Ca(~) 

M, Co(I,l -t 2.M, (--+--.-) -tM,. Co(~l = 
2 2 

L'.h, - L'.h,- L'.h,- ,\h -75-50 
----------=0.50 

h h h h 50 

1.20 

1 
constante = -- = O. 30 

4 

Co,1 = C<r,1 = e <~ 1 = pi' 

a) ~ Gráfico N". 3 
b) ~ Gráfico N°,, 2 
e) ~ Gráfico N". 4 

e = 1 35 
a 

, C0 ~ 0.55 
C0 = 0 214 

(b) 

(e) 

Reemplazando estos valores en las expreswnes (a), (b) y (e), 
y srmplífícando, se obtiene: 

L35M,-t0.85M,=~pl'X0.214=~8 217,60 
O S5Ivi,-t2 70M,-t0.85M,=~2 pl'.0,214=~16,435'' 
O 85M.,+2 IOM,-l-0 85M,=~16.435," 

Como M,=~ 3, 600, el sistema que resuelve el problema es: 

1,35 M, + 0,85 M,=~8.217," 
O 85 M, -1- 2 70 M, 0,85 M,= -16,435," 

O 85 M,+ 2 70 M,=~ 13 375,'" 

que resuelto dá: 

M0 = ~ 3740 kgms, 
M, = ~ 3728 kgme. 
M, = ~ 3780 kgms 

AÑO 23. Nº7-10. SEPTIEMBRE-DICIEMBRE 1936



~1270~ 

Comparaciqón de resultados -

CASOS 1 

V~\.LORES EN .J;,QS MOMEN 
1 

TOS SOBRE LOS APOYOS % % % 
1 . :M, 1 M1 1 M, . M, M1 M, 

I constante 
1 . 1 1 1 1 1 
l-31851-32301-30951- 1- 1-

1 1 1 1 1 1 
I variable 1-3740 l-37281-3780 l-14,80 l-13,361-17,80 

VALORES DE MOMENTOS 
% % % CASOS EN CENTROS DE TRAMOS 

l1 ' l, 
1 

l, l1 l, l, 
1 

1 1 1 1 
I constante 1 + 1593 J + 16231 f-14581 

1 1 1 1 50 56 
I vanable J + 10661 + 1042 1 ,¡ .: 110 J 

Como en casos anteriores, puede con~tatuTse que la mfluen
cm cle los acartelamientos no es des·preciable:. b-lllO de consideración: 
aumenta el valor de los momentos Sobre los a:_i)o:yos· ,disminüyéndo
los .en corrcordanma de los centros de los tramo:.-; ,y qm::> los gráficos 
y procedimientos de cálcul·o que preconizamos permite obV~ntr lo~ 
resultados exactos c.on tanta facilidad como la que implica el uso 
de las expresiones de Clapeyron . 

"------

3'.) Tramos con diferentes momentos de inercia. 

S1 se desea tratar con toda generalidad la VIga contínua debe 
teverse en cuenta la influencia de los acartelamwntos y de lo~ dife
rentes valores de los momentos de inerma en todc·s los tramos .. 

La primera se consigue mediante 1os coeficientes "e" y )a se
gunda con los "x"o Ambos a:narecen en forma, d~~ producto reem
plazando a la longitud del tramo del mismo índice e!l la i'órmula 
de Clapeyron . 
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Un problema se p-uede venficar, entonces, dz tres maneras, se~ 
gtin sean las hipótesis que se formulen. La más elemeoltal e impre· 
cis_a es suponer los· momentos de inercia constantes en toda t::t v1gn,_ 
con lo que el pro)llema admite tambrén cálculo directo, .medrante 
las eiq,resmnes Clapeyron; la segunda, prescmdc de los ac&rtela· 
m1entos y tiene en cuenta los valores de los ,nomentos de inercia 
_de los centros de los diferentes tramos suponiéndolos constantes a 
lo largo de ellos, no :Rerrrnte su cálculü direeto on10 por aproxima
ciones mediante el em·p~eo de unas exp-resionGs semeJante'~ a la8 
de Clapeyron, en las que se reemplaza la longitud de cada tramo 
por el coeficiente de flexibrlídad de ese mismo tramo. Sr. la viga no 
tiene acartelamienios, esta verificación da Valores exactos. 

El tercero corresponde al caso más general y como ttene en 
cuenta la verdadera varmción de los valores IJ n~_rlusne los acarte·· 
lam1entos, es evidente que al corresponder más a la rea)":idacl 1 eR 

también el más exacto. 

Pasaremos ahora a deducir Jas· fórmulas respectivas. 81 a. la 
e>.¡H'esión 64 bis del capítulo anterior, la multiplicamos por el co
ciente denominando: 

I, 
x1=

I, 

1, I, l, 
-;. x2 =-. -; Xs 

lo I, l., 

se ubtiene, simplificando: 

I, l, 
-=etc 

I, 1, 

(fórmula 7 4) 

que es la fórmula tipo Clapeyron más general que es posible obte
ner. Los 13oeficientes x1 , xz, x3 , etc,, tienen 1:3n cuent1. los diversos 
valores numéricos de los mo~entos -de inercia. d.e los tramos, y lDs 
e·1 <'2_, etc , los diferentes acartelamientos, ·con la únic.-:t limitac~ión de 
sU simetría, aunque pueden ·variar de tramo a Ltarno. 
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Los demás grupos de fórmulas para cuando laG· vínculos de 
sus-t_entación extremos sean apoyados, empotrado.::¡" etc., latl dedu
ciremos p¡or analogía a las consignadas en el capítulv anteríor, ya 
que la 7 4 y la 66 son semejantes, deduciéndose la pnmera de la se
gunda permutando los valores lu 12 , 13, etc., por Y.1 ; X 2 , X 31 .etC. 

a) Extremo simplemente apoyado: 

Ca(~) Ca(~) 

2.M1 (x,. ---+x,. ---)+M, x, C0 (~¡= 2 2 . 

=-[0(1, 
·' 

Ca Ca (18 ) 

M,.x,.co(I)+2 .. M, (x,. --+x,. ---)+M, x, c,,¡I,) = 
1 

2 2 

.. : . 

... _,. 

M X e +· 2 M r ca(in--1) 
(1~---2)' (\n--1) O(Jn-·1} (ln--1) ·t.X(ln··-1), ----;- +X (ln) 

=-[C x .e' -LC x e' J {In·-~) (ln----1) ' d(In-1) 1 (In) • (1n) i(ln)• 

h) extremos empotrMos: 

r Ca (1,) Ca(!,) l 
M, x,.c,¡,,+2.M,. C'' --2--¡-x, .. -2-j +M,.x, co(I,) -
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M , ,, M [ C, Un--ll + C,cinl] 
(In .. 2) • X(In··l) • Co (ln .. l); ..... .r (ln-1) • X(ln .. l) • 2 X {ln) • ~ + 

M + 2 M • Ca(ln) = - O o 
(ln-1) • Co (ln-1) · n 2 \In) • X (In) .• Ci (In) • 

e) Extremos volados: Si la viga termina en extremos vola-. 

dos, se conocen los momentos M y M , calculáudo'e con la• mis-
" n 

mas expresiones anteriores, excepto la primera y últ1ma que co-
rresponden a las condiciones de empotramientG. 

Problema W. 21 - Sea la viga dibu¡ada en la figura 50, so
metida a una carga uniformemente repartida de 2 400 Kgr/m., de
se¿i.ndos·e 0onocer los diagramas de momento-9 para los tra~ casos 
enunciados. 

··············· 

.. ·-----~··. 

Figura 50. 
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Ca~o 1'. - La ecuaciÓn de Clapeyron es: 

pi¡ pi¡ 
2 M, (1, + 1J = - --. - - ---

20 M, = - 168 000 
M, =- 8.400 kgms. 

4 4 

• Caso ll'. - Calcularemos previamente los coefíéientes de fle-
xitliidad. 

I, 1, I, 1, 
x, = ---. = --- = 1 

I, 1, I, 1, 

I, 1, I, 12 

Xz=-·-:--=------:-
I2 1, :r, r, 

Adoi>tando como valores I, y 1, cualesquiera, lo:, de 11 y l,. De 
las· secciones indicadas en la figura: 

-3 

36X 50 ~• 
I, = · = 3 XM = 375.000 cní' 

12 
_ .... -3 

I, = 3 X 70 = 1.029 .. 000 cm' 
luego: 

375.000 600 
x 2 ~ -- = ('\,..) 0,55 

l. 029 . 000 400 

La expresión tipo. Clapeyron es: 

p .Ii 
2M1 • (x,+x,) =-(--

4 
p 

p . 1~ 
x,+--. x2)= 

4 

=- ~ (li . X 1 + 1~. x 2 ) 

4 

ó: 2.M, (1-.i.-0.55) =-600 (16+36X0.55)=-21 480 
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y finalmente: 
21 480 

M, = - -- = 6929 kgms. 
3.10 

Caso 1119 • - Se tiene en cuenta además la "'fluencia a~ los 
acartelamientos. La expresión gue resu~lv·e el problema en este ca
so. €8: 

Ca,l1 ) Ca(l
2

) 

(x1 • --+x, --)= 
2 2 

= ~ [C(ll) .X1 .Cd_(I
1

) +C(I
2

) X2 oCt(l
2
)] 

X 1 y x2 fueron deducidos anteriormente; para obtener los ''e'' de~ 
brmos conocer los pares de valores ~ 

L'.h, 1.00-0.50 L'.l, 1.00 
--=--=0,25 -. = 1 

h, 0.50 1, 4. 00 

L'.h, l. 70- O. 70 L'.l, ¡_, 80 
--t:::;::: =1,43 --=--=0,30 
h, 0.70 1, 6 00 

los gráficos dan : 

a) Gráfico n'. 3 - e = 1,2~ a \11 ) 

h) Gráfico n'. 3 - ca(!,) = 0,9~ .·· 

e) Gráfico n' 5 -.e~ (I,l = 0.2125 

d) Gráfico n'. 5 - e~ (~j = 0,1ob 

reemPlazando: 
2M, (1Xl.23+0 55XO 98)= 

=- [P, .lfX1XO 2125+r, 1! XO 55X0.188J 

ó: 3.538.M, . =- [8160 + 8933] = -17.093 

17 093 
Luego: M, =---= "' - 4850 kgms. 

3. 538 . 
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Los esfuerzos de corte serían: 

CASO 1".-

CASO II'.-

CASO III'.-

Momentos 

de au~~ra 

M, 
R 

a 

8400 { Ra --. 2700 
tramo 1'.-4800+4= Rb = 6900 

8400 { R, -"- 8600 
tramo 2'. -7200 + 6- = Rd = 5800 

{ 
3068 

tramo 1'. -4800 + 1732= 6532 

{ 

8355 
tramo 2'. -7200 + 1955 = 6045 

4850 { 3590 
tramo 1'.-4800+-¡- = 6010 

4850 { 30.10 
tramo 2'. -7200 +- - = 6390 . . 6 

COMP ARACION DE RESULTADOS 

E1·wr.es en % respecto 
Ca$o ¡o Caso ¡¡o Caso nro al caso Ill'Jl 

1 
Ca:so ]"' j Caso Il0 

1 1 • 1 1 1 
1 -8400 1 ---: 6930 1 -4850 1 73.- % 1 43.-% 

1 2700 1 3068 1 3590 1 24," % 1 14," % 

1 6900 1 6532 1 6010 1 14," % 1 8,'" % 
1 8600 1 8355 1 3010 1 7/' % 1 4,30 % 

1 5800 1 6045 1 6390 1 9,30 % 1 5,40 % 

puede observarse el elevado error en que se i~curre al suponer 
constante el momento de inercia y al depreciar la influencia de los 
acartelamientos. 
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PARTE III 

Pórticos a vértices fijos 

CAPITULO VII 

GENERALIDADES 

Generalidades - Clasificación de los pórticos -
Rigidez de los ángulos - Fundamentos del cálcu
lo - Convención de signos de los momentos flec-
tores - N omenclat11ra a emplear. 

Clasificación. - La Estructura aporticada es la más general 
de '.odas y de ella por degeneraciones adecuail'cl$ pueden deduwse 
las tratadas anteriormente, cosa que haremos ver üportlmamente en 
.cada caso. 

Los pórticos se clasifican teniendo en eu~nta su -forma geomé~ 
triea, grado de multiphmdad, y la naturaleza, de sus vínculos de 
snst~ntamón. , 

Sin embar-go, la más adecuada y moderna, teniendo p.r0sente 
cie1·tas características de deformación elástica que. pueden pl'eCisar·· 
.se de antemano con la sola inspección de su fm·m_a. y vínculos de sus
tentación, es la que los divide en dos grandes grupos: 

a) Estructuras aporticadas con vértices fiJOS 
b) Idem con vértices desplazables. 

Las figuras 51, 52 y 53 representan tres p6rticos en los cua
les la totalidad de sus vértíces permanecen en su posiCión inicial 
para cualquier causa exterwr que actúe sobre ellos (f-uerzas o mcr· 
mentos), 
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en eambto, los rep¡resentados en las fígras 54 a, 57 no tienen e;:;:a 
propiedad, pudiendo sufrir desplazamientos 

F1guras 54, 55, 56 y 57 

Indeformª'bilidad de los ángulos. ~ El cálculo de todas estas 
fo1·mas ya sean a vértices fijos o desp1azablcs, se hace partiendo 
dr·l principiO" -8.€-la_ indeformabili4ad de los ánguloB, que se supOnen 
pern1aneeen- con su valor- inic1al posteriormente a la d::formación de 
la estructura, originada por cu~lqmer s'üli~ltación exterJ.Dr; despiaza'" 
nucnto de apoyo o cambio de temperatura. 

El procedimiento del cálculo que emplem'emv~, es &e~-ejante -al 
VIsto en capítulos anteriores, 

Cortando el pórtrco en forma de aislar sus pres derechos ) tra
mos entre sí, podrán calcularse mediante la .ayuda del primer teo
rema. de l\fohr las deformaciones angulares extremas ur1ginadas por 
la:r:. fuerzas o -momentos exteriores. 

Como estas deformaciones alteran los valores 1m:ciales de los 
ángulos, que según hemos visto se suponen iné!P.for;mahles, ,es nece--
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saYio ap¡ticar~ en .forma semeJante a la empleada ·en las vigas empo·· 
tradas y contínuas, momentos extremos que las restituyan y quo to·· 
maremos siempre como incógmtas del problema. 

Si las estructuras en estudio fuera a vértwes desplazables se 
deben además tener en cuenta los ángulos secundariOs originados 
por estos desplazamientos. 

Trataremos las estructuras aportacadas eou :extr0mos articula
dos que div1d1remos en dos grupos, seg·ú,.n :?ean a v.ért.1ces fiJos- o .des-
plazables .Es de hac.er notar ,que el procedrmiento ·:.e cálculo ql1€ 
exponemos es general cualquiera sea el grado de multrpl.icidad del 
pórtico, aunque su utrhdad se reduce pf>ra estructnno que presen·· 
ten más de tres incógnitas. 

Convención de signos de los momentos flectores. - Establece· 
remos con1o positiva& todos los momentos que c-!'iginen tracciones 
.en los cantos adyacentes a la línea de trazo intE~i~rum1üdo y negati
vo.:; en caso. contrario. 

Estas líneas interrumpidas .las trazare-mos ;;lem_pre por debajo 
del dintel y a la derecha (fig. N". 58) de los piés derechos de tal 

Figura 58 

manera que la convención anterior de sign(ls puede establecerse así: 

'
1 Serán positivos todos Jos n1omentos fiectores que orig:nen 

tr.lGeiones en las partes inferiores de los dinteles y en las partes de·· 
rechas de los P:iés derechos; y negativos en casn contrario". 

Esta convenciÓn sobre la generalmente aceptada tiene la ''en·· 
taJa de permitrr determinar el signo de los mo;ncntog flect.ore2 con 
precisión en un tramo o pié cualquiera ( v. gr_, el enésimo), y la 
desventaja de introducir una asimetría de sigr..os dB los moméntos 
flectores en casos de forma y solicitaciones simétrH~as 
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Nomenclatura. - Adoptaremos la Siguiente . 

1- longitud de un tramo. 
h- 1dem de un pié derecho 
I ~ mo_mento de inercia, y 

x- coeficiente de fleXIbilidad 

el índice individualizará el tramG o pié de1•echc> respectivo, así: 

Ití; :¡l:ts ; etc. repre·sentarán respectivamente el momento de iner
cia del euartG tramo y el coeficiente de flexibilidad dd tercer pié 
derecho. 

Además: 

M Y M r. epresentarán los momentos extremos derecho e d(ln) . i(ln) 

izquierdo correspondientes al tramo enésimo. 

Mi;(hn) y Ms(hn,) en igual forma los momentos extrfimos inferior y 
. superior ·correspondientes al pié derecho enésimo. 

Ka(In) y K,(In) los valores K (derecha e izquierda) del tramo ené
siro.(l. 

Ki(hn) y Kd{hn) los ·correspondientes a los extremos inferiOr y ~u
perior del pié derecho hn. 
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CAPITULO Vlll 

Pórticos fijos sin acartelamientos ni sesgos 

r.-Cargas exteriores. - Cargas inCidentes SO· 

bre los dmteles y prés derechos. 
Condiciones de; a) continuidad del dintel, 
b) aporticamiento doble, e) aportíeamrento 
simple; d) nudo. 

2".- Caso de carga general. -Empleo de las ex
presiones deducidas para la resolución de un 
pórtico cualesqurera a véttiee fijo de extre·· 
mos articulados. ~Resolución de problemas. 

a·. -Deducción de las fórmulas de cálculo de los 
casos de aplicación más corriente. 

r. - Cargas exteriores ~ Cargas incidentes sobre los dinte
les y piés derechos. -

Sea (fig. N". 59) una estructura aportíeada a~llculada a vér
tí.ces fijos sometida a la acción de cargas normales a bs pres dere. 
chc.s y a las vigas drnteL Las cargas aplicadas :-sobre el dintel son 
de drrección arriba··abaJo~ y las correspondien·tes a los piés derechos 
de izquierda a derecha, adoptando para ambos sentidos el signo 
positivo. 

Si separamos mediante cortes los dinteles de los piés derechos, 
éstos y aquellos bajo las acciones exterwres que los solicitan se de
formarán, siendo las variedades angulares extremas las srguientes 
( cr·oquis b) : 
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PIAG~AMA CE: MCME:NTO'S FL.eCTORE.? 
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1") tramo ln : (carga exterior solamente) : 

Ki (In) ln Kd(In) In 
a (In)= ---- · -. -- /3(In) =----. --·--

6 .. E I (In) 6 . E l(ln) 

2') tramo ln+l: (carga exterior solamente): 

Kion+l) ln+l Kdon+l) lnH 
1:t !I.n+l) = ---- · --- f3 (ln+l) = ----'----- " ----·· -

6 . E Ion+l) 6 . E I (In+1) 

3') pié derecho bn-l: (idem) 

Ki(hn-1} hn-:1 

Y (hn-1) = ----
6. E I om-1) 

Kd(hn-1) hn-1 
a (hn-1) 

6. E I (hn-1) 

4' l 
' pié derecho bn (idem): 

Ki(hn) hn Kcl <hn> hu 
y Úfhn)~ ~-----Y (hn) 

6. E l(hn) 6 . E I<hnl 

5'. plé derecho hn+I _ 

Ki <hn+1> 
1' hn+I 

-----

6. E 

(idem) 

hn+I 

I (hn+I) 

y 
6 

,, 

·'" Iom+l) 

Las condiciones que debe -satisfacer la estTuetuta, continuidad 
de los tramos entre sí, e immriabilldad de lO& ángulos de unión en
tre éstos y la viga de dintel, han sido, en conscC'uencia, alteTados; 
asi por eJemplo: 

el áng .. B, vale ahora: B--a(In) -y(hn-l) 

el áng. e, vale ahora: e- f3 (ln) +y (hn) 

el áng. D, vale ahora: D-a On+l ), -y (hn) . . --"· 

el áng. E, vale ahora: E- f3 (In+l) +y (hn+l) . -

segiin ind1ca el croquis b de la figura N°. 59. 
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Para restituirlos a sus valores iniciales debemos aplicN~ los 

mementos extremos Ms (hn-l) ; M1 (In) ; M.d (In) ; etc .. qu_e serán las 
incógnitas de] problema, como indica el croquis e de la m1smn fi
gura, estando resuelto el problema, cuando éstos tengan simuitánea
mente valores tales que- ambas condiciones est~n ·satisfechas .. 

a) Condición de continuidad del dintel- Los momentos extre

mos Mi (In) ; J\!Id (In) ; 1\tii On+I> ; Md On+I> que actúan en los extre
mos de los tramos In y ln+J engendran en concor-dancia de ~os ex

tremos adyacentes a la pila 1m las siguientes variaciones angulares: 

En el extremo derecho del tramo ln : 

Originado por Mi1 n: {3' (In) 

(j. E Ion) 

ídem por 1\!Id In : 
JVId(ln) 

{3'' (In)-=-----
In 

6. E 

En el extremo izquierdo del tramo 
On+l) 

originado por Mdon+rJ ' a (ln) = 
ln+l 

6. E 

Mi (ln+l) ln+l ,, 
a {ln+l) = ------ ---

3 . E l(ln+l) 

todllE negativos, pues de· acuerdo a la- convención de signos ~entada, 
los momentos l\I son neg-ativos. 

La condición de continuidad (la denominaromos así por e"Kt?n
sun), procediendo en forma análoga a la analizada al tratar la 
viga contínua, estará cumplida cuando: 

f3 [3 , on - _-r· ' " J 
(In)- (In)- fJ (In) - -l«·un+l)- a (In+l) -a (In+l) 

Reemplazando valores se obtiene: 
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In __ + Mdcln+ll 
Ion) 6. E 

!,_ + M don¡ 
l(In) 3.E 

Si introducimos los valores ficticios cualesquiera l 0 e I0 la an
terior se transforma en la siguiente: 

- [Kd(ln) . X (In) + Ki(ln+ll. X(ln+ll .] = M1 (In). X (In) . + 2Md (lnl • 

X (In). + 2Mion+ll. X(In+ll. + Mdcln+ll . X(In+ll. (76) 

en la que los coefiCientes de flexibilídad correspvnd1entes a los tra 

mos ln y ln+i son: 

La ecuac10n (76) se denomina "ecuación de cuatro momen 
tos" y es la forma general de la de tres para cuando no toda la 
flexión pueda Pcropagarse íntegramente en el du:üel" a causa de la 
existencia de piés derechos que obligan a una 1 

'- caíUa Ue momentos'' 
en concordancia de cada uno de ellos. N osotrns la denominaremos 
"C@dición de continuidad del dintel" y de ésta a la de Clapeyron 
se pasa simplemente cuando no existe pié derecho entre ambos tra
mos, o sea que esa "caída de momentos" es nula. 1 

En este caso : 

Md 0nl = Mí 1n+l == M 

trJ nsformándose la No 76 en la siguiente: 

- [Kdon)• X(In) + Kdon+ll· X(ln+ll·l = Mion)· X (In)+ 2M. [X(In) + 
X(In+Il] + Mdon+ll. X(ln+l)· (77) 

que es la deducida en la primera parte (pág n" ) al tratar la 
viga contínua con momentos de inercia constaniC;s por tramos. 
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Como indicamos, la ecuación (76) la denominaremos "e.cua
ción de continuidad" o simplemente "condición de continuidad" 
y liga los cuatro momentos consecutivos correspondientes a dos 
traLlOS que comprenden a una m1sma pila, con la carga exterwr. 

(Continuará) 
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