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CAPITULO VI
Viga continua con tramos acartelados

{Cargas exteriores)

1°) Qeneralidades.
2¢) Tramos con iguales momentos de inercia.
a) Caso de extremos libres. !
b) Caso de extremos empotrados.
¢) Casos de extremos volados.
Ejemplog y comparacién de resultados.
3.) Tramos con diferentes momentos de inereia.
a) Caso de extremos libres.
b} Caso de extremos empotrados.
¢) Casos de extremos volados.
Ejemplos y comparacién de resultados.

1) Qeneralidades — A igunal de otras condiciones {soliei-
facicnes exteriores, dimensiones, ete.) el momento flector de una
seecién de un tramo cualquiera altera su valor con la variacidn
de log momentos de mercia en su propio tramo y con la de 1o
demgg.
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Débese asi desdoblar el estudio, ya complejo de por si por
las numercsas combinaciones a que dan lugar la naturaleza de
las cargas, nfimero dé tramos, sus respectivas longitudes, natu-
rileza de los vmculos de sustentacidn extremos, endos Dattes:
la primera, en que se abordara la viga continua cuyos momentos
de mercia sean Iguales_ en los centres de todos los tramos, pu-
diendo tener acartelamientos eunalesquiera, aun variables de tra-
mo a tramo, y la segunda, en que trataremos la viga continua
cuyos extremos tengan en sus respectivos centros momentos de
inercia diferentes, sin acartelamientos o con cualesquiers di-
mensiones de ellos.

Pueden abordarse ambos estudios en forma semejante al em-
pleado en los capitules anteriores, llegéndose a expresiones and-
logag a las deducidas al tratar la viga continua s acartelamien-
tos.

20} Tramos de ignales momentos de inercia —

Debemos dedueir la ecnacién generalizada de Clapeyron pa-
ra este caso, para lo que formularemos la correspondiente con-
dicién de contmuidad. '

Lia expresion general para I variable es (Expresion 31):

" c
__?_ _ Mm..' dx 2 fM .dx
1, i 0 I
B B
S los tramos tienen acartelamiéritos:
~B 3 )
ne Me . dx :
a). pi=1. BTN Cay eqq, _1_
1 N i 6.1q, E
{¢ Me.d 1
G ¢
b). a;=.§§. D Cay . cd 1
L I o1 s Ca0y
B Ay B
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' _mm g 1
"f]m — M™ dx
G). in:'i_]“ . _— '1' . MO 4 CO (]1) + :
L N I 6.1qy ‘ .
L 11
+_——.MI..Ca(11) o=
6.1(11)
L 1 .
=——\.— |Mo.Coqy +M, . Caqy |.
6 [(]1) B '
m —M.dx 1
d) 0@=%' : =- M Cag, -+
2 5 1 6.Tay
1 1 L1
f—— .M, Coqy |. —=———.—.|M, . Caq) +M Coy
6.1q, E ()..[(1_23 E |
de donde:
1, 1 p : 1 1 c ; 1, 1
- = Capy Lo -1 — = Uy . egyy = — —_-
)‘_1(1.'1.) ] d (L) G.¥ (1) E i) -6.[_'(]1) E

1, 1 !
o— M, . Cagy +M,. Coqy
: E

Mo.Co gy +M,.Caqy |—
6 I
{,)
Simplificando E, y eomo por hipdtesis I ) = Lg,y = constante,
se tlene:
L Cay-eday - +1 Cap - eiay=-— 1. [Mo. Coay+M, . Cagy ! —
—1, {M, Cagy+M, Coqyl

de la que:

Mg ey 4+ My {L.Caqy --1.Camy 1M, L. Gogy =

65) . ; ;
65) _.-[0(11) 1, C.g ap Cay L6 on]

que eserita en esta forma,
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_ Cagp Cawy )
Mo .l . Coay +2. M,. L. > - > + M, . L, . Com,)=
(66) = l C(l_.,-) . ']_1 Gg.(ll)g*l— C(]l) . .12 . Gg(lz.) ] .

es en un todo semejante a la de Clapeyron. Para su empleo, de-
ben tenerse en cuenta las siguientes reglas:

a) 8i la carga es uniformemente repartida
0(11) :.P-i 1% 3 C(Iﬂ) =P, 13 ; ete.
v 8i es concentrada:
& 1, == P,_ . .].1 H IC,(IE) '::P2 . 12 ) 5 ete.

b) Los valores ‘‘¢’” corresponden sigmpre a los framog se-
flalados por el indice del factor 1, del mismo término. HKsia to-
gla haria superfluo el uso de los Mdiees @y ; @, ete, en los

L] )

coeficientes ‘‘¢’’, dejindolos, sin embargo, para una mayor cla:

ridad. Para encontrar, v. gr.: del primer tramo, factor

R
del primer término del segundo miembro; se debe conoecer los
pares de valores Ah/h v Al/l del tramo que corresponde que
¢8 el 1, dando &l grifico el valor de G?(ll) buseado. Si :a,lgl'm
tramo no tiene acartelamiento y otros si, para aquellos comio:
Ah=0y Al==0, el valor de ““¢’’ es el indicado en los ejes
coordenados, 'y pars éstos &l que coriesponda al respeciivo par
de valores

Por generalizacién, ya que desde un punto de vista concep-
tual no se ganarfa nada, se consignan directamente las férmulas
para los casos en que los extremos sean hbres, empotrados o vo-
lados.

a) Bxtremos libres — lias férmulas gue permiten resolver
cualquier problema de esta naturaleza son:
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Ca Ca gy
4 1,. . +M, . L. Cagy = —

2.M;. 1{11.
_— {C(]l) .. egul) +Cay . L. Gf(ls-)_ jl (67

ea(L) Ca(l) | .
-+ 1y 5 }“' M 1 e 1y =

M,. 1. cony ‘2.M2..[12-
:-“[ Cop “Leciay +Cq, L+ ef, } (68)

e d srs maea s

ey pee wa e s

o i Ca (In-— 2 {In .
Mae—z)  Jo—2 . Cgan—1) + 2.Mn.—1) -[ln—l . (12 Do, 2 g )]2

= IC(1D~1) Lot €Gan gy F Comy + I 5 ] (69)

b) Extremos empoirados — Procediendo aniélogamente, se
tiene gque Ta condicién de empotramiento extremo (F'érm, 50) es:

.m L ] |
& Me dx & Me.dx
R ——p— . T —e . :
1, I 1, T
como:
1
El Me . dx 11 ¢
o= = Gy e
| 6 T,
Iy
m M® gx 1 . I
e 1. = L M, Caly - L M .coiy | "
: 6.1n,
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resulta, simplificando: :
Cay - eigy . =— [M, . Ca(ly) + M; . eoqry ]
0
2. M, "‘2;’ + M, . Couy = —Cpry .05y (formula 70)

gue conjuntamente eon las siguientes resuelve e1 problemsa

: Caly | Cally)
@) My Li.copy +2.M. |1 [1 ‘”+1 a}-!- My 1y . eogy =

- [ Cay Li.cjuy + Can-1; en }

Ca(zn 1)

(72)  Mang-Ini. Cogn1y -+ 2. Man-—s) - [In g T

ca(ln)
} + M b cogm ==

— [C(I'n—-_'l). g . 65—y + Gy « In s (;n)J

€
T3y Mp—y . Co(in) + 2. M —‘;ll)m —C{m) +Cin :

¢) Bxtremos volados - S5i la viga terming en extremos vo-
lados, se conocen los momenos M, y M ), caleuldndose ademds
eon Tas mismas formulas anteriores {caso b), excepto Tas féimu-
lag niims 70 y V3

a

Froblema N°. 18 — Se desea obtener el diagrama de momen- -
tos fleetored de una viga continua de tres tramos, de hormigén ar-
rado, estando el central sometido a Ia accién de una carga uni-
formemente repartida de 4000 kgr./m. La viga tiene Tos acartela-
mientos indicados en la fig. N°. 47,
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Figura 47

Caso I = constante — La ecuacién de (lapeyron aplicads a,
este caso, da:

Ds . 1;'

2N (1) M L

pués:
M, =0 ; M,=M, ¥y p, =0=p,

reemp’lazando valores:
23,5 M, =— 373,248

o

_ 373,248
M= ————11 10% koms,
' 33,60 '

El momento positivo. en el centro del trame 1, es:

pl*
M, =———11 108=25 920 —11 108 = 4 14 812 kgms.
8

d

Caso en que se tiemen en cuenta los acartelamientos — Se
deben aplicar las férmulas (67):
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o Ca Caq) _ _
2"M1"(11"-":;2 +1, . . y+M,.1,.0 =—

_ —Cqy L€y,
Q'OI’H'O.:'
1,=6,00 mts.; 1,=17.20 mts., M, =M, y Oy =Do- 13
resulta:
M, . [6X €. + 7,20 . €,y T+ 120 . €y ] =
=—4.000 7,20° X 2,

Los graficos dan:

a) Grifico Ne,
b} Grafico N°.
¢) Grafico Ne.

e, =167 167X6 ==10020
¢, =153 153X720=11015
o, == 091 (91X 720 6552

bo oo W

Total factor de M,  =—=27,587

d) Gréfico N°. 5 €fny= 0,235
Ah, Ah, 090 —0,60 Al Al
pués: == —— = 0,50 y = =020
h, h, 060 1 L, '
La expresion anterior se transforms en:
27,587 M, = — 350,853
M, —= —— = — o~ 12 718 kems,
27.5687 o

E] momento en el centro del tramo 1, es:
M, = 25.920—12.718 =  13.202
Comparacion de resultados — Ademaés de desplazar los pun-

tos de ipflexién, cambiando. el signo de los rmomentos entre A y
A, y, By B/, se constatan las siguientes diferencias:
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a) Momento sobre el apoyo ==

12.718 —11.108
= (M;) 100 —=12,609
12,718

b) Momento Me en ¢l eentro de —

14.812— 18.202
=100 =12,20 %
13.202

Puede observarse aqui, alin en este caso en que los acartela-
mientos no son exagerados, sing normales, que log errores en-
contrados al emplear las f6rmulas simplificadas (easo I constante)
son de significacion.

En problemas como el presente, es conveniente ealeular las di-
mensiones y secciones por la férmula simp'l_ifi.eada', ¥ luego, en ha-
se a la sencillez del edleulo expuesto, tener en cuenta los acarte
lamientos hallando los momentos verdaderos, recaleulando con és-
tos, sin variar las secclones de hormigdn, las exactas del metal.

Problema N°. 19 — Se desea conocer el diagrama de momen-
tos flectores de la viga de un entrepiso, euyas dimensiones trans-
versales ¥ longitudinales y cargas se consignan en la fig. N°. 48,

Fignra 48
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a) Si suponemos I = constante:
2M, (L+1L) = _{Kd111+K1212]
Como : (tabla I#) '

P17 4000 6°

Kd, = = =36.000
4 4
2 2 |
Kiy=— . Pl,=— . 3000 3 9:=18.000
3 3 :
Imego:
2 M, (64-9) = —136.000 % 6 -+ 18.000 X 9] =

= . [216 600 4 162.000] = — 378.000
v finalmente :
' ' '378.000 )
Mie— = 12.600 Kgms,
30
Lios momentos en ¢l ecentro de fog framos son:
a} en el primero:

p, 17 12600

Me, = — =711.700
8 2
) en ¢l segundo-:
P 12600

Me, =

=9.000 — 6 300 =2.700 kgms.

b) Se tienen en cuetta los acartelimientos: Teniendo presen:
te la expresidon 67, sunplificada para este caso:

0_3,(]1) Ca(12)
2 M, [ L. 41, ‘ =

g %

2 2

. s (L ] e i
: ’C(ll) Liquy T Cgy L ey,

pués: M, =0
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La carga del segundo tramo consiste en dos fuerzaz conecen.
tradas que actfan en x = 0.3331, y 0 6661,, si tuvidrames un
grifico para este sistema de cargas, bastaria adoptar el eocficiente
¢® qué correspondiese, teniendo en cuenta el par de valores Ah/h
y AL/, en nuestro caso, debemos desdoblarlo en lag dos fuerzas,
de dende:

ML s ey 4 L - oeay =
=[Gy, “lirefyy +Cw- L ef, +Ch, L-ef ]

S

en la que s ¥ cg&) corresponden separadamente 4 cada fuer-
73 concentrada considerada aisladamente.

Reemplazando: como 1, = 6.00 mts.; 1, = 9.00 mis.;
0(11) = p, . [ = 4000 X 36 = 144000,
C'Elz) = 3000 > 9 == 27 000

¥y G, = 8000 X 9 = 27 000

ge tiene:
M,. [6 < a1y + 9% C oty | =
— 864 000 X ef,, + 243 000 (cg, + o), )]
Para la determinacidén de 103 valores ‘¢’ debe fenerse presen-
te que:

a) primer tramo:

b} segundo tramo,
Ab, 1.20 — 0.60

h, 0 60

Al 3.00
1 9.00
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con lo gue:
a) Grifico N°. 3 ¢, 1y=2.00 2% 6=12.00
b) Gréafico N°. 3 €0 =1.02 ; 1,02 9—= 9.18

Total factor de M,  ==21.18

¢) Grifico N°. 5 efny =025 ;5 0.25 X(864.000 = 216..000

d) Créfico N°. 8 5 effy, =0.232 , 0.232 %243 .000
= 122.472

¢) Gréfico N°. 7 ; ¢, =0.272 ; 0.272 X 243.000

Total 2°. miembro =338 ..472

ic"('lz)
de Ta fuerza P .= 3.000 en x =

Cabe hacer notar que por simetria el ¢ de la fuerza P =

3.000 en x = 0.661, es el eic'(ll)

0.3331,.
Liuego: 21.18 M, = — 338.472
338.472
= = —15.980 kems.
21.18 :

Lios momentos en los ecentros de los tramos son:

15980
a) 1° tramo: Me == 18 000 — — = -1 10 010 kgmsy.
2 : '

b) 2°, tramo: Me = 9.000 — 7990 — +1.040 kgms.

Comparacién de resultados:

15.980 — 12.600
a) sobre el apoyo central: 100 —— e~ = L 2§% ¢

12.600

11.700 — 10.010
b) Me en el primer tramo: 100, —————=__16"9%
10.010
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_ 2,700 —1.010 o
¢) Mcen el segundo tramo: 100, —— ——— =158, ¢

1.010

Puede observarse quée al aumentar las dimensiones de Iog gear-
telamientos en el 2°. tramo, la variacién de momentos sobre @l
apoyo es paralela, alcanzando en el eentro una disminueién del
158 %. ’

Problema N°. 20 — Se desea conocer el diagrama de momen-
tos flectores correspondiente a una viga continua de tres tfamos
iguales de 4.00 mts. de luz, cuyo extremo rzquierdo estd empotra-
do, presentando el derecho un voladizo de 1.707 mts. de saliente.
La carga que actlia es uniformemente repartida de: p, = p, =
P; = p_ = 2.400 Kgr./m.

Tios acartelarientos v otros datos se eonsighan en la fig.

- &']’-.'Fii'ooc. :
| =6

TR T

Figura 49
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Caso I constante —
plZ 2400
- 2

,ﬁ Las expresiones tipo Clapeyron son:

pP
2M A+ M—=— =9 600
4
T'Io‘lz‘ 'JF 2.M,. (11 i 12) + Mz_ --12 = [960011 + 9.600 12]
M, 1.42.M, (I +1;) - M. 1;= — {9 6001, 9.6001,]
gue se reducen a:

2.M,+M, = 9 600 {(a.)
M, 44 M,+ M, =—19 200 (b.)
M, 4. M, +M,=—19.200 (e

Elminando M, entre (a) ¥ (b) queda:

38 400 4-M;  38.400 —3 600

M, = : = =3.230 kgms.
13 13

Reemplazando este valor en la (a)

- M;=—23.185 kgms.
De la (b): |
M,=-19.200 4-3.185 | 12 920 = —3 095 kams

Caso II — Se tieéne en cuenta la influencia e los acartela-

mientes — Lias expresiones tipo Clapeyron son:
Ca(1,) o .
2, MO . + }r’ll By 1) =—0C (L) [ L) (a‘)
. Ca(l} Ca(l,)
N[O Cs a,) —|— 2M3_ - ( + ) _I_ Mz Co (1) =

2 2
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=[Oy Liegg, + Gy, ety | (b)

. Ca(Ly Ca 1)
M, .eoqy +2 M, ( 5 + o )M lepq) =

=—TIC, L., —l—“C-(la:) Agefy, | (e)
Ah, Ah, Al Ah o T5-50
como: = =T o = —0.50
h ~ h h h
Ad 1.20
—m = gohgtante = - Z = 0.30
Ca(ly T Ca() = Calyy) Cay = Cqy = Cq, = pl?

Co(l) = Cofl) TGy ¥ gy = Ciqgy = Ciyy = Cigy — ote.

resulta: ;
a) — Créfico N°. 3 ; :¢ = 185
b) — Crafico N°. 2, ¢, — 0.55
¢y ~— Grafieo N> 4 ; e = 0214

Reemplazando estos valores en las expresienes £a), (b} ¥ {e),
v simplificando, se -obtiene:

1.35 M, - 0.85 M, = — pl* X 0.214 = — 8 217 60
0 S$5M, +2 70 M, 4 0.85 Mye==— 2 pl* 0,214 = — 16,435
0 §5M, |2 TOM,+0.85M,=—16.4352 -

Como M, = —3.600, el sistema que resuelve el problema es:

1,35 M, L 0,85 M, = — 8.217,%
0 85 M, -2 T0M, 0,85 M, = — 16,485 %
085 M, -2 70 M, = — 13.375%

gne resuelto da:
M, = — 3740 kgms.
M, = — 3728 kgms.
M, —= — 3780 kgms.
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Comparacipn de resultados —

VALORES EN LOS MOMEN | '
CASOS TOS SOBRE LOS APOYOS % % P

.M.JIMI\ME‘MaVMl_MZ

T constante |-— 3185 |-—3230 | — 3095 | — —
|

i |
T variable [ — 3740 | — 3728 I — 3780 l — 14801 —13,36 | — 17,80
VALORES DE MOMENTOS "
CASOR EN CENTROS DE TRAMOS | % V2 % -
L i L, | 1y L L, [
, ] |
I constante | +1593 | + 1623 [ 1458 | I
‘ | [ 50 | 56 | 81
I variable |- 1066 | 5- 1042 | 1110 | | |

Como en casos anteriores, puede eomstatarse que la mfluen-
c1a de los acartelamientos no es despreciabls, »ine de esnsideraeidn:
aumenta el valor de los momentos sobre los apoyos ,dismimiyéndo-
los en concordaneia de los centros de los trames .y que los graficos
y rrocedumientos de eileulo que preconizamos permite obiener log
résultados exactos con tanta facilidad como la gue implica el s
de las expmsmnes de Clapeyron .

3.) Tramos con diferentes momentos de inercia.

51 se desea tratar con toda generalidad la viga coniinua debe
teuverse en cuenta la influencia de los acartelamicnites v de low dife-
rentes valores de los momentos de inercia en todes los tramos.

La primera se consigue mediante los coeficientes ‘‘e’ y la se-
gunda con los ““x’’. Ambes aparecen en forma de pmaucto Teem-
plazando a la longitud del tramo del mismo fndice en la férmula
de Clapeyron.
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Un problema se puede verificar, entonces, de {res maneras, se.
gun sean las hipétesis que se formulen. La més elemental ¢ impre-
cisa es suponer los momentos de inereia constantes en toda ia viga,
con lo que el problema adinite también edleulo dirceio, mediante
las expreéswones Clapeyron; la segunda, presevide de los acartela:
mientos y tiene en cuenta los valores de los .nomentos de inereia
de los centros de los diferentes tramés supouiendoios constantes a,
lo largo de ellos, no permute su cileulo diresto sime por aproxima-
cioties mediante el emplen de unas expresioncs senisjantes a las
de¢ Clapeyron, en las que se reemplaza la longitnd de cads tramo
por €l coeficiente de flexibilidad de ese mismo tramo. Sila vigs no
tienc acartelamientos, esta verificaeién da valores cxaetos.

El tercero corresponde al easo mas general v como trene en
cucnta la verdadera variacién de los valores I, melusive log acarte-
laraientos, es evaidente queé al corresponder mas a la reaJddd s
también €l mis exacto. 4y

Pasaremos ahora a deducir las f6rmulas vespectivas. 31 a la
expresion 64 his del capitulo anterior, la multiplicamos por el eo-
cicnle denomimando: ‘

I, L L PR I, 1

Xy == — — Xy = — ., —; Xy = —  — == ¢te
I]_ lo I2 10 Is }-0

se ubtiene, simplificando:

<>

Ca Caq, |
MO . Xl . GOU:? + 2. M1 "(-Xl 72’*_}—}(2 . 2 )—i" Mz..X2 B CO(]E) ==

— [C(]l) . _G_,ci @) - Xy - C(]z) - Xy . G;‘(]Z) ] {(formula 74)

que es la formula tipo Clapeyron més general que es posible obte-
ner. Los coefieientes X,, X, X, et¢., tienen en cuenta los diversos
valores numéricos de los momentos de inercia de los tramoeg, vy los
¢, ¢, ete, los diferentes aeartelamlentos cor 1a Unieca limitacion de
su simetma., aunque pueden variar de tramo a trame.
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Lios demis grupos de férmulas para smande loz vincalos de
susientacidn extremos sean apoyados, empetrados, ebc., las dedu-
ciremos por analogia a las consignadas en el capiiulc anterior, ya
que la T4 y 1a 66 son semejantes, deduciéndose la primera de la se-
gunda permutando los valores 1, 1, L, ete., por xy; x,, X, ete.

a) Bxtremo simplemente apoyado:

_ Ca (1) Ca (L)
2.M1 (X_l . _2— + Ko ——2—_} + Mfz Xy o) =

—_— - i o q
=—1[0Cqy, - X 0§, —1—6.(12-) Ky €3y ]

_ Ca Ca(ly) 7
M::l-xz-co(lz) +2.M, (x,. 5 -+ 5. 2 )+ M, x, Ca(ly) =

e — | Cuy % Sy TPy %8y,)

M €, 1) Caitin)

(ln=‘..2)‘x(ln..1) 00[111._:1} + 2 M(ln,_l; Xty ——— P X gy ———|=

=_[C ‘. 40 |

. . .
n—1) X n—1) Catn—1) T V) X (n) Li_(ln)»]

b) extremgs empotrados:

Qa'(ll-)
My e My gy = — 0y 0505
2
ca‘(li) Ca(lz}
MD‘Xl‘CO(._)_‘_z'MI' X, X, _l_Mz-Xz C’o(l) —
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ca {ln-1)

o ¢ -
{ o ‘a(ln)
Moy » X1 - Co (in1) © J'M(lnmll s Xyt 2 + X (my * T} +

J— a ' 1 g
+ M_n Xy Go(in) B [C-(In"l)_ . X(ln‘-l) + 03 (n1y 7 C'('111) . X(ln)-cic(l_n.)]

- Copimy _
-M(ln—l) + Gy (1n—1) + A'Mn * 9 - 0\'1_]1) . X(m) . Gic(m) .

¢) Extremos volados: Si la viga termina en extremos vola-
dos, se conocen los momentos My M, caleculdndose con las mis-
mas expresiones anteriores, excepto la primera y tultima que co-
rresponden a las eondiciones de empotramiente.

Problema N°. 21 - Sea la viga dibujada en ia figura 50, so-
metida a una earga uniformemente repartida de 2 400 Kegr/m., de-
seandose conocer log diagramas de momenios pard los tres casos
enunciados.

1
]
1

N 1
100 —plim— 200 ——ap-100
[

Figura 50,
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Caso It. — La ecuacién de Clapeyron es:

pli pl}
2M, (L4 L) s=— T
4 4

20 M, == — 168.000
M, = — 8.400 kgms.

, Case I". — Caleularemos previamente los coeficientes de ile-
xibalidad.

H
l
I
I

X, = R

L' L LY

Adoptando como valores I, ¥ 1, cualesquiera, lox de I, 7 I,. De:
las secciones indicadas en la figura:

—3
o= ————— =3 W50 = 375.000 em*
12 '
o8
I, =3 ¥ 70 =1.029.000 cm*

lnego:
375.000 600

X,=1 7 x,== . = oo 0,55
1.029.000 400
Lia expresion tipo Clapeyron es:
p.13 p.15
2My (X x) = — x; -+ Xp) =
4 4
b

== — (13 < X H1E %)

4
o 2.M, (1--055) =—600 (16 - 36 > 0.55) = — 21.430
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y Hinalmente:
21 480
M, =— — = 6929 kgms
3.10
Caso ITI°. . — Se tiene en cuenta ademés la influencia de los

acartélamientos. La expresién que resuelve €l problema en este ea-
S0 €81
i Ca.l) Ca(1)
2.M,. (x. — -} X,. y=
2 2

=_ [C(li) .xl.cg(ll) +C(12) Xz“cicu,) ]

X, ¥ X, fueron deducidos anteriormente; para obtener los ‘¢’ de-
bemos conocer los pares dé valores:

Abh,  1.060—0.50 Al 1.00
h, (.50 1, 4. 00 '
Ah, 1.70—0.70 Al,  1.80
= 143 P A
b, 0.70 , 600

los gréficos dan:

a) Gréfico n* 3 — e, W 1,25

b) Grafico n’. 3 — ¢, w = 0,987
¢) Grifieco n° 5 —.cg_ ay = 0.2125
d) Grafico n° 5 — ¢f Wy 0,108

reemplazando:
2 M, {(13%1.234+055x098)=
— — [p..13X1X0 2125 | p, 12 X0 55 0.185]
6: 3.538 M, . ==— [8160 | 8933] = —17.003
17 .093

Luego M, = = i~ — 4850 kems,
3.538 '
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Lios esfuerzos de corte serian:

R, = 2700
tramo 1°.-4800+—$ Ry = 6900
CASO T°, —
Re = 8600
tramo 29, — 7200 + —_— Ry = 5800
_ 3068
framo 10 —4800 —l_ 1782 = 6532
CASQ I —
8355
tramo 2° — 7200 4-1955 — J. €045
4850 3590
tram()' 19, — 4800 + i 6010
C:LSO 11T, —
4850 3010
tramo 2°, — 7290 -+ —6- - = 6390
COMPARACION DE RBESULTADOS
Momentos Errores ¢n % a'reé;pecto
.. .| Caso I« Caso If° | Caso Il ol case ITI™
de alture | ) | Cage 10 ‘ Cose TI®
| l ol
M, | - 8400 I .—-— 693_0 | — 4850 | 13— % | 43— %
Ra ] 2700 ‘ 3068 I 3590 [ 24 80 op l 1472 9%
Rb [ 6900 i 6532 [ 6010 | 143 o | 8,70 9%
Re l 2600 ] 8355 | 3010 I 7,50 9 | 4% o
R, | 5800 ] 6045 | 6390 | 9% % | 5% %

puede observarse el elevado error en que se ineurrs al suponer
constante el momento de inercia v al depreciar la influencia de los
acartelamientos,
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PARTE III
Pérticos a vértices fijos
CAPITULO VII

GENERALIDA’BES

Generalidades — Clasificacion de los porticos —
Rigidez de los dngulos — Fundamentos del célcu-
lo — Convencién de signos de los momentos flec-
tores — Nomenglatura a emplear. :

Clagificaeién, — La Estructura aporticada es la mas general
de *odas y de ella por degemeraciones adecuadas pueden deducirse
las tratadas anteriormente, cosa que haremos ver oportunamente en
cada caso.

Tis porticos se clasifican teriendo en euenta su forma geomé-
trica, grado de multiplicidad, y la naturaleza cde sus vinculog de
sustentacién. y

 Sin embargo, la mis adecuada y moderns, teniendo pregente
ciertas caracteristicas de deformacién eldstica quo pueden piecisar-
se de antemano con Ia sola inspeccién de su foima v vineulos de sus-
tent:a,eién,_ es la que los divide en dos grandes srupos:

2) Estructuras aporticadas con vértices fijos

by Tdem con vértices desplazables.

Lag figuras 51, 52 y 53 representan tres pdrticos en loz cua-
les la totalidad de sus vértices permanecen en su posweidn inieial
para. eualguier causa exterior que acte sobre ellos {fuerzas o mo-
mentos), '
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Tguras 51, 52, 53

en cambio, los representados en las figras 54 a 57 no tienen esa
propredad, pudiendo sufrir desplazamientos.

f

LN

Figuras 54, 55, 56 y 57

Indeformabilidad de los 4Angulos. — El cilculo de todas estas
fermas ya sean @ vértices fijos o desplazibles, se hace partiendo
del primeipio de la. indefofmabihdad de los dngunlos, gue e supchen
permanecen, con §u valor inieaa} posteriormente a li d=formacién de
la estruetura, originada per cualguer solieitaeidn exterior, despiaza-
miento de apoyo o cambio de ternperatura.

El proeedimiento del caleulo que empleatemu: 6§ sem-ejant‘e al
vistc en capitulos anteriores.

Cortando el portico en forma de aislar sus pies derechos y tra-
mos eéntre si, podran caleularse mediante la ayuda del primer teo-
rema de Mohr las deformaciones angulares exiremas griginadas por
las fuerzas o momentos exteriores.

Como estas deformaciones alterin los valorcs iniciales de los

dngulos, que segliin hemos visto se suponen indeformables, jes nece-
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savic aplicar, en forma semejante a la empleada en las vigas empo-
tradas y continuas, momentos extremos que las restxiuyan ¥ que to-
maremos siempre eomo ineégnitas del problema.

81 las estrueturas en estudic fuera a vértices desplazables se
deben ademés tener en cuenta los dngulos seeuvdarios originados
por estos desplazamientos.

Trataremos las estructuras aportacadas con extrsmos artieula-
dos que dividivemos en does grupos, segfin sean a vértices fijos o des-
plazables .Es de hacer notar ,que el procedmiento Ze eilels que
exponemos es general cualgquiera sea el grado de multiplicidad del
pértieo, aungue su utilidad se reduce ppra estructuras que presen-
ten més de tres incdgnitas.

Convencion de signos de los momentos flectores, -— Bstablece-
remos. eomo positivos todos los. momentos que eriginen tracciones
en los eantos adyacentes a la linea de trazo interrnmpido y 'hegat-i~
Vo3 en caso, contrario.

Estas lineas mterrumpidas lag trazaremos siempre por debajo
del dintel y a la derecha (fig. N°. 58) de los pids derechos de tal

\ Tigura 58

o
==

manera que la convencién anterior de signos puede establecerse asi:

“Herdan positivos todos los momentos flectores que origien
tracciones en las paries inferiores de los dinteles y en las partes de
rechas de los pids dereehos; ¥ negativos en caso contrario’.

Esta convencién sobre la generalmente aceptada tiene ia ven
taja de permitir determinar el signo de los momentos flectores eon
preelsidn en un {ramo ¢ pié cualguiera (v. gv. el enésinio), v la
desventaja de introduecir una asimetria de sigvcs de los momentos
flectores en casos de forma y solicitaciones simétricas
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Nomenclatura, — Adoptaremos la siguiente .

1— longitud de un tramo.

h —idem de un pié derecho

I momento de inercia, vy
x — coeficiente d¢ flexabilidad

el tndiee Individualizard el tramo o pié derecho respectivo, asi:

Iigs %, 5 efe. representaran respectivamente s momento de iner-

cia del euarto tramo y el coeficiente de flexibilidad ol tercer pié

derecho. '

Ademis:

Maqmy ¥ M, iy representarin los momentos extremos derecho e
izquierdo correspondientes 4l tramo enésimo.

Mty ¥ Moy 0 igual formd log momentos extremos inferior ¥
guperior correspondientes al pié derecho enésimo.

Kam ¥ Kign los valores K (derecha e izquierda) del tramo ené-

o S '

Kitny ¥ Ky log ‘correspondienites a los extremos inferior y su-
perior del pié derecho hn.
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CAPITULO VIIT
'P(_wticos fijos sin acartelaniientos ni sesgos

1°. — Cargas exteriores. — (argas incidentes so-
bre los dinteles ¥ piés derechos.
Condiciones de: a) continuidad del dintel,
b) aporticamiento doble, ¢) aporticamiento
simple; d) nudo.

9¢, - Caso de carga general, — Empleo de las ex-
presiones deduecidas para 1a resolucion de un
pértico eualesquiera a vértice fijo de extre-
mos articulades. — Regolueién de problemas.

3°. — Deduccién de las férmulas de cdleulo de los
casos de aplicacién més corriente.

1° — Cargas exteriores — Cargag incidentes sobre los dinte-
leg y piés derechos. :

Sea (fig. N° 59) una estructura aporticada articulada a vér-
tices fijos sometida a la accién de eargas normales a log ples dere
chos v a las vigas dintel. Las cargas aplicadas sobre el dintei son
de direecién arriba-abajo, v las correspondientes & log piés derechos
de izquierda a derecha, adoptando para ambos sentidos el signo
positivo.

Si separamos mediante cortes los dinteles de Ios piés derechos,
stos v aquellos hajo las acciones exteriores que los solicitan se de-
formarin, siendo las variedades angulares exiremas las siguienies
(croquis b):



ANO 23. N°7-10. SEPTIEMBRE-DICIEMBRE 1936
— 1282 —

Figura N°, 59

DIAGRAMA DE MOMENTOS FLECTORE S
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¥y tramo 1 : (carga exterior soldmente) :

Ki (In) 1, B Kdl(ln') 111
% (in) — - “ g By = - — -
6.8 T 6. B  Tay
2) tramo 1 ,: {carga exterior solamente):
Kigngy  lags Kdnpny hgs
oflnty) = - Baugry = ———— . —
6. E  Igutn 6.8 Tonn

2 (idem)
Kiggn—1y  ha—

3°) pié dérecho b |

Y (ha—1) — _ .
6. E 1 (hn—1)

1<d‘(hn—1) hn—l

Sgm—1) = : .
6 . E I _(hn-—l)
4.) pié derecho h (idem) :

Ki(im) h, Rd (hn) hn
Ywy ~ ' ' ¥  om :%:.__—- -
6.E  Iew 6. K Tinm)
5. mé derecho h 4t {idem)
Ki (hnt1) h nt1 Kd (hnt1) n n+1
Yy = : ¥ 3(lm+1) - T T
6.8 I(hn+1) T R O I(]m~|—1)

Las condiciones que debe satisfacer la estructura, eontinuidad
de los trames entre sf, e invariabilidad de los dngulos de unidn en-
tre stos y la viga de dintel, han sido, en consceuencia, alterados;
asi por ejemplo:
el fng. B, vale ahora: B—a  —vy g 4y - —
el dng. C, vale ahora: C—Bim T7am
el dng. D, vale ahora: D-—a(\anr]);—y (ha), *
el ang. T, vale ahora: E—8 oy T 7ty

gegnin indiea el croquis b de la figura N°. 59,
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Para restituirlos a sus valores imiciales (chemos aplicar los

-+ T - T . l}
mementos extremos Ms (hn—1) Mi (my 3 Md (Iny ’ ete. que seran las
incbgnitas del problema, como indica el eroquis ¢ de la misma fi-
gurs, estando resuelto €l problema, euando éstos tengan simuitinea-

mente valores tales que ambas condicipnes estén saiisfechas,

a) Condicién: de continuwidad del dintel — Liss momentos extre-
mos Mi ) 3 Md an) 3 Mi (1) 3 Md 1y 9UE a,c,ig‘an en los exire-
mos de los tramos 1y 1, o engendran en concordancia de los ex-
tramos adyacentes a la pila hn las siguientes variasiones angulares:

En el extremo derecho del tramo 1:

Mi g 1,
Originado por Mi,,: By = — (n_.).“ i ,
6.8 T
Ma L
idem por Md,, : B iy = — (m_)__ " :
6' . E I(ln)

En el extremo izquierdo del tramo T

Md ging1y  loa

originado por Md gp41) :

'
a. (In) ==

6.E  Taun

Mi ity ot

Idem por My .z o gy = —

3.E Tin+1)

todos negativos, pues de acuerdo a. la conveneida. de signos sentada,
los momentos M son negativos.

La eondicién de continuidad (la denominaremos asi por exten-
sion), procediendo en forma andloga a la. analizada al tratar la
viga continua, esiard eumplida enando:

4 i i Ky ’ ¥ Firdee
By P (ln)%ﬁ' my T Ageday — ¢ oty ® (1n+1)] (70}

Reemplazando valores se obtiene:
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6.5 Iaw 6.E  Imtn

Kdm L Kigets)y Iy L Mi(m) L - Mdgy
6.5 lamy | B.E

e Mdgetny | s | Migegay | lega
Loy 6.E Taety 3. Lumtn.

51 introducimos los valores fieticios cudlesquiera I, e I, la an-
terior se transforma en la siguiente:

—[Kd gy - x y + Kign i) » Xty | == Miqm) . X am » + 2Md gas .
X () - + 2Migat1) - Koy - + MAgnray « a1y - (76)

en ia que los coeficiéntes de flexibilidad correspondientes a los fra
mos ln ¥ 1n+1 son ;

i

xam =12 Lo Koy, — it To
T Taw 1y D Ly 1o

La écuacién (76) se denomina “‘ecuacién de euatro momen
tos’’ v es la forma general de la de tres para cuando mo toda la
flexién pueda propagarse integramente en el dintel’a causa de la
existencia de piés derechos que obligan a una ‘‘caida de momentos’’
en coneordancia de eada uno de ellos. Nosotres la denominaremos
“‘oondicitn de eontinuidad del dintel’” y de ésta a la de Clapeyron
se pasa simplemente cuando no existe pié dercehs entre ambos {ra-
mos, o sea que st ‘eafda de momentos’’ es nmla, 7

Fn este caso:

Md =M

(In) =M

1]n—{-l

transforméndose 1la N° 76 en la siguiente:

— R d gny. X 1y -+ Kd (a1 Xinade§ == Migny. X i)+ 2 M . [xmy +

X(In+1)] ‘+‘ Md(]n—l—l) + X{In-H1)- (77)

que es la deducida en la primera parte (pag. n® ) al tratar la
viga continua eon momentos de inéreia constantes por framos.
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Como indicamos, la ecnacidn (76) la denominaremos ‘‘eena-
eion de eontinuidad’’ o simplemente ‘‘econdicién de continuidad?”
v Lga los cuatro momentos eonsecutivos correspondientes a dos
tramos que comprenden a una misma pila, con la carga exterior.

{Continuara)





