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CAPITULO IV 

Viga contínua sin acartelamientos 

(Cargas exteriores) 

1'.) Indeterminación estática -·· Condiciones de 
continuidad - Hipótesis de simplificación -
Casos en que _ _se su_p.one._el rnorne:nto de mercia 

totalmente cons:tan~e, oon~tarft~ por tra_mos, y 
enteramente varr~ble .. 

2'.) Influencia de cargas ext.eriores . 
! 9 ) Momentos de inercia totalmente varia~ 

bies. 
IP) Momentos de inercia constantes por tra­

mos 
IIIQ) Momentos de inereia. constantes en to­

da la viga. 
39.- Viga continua con extremos empotrados. 

l') Momentos de inercia totalmente varia­
bles. 
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JI•) Momentos de inercia con&tantes por tra­
mos. 

III9) Momentos de inercia constantes en to­
da la viga. 

·· .. 4~. \ Empleo d~ 1&¡; ~xpre~i!Jne? ~1po Olapeyvon ,..-, 
. '. . 'Deducción' de Tok moín~ntos sobre Jos apo: 

yos. 
a) Vigas con extremos apoyados. - Ca­

sos l', II' y III'. 
b) Vigas con e:xtl'emos éttlpotrados -Ca­

sos I", II• y III'. 
e) Vigas con extremos en Yoladizo. -- Ca-

sos I', II• y III'. 
Caso de tramos descargados - Car~as per­
manentes y accid~ntales -- Dificultad. del 
cálculo de táblas immérícas. - Tablas de 
O. Skall. 

5•.) La viga empotrada como caw particular de 
la contíuua. 

1'.) -Indeterminación estática - Reco~d@do que un apo­
yo iij'o implica eT-desconocimient? de dos ineógnitas y uno móvil 
de una solamente, la viga contínua repreSentHda en la figura N9 

33 gu<> .eonsta üe cuatro tramos ·es triplernente indeterminad,t, 
pues; 

un apoyo ftjo presenta. 
y cuatro móviles 

TOTAL 

2 iw:.Ggnltas 
4 ir..:::ógnitas 

-6 iit'!-Ógnitas 

y como la -.e_stática dá :tres r:e~aQione~- entr:-e. ~a~, ~1. número de las 
que faltan es:. 

(6 - 3) "". 3 
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o sea que el número tiue mide su indet:ernunación t.:státrca es igual 
itl de apoyos mtermedios .. 

Si agregamO:S otro tramo, rntrodummos ot:::-a incógnita, debi·· 
da al nuevo apoyo móvil, de tal manera que la ley antenor resulta 
general, es dec1r: ''El número que nnde la indeteralinación estática 
de una viga eo!Iltínua simplemente a11oyada es igual al de apoyos 
intermedios''. 

Condición de continuidad - La deformación de la estructu­
ra !Jajo la acc1ón de cualquier causa exterior ·1e)óe ser tal que los 
ángulos a, y /3, (fig. 34) deben ser iguales, con lo ({ile se estable 
ce la condición de continuidad de la viga sobre los apoyos. 

Como para cada apoyo intermediO podemos establecer ''una 
c;ondli3-IÓn de .contlnurdad ", resultan .éstas nlunero suficiente para 
ínt<Jgrar el de las 0xpreswnes que faltan, tratadas en el punto an 
terior. 

Este será el pr.o:eedrmiento que seguiremo.c..; ·y que en síntesis 
es e] sigurente ~ 

Estado I - Si cortamos Ia viga en concordancJa de cada apoy<> 
intermedio, formaremos un, número de vigas estiitjcame.n~te ,deter-
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mmadas 1gual al de tramos de la contínua. La aceíón de las causas 
exteriores que deformen la estructura onginará b. fo-rmación de los 
ángulos: 

que sabemos hallar (fig. W. 35). 
Como la eontmuidad de la viga en concordancia de cada apo· 

yú lie ha roto, p,iÍes las tangentes que corresponden a cada. apoyo 
' ; : !;: 

Figura N°., 35 

rto están f>n prolongación como exige la '' condimón de ecmtinuidad' ', 
debemOs, para volver la construcción a su estado primitivo, resta­
blecerla, lo que conseguímos en el: 

·Estado II ·- Apliquemos en la forma qup indica la figura 
J\? 35 l~ momentos MD M2 y l\ti3 sobre los extremOs de las vigas· 
de' longitudes 'l., I, y 12, formádas en el estado1 anterior y cóm"'cau­
sák ~c:kteriQl-éS, desde valores iniéiales cero (las lByes de aumenfo ·d'e: 
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:¡~:¡, JI![, y ]\1[3 son en general diferentes) hasta qu" laH tangentes a 
las elásti.eas de deformación sea,n comune.s en los apoyos interme:· 
dios. 

E;n este caso, cumpliéndo~e las cqndiCion~s de continuidad~ 

(28) 

los. yalores que en ese instante tengan los momentos JI![, JI![, y JYf, 
serán los que resuelvan el problema 

Por consiguiente el diag:r:ama de mqmentos ~lect0res, el de es­
fuerzos eOirtantes, reacciones, elá$ticas de def~rm~c.~óu, etc., pueden 
obtenerse como suma de los parciales. que correspondan a cadtt uno 
de los estados que selíaradamente contnbuyen a Íll contmuidad de 
la v1ga, 

Hipótesis de simplificación - Las fórmulas deducida;J P')ra 
el caso general en que se tenga en cv.ent(} la. yer.dadera varl::J,cióp. 
de 'los momenttos de. inercia en la_ vig~. ~o P-e~Ú.en su cálculn 'aí 

. ' ' - . "'. - .,, -- ,· . 
recto, sirviendo únicamente comü porcedim1ent0 de verificacjón. 
A~·m esta operación resulta_ emmentemente G.11gorr_os.t, derrv¿_ndQse 
de estos hechos la necesidad de simplificarlas, y en tal forma, que 
sea factible su cálculo directo 

Esta necesidad ha creado la slmplificacíón de las fórmulas ad" 
mitlendo como ya hemos visto en las vigas -empotradas la igualdad 
del 1noonento de inercia en toda la viga, con lo que automáticamente 
se transfcrman las fórmula.s de verificación en otras sencillas que 
pel'llliten su cálculo directo. 

Debe tenerse en cuenta que en el error de los resultados obte· 
nidos al calcular una VIga aceptando la hipótesis simplificadr,ra de 
la constancia de los momentos de inercia, influyen rw solamente la 
variación real de estos dentro del tramo smo también la de ios ad. 
yacentes; en cambio, en las vigas empotradas la influencia se res~ 

tr;nge a la p~opia del tramo. 
Esta 0cmsideración ha dado nacimiento a una. nueva ·hipótesis 

qu ... ~ podríamos denominar intermedia: la de que los momentos de 
inercia sean con~tantes dentro de cada tramo~ úmramente, pero va­
riables dentro de tramo. a tramo. 
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La:s fórmulas a que conduce la aceptacrón de ;,sta hipótesis son 
sencillas y per,nnten el cálculo mediante a¡iroxrmacnmes que en la 
práctica diarias se reducen a un mínimo. 

Para tel'lninár, deduciremos las fórmulas de cálc)llo pára el 
cw:,o general en que I sea varrable en forma cualquiera y sucesiva­
~:u·nte de éstas y de acuel'do a las hipótesis vistas, las quecorrespon, 
d--:m a cada -una de ellas empleando las denominae!ones siguientes~ 

r.) Caso de I variable en forma cualquier,,. 
II'.) Casa en que I varía de trama a tramo, p~r'o mantenién­

dos~ constante dentro de. cada un<>. 
IIr.) Ca:so de I constante en toda la viga. 

29 • ~ Influencia de cargas exteriores ~ r -- Momentos de 
inercia totalmente variables ~ Separemos de la viga contmua 
dvs 'tramos adyacentes cua1esquiera, que se supondrán Cargadss en 
igUa:l forma, y que cort-aremós ·separándolos en Conec.rdancia dei apo­
yo intm:medi<>, formando de esta manera dos vigao fÍIIlJ>]emente apa­
ya-Jas adyacentes de Iorigitudes: "1/' y "1/' que sometemos a los 
est.ados de de~ormaclón ya analizadbs precedentemente 

Estado I ~ La acción de las cargas exteriül'es directamente 
aplicadas origina las .. d~formacioñes angulares extremas sigu:ientef! 
eu ¡;qncordanCia del apoyo intermedi().: 

tramo l 0• 

tramo .,o 
~ . j

•C 
>¡:e . e 
::.2 M. dx 
f,-· E.T 

B 

(29) 

Siendo los momentos eOIIT:espondier~t~ posit; vos por presentar 
la. elástica su convexidad hacia abajo. 

Estado II ~ Si ap¡licamos los momentos M" .1!I, y M, en la for­
ma ya ilidicada anteriormente hasta conseguir que lit tangente geo-
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mé_triea a las elásticas en concordancia del apoyo intermedio sea eo­
mú_n a ambos tramos, ha?remos· obtenido la e6ndidón de eGlltinui­
ddd correspondiente a este apoyo: 

tramo 1°. 

tramo 2°. 

·.JB -Mm.dx 
E. I 

. A 

m ·.~r .fe-Mm. dx "·' --,- 1, · E. I 
B 

por ser los v:alores J.\110, M1 y M21 etc .. , negativ<J3. 

Condición de continmdad - Esta exige que: 

+ [3, =-a, 
y c.omo: 

(30) 

y a.,= ac-am 
• 2 2 

la ''condición de continuidad'' estará. cumplida ruando: 

¡;te f.l:ill e +· m m e 1'"' 1 - 1-' 1 = - a2 - a2 = a2 _._ a2 

Reemplazando y símplificando E que se supone constante: 

Ecuación que expresa "la condición de contlnuidBJd" sobre el 
apoyo B. Como para cada apoyo inrtemnedio puede escribirse una 
semejante, su conjunto, más las tres que permite establecer la Está. 
tica. mediante sus leyes de equilibrio, forman ·un sistema que resuel­
ve el woblema. 

IP - I constante por tramos - En este caso I puede sacarse 
fuera del signo integral : 
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Las expresiones : 

y 

representan respectivamente los monienbos estáticos de las supern­
cies de momentos flectores originados en el estado II dé defmma­
ción ya estudiado con res,peeto a las verticales A2 y de A, I'espech· 
vamente. 

1 1 1 f=g' 4= Qz + i ! 
~ 

~~ M., ~ 
T 
Mi·' 

_L 
; .. _ 

i ie, . ~ 
'\~ i M~.ez · ~,e, 1 

-z- 2 ·. 

La figura N" 36 permite establecer, descompmdendo el dragra­
m.a 'trapecial en dos tt·iángulos que; 

(
0 M,.l, 2 M,.l, 1 l~ 1~ 

's':j ~m.dx = --
2
-. 3 1,+-

2
-·-. S .1,=2 lli,-

6 
+lli,. G 

y 
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m j" M,.l, 1 M,.l, 2 II . ll 
'l'j¡ • Mm .. dx = ---.-11 +--. -11 =1\of,. -+2. i\11 • --

A 2 3 2 3 6 6 

valores que reemplazados ,eu. la <1ut¡,riqr c[au: 

1\f,.l, M,l, 2.M,.l, t¡j j"" ~¡ J;c 
---+-·-+-·--'+ . =-- ~. · M'.dx---· M'. dx 

.6.1, 6.1, 6 . .1, I,.l, A 1, . .1, ll 

.M,.l, 

6 .1, 

6 
multiplicando por __ ._. ·-. 

1, .}, 

-[2·M'+··M' +_M" +2·M,]~-~ 6 0 ~B 1 6 111 M0dx + ----. · -, 
l.1 · 11 12 • 11 11 • 12 11 , 12 11 ·12 Ii A 12 ·11 12 

recorda.ndq la definición de los valqres Ki y Kd .: 

_ Kd _ Ki '= 2 .M,.[~ + _1 __ . ]· + M, + M, 
1,.1, 1,.1, I,.l, I,.l, 1,.1, 1,.1, 

multiplicando por 1, .1,: 

1, l, 
---. Kd-·~ 

I, I, 

1, 

I, 
(32) 

Coeficieu~es de flexibilidad - .Lla.maremos Ncficiente de fle­
xibilidad a l<J(! cocieutes : 

err las que i'l0
1

'- y "10 " son valores ficti:eios cualrsguie:r¿t. 

I, 
Si multJphcamos la eJ<:Presíón N' 32 por --:- te;wmos: 

l, 

(33) 

-Kd.x1 -Ki .. x,=2 M,.(x,+x,) -!-M, x,+M,.x, 
de; donde invirtiendo lqs miembros: 

1 M0 x, + 2·M1 ·(x1 + x,) + M,·x, ~- [Kd·x,+ Ki·x,] 1 (34) 
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Relación que liga los momentos M, M, y M, ID.cóguitos con la 
carga exterior (K1 'y Kd). 

El emple.o de estas ecuaciones implica el cOnocimiento de x1, 

x,, etc., y ambos coeficientes de, flexibi!Ídad exigen' el de I,; 1, etc:, 
o n1:-: relaciones .a un. tercero . 

Como_ ello~ n9 :. ~0:~ 'conocidos, debe _atribuírseseles ya s_ea¡ •' a 
selltimiento" o p-Gr ·corq_p¡aración coh otra obra: séinejante, Un valor· 
determinado 

Si al calcular las secciones, con los mome~tos deducidos :e!I ~a­
se a los valores x1 y x2 , así determinado se Úega a. relacioncR ~ 

Io I, 
, etc. 

I, I, 

semejantes a las adoptadas inicialmente el pmblema estará resnel­
to, debiendo rehacerlo en caso cont:rano, bastando en la práctica 
del manej-o -de estas fórmulas una o .a:os iProximaeiOnes únicqn1ente, 

IIl'- I constante en toda la viga- Si:¡,= I, =I, ,,, cop.¡;­
tante, la ecuación No 34 se lransf_otma en: 

1 Mo 1, + 2 M,. (1, +l,H ;2. M,l, ~ -[Kd , l,+ Ki .1,]1 (35) 

ecuación denommada d'é üla¡peyron o' 'de' 'Ios "tres 1nomentos, denomi-, 
nación qu!t,_ ~~- ex'tensión, daremos 1:a~bién -a-Ia·s ·~emejantes d;edtF 
cic!as en los casos anteriores. 

C"mo Ki y Kd son conocidos, la relación antenor hga los valo­
res incómlitos J\i0, Mll etc .. , con aquellos. 

Diagramá de momentos' flectores ~ Si M, ~I, y M,, son la 
solamón del problema a base del cumplmuento de la condición de 
contmuiqad sobre los apoyos, el diagrama de momentos flectores se" 
rá la suma de los que correspondan a los dos <:Htados de deforma­
ción -~tudiados, y que son._ 

1") Los diagramas de momentos· Ileetores engendrad¡ps, en ·cadri 
tramn ppr la carga exterior, considerándolos aislados y sim­
plemente apoyados. Estos diagramas de momentos son posi-
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tivos para cargas verticales que actúen d0 arriba hacia' aba.,¡ 
jo (diseño "a" de· la figura N". 37) . 

2") Por los diagramas trapeciales formados por M00 M, y ::~>¡, qtre 
BOO n.egativos y corresponden al estado de deforma!'oión· N' II 

ya analizado (diseños b, e y d figura N' 37) . 

1 es:.: .. o~· .. ···. · r-f!HIW . ¡¡¡ , , . . . . •· . . 

+ 

---- . T 
~ _.--- M¿ 
1. 0~----~~-------__ _Jl 

1 -r 
'M, 

---------~~,-----:-~---+ l 

a. 

b. 

c. 

d. 

e. 
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El ihagrama total, suma de los dos anteríorec es el índkado 
el' la misma figura, de tal manera qn!' conoeidos los .valpres de M" 
1W'.1.,_ M2 , .etc_._, sobre, los apoyos, puede trazar~e s,in P:tconv.eruente. 

Diagrama de Esfuerzos cortantes - Puede determinarse en 
·fol'ma análoga, a pesar de lo cual analizáremos por separaido a con., 
tinuación. 

M:L ~ . ~ 
! ! 

]_r---=-~--+-Jt 
ir-"-...,-------+' JB!Je, 

i 

Ji,=====c====~¡l~'t' 

~T~j ==:r===:::::::p¡ L~ 

tl+ :r 

,. -Figura N°. 38 
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El estado I de deformación engendra las reacciones de aP,oyo 
sjguientes: 

en el P¡rimer tramo, y 
R,ay R,b 

t 
en el se,"11lldo .. Siendo el diagrama de esfuerzos de corte el repre-
sentado en la figura N" 38 . 

El análisis de la misma figura muestra gne el diagrama de es·· 
fuerzas cortantes originados en el estado II sun dos rcctán¡;ulos de 
ait:nras: 

M 1 -iVI, 
y 

1, 1, 

ccrrespondlentes a los tramos de longitudes 1, y 12 respectivamente. 
De la snma de los diagramas deducidos para ambos ef\tailos de 

de:~·OJ:muc.ión so obtendrá oho resultante- Igual nl que correspondp al 
Estado I, pero c<>n las líneas de origen despla:atdas en sentido po­
sitivo o negativo; según el caso; de: (M, - M,) ~ J, o (M1 - :M2) 

12 , diagrama que p,resenta la parte inferior de la figura N" 38. 

3'.) - Viga contínua con extremos empotrr:.dos - La$ fÓr· 
mulas anteriores pueden transformarse para este casOi. Suponga·· 
rnos que fuera em;potrado, v. gr. : el primer apoyo, y que loo dos 
tramos ~ que se extiende la ecuación de tres mome:atos sean de lon­
gitudes 1 y 111 siendo sus respectivos momentos de ineTcia I y 11. 

Disti~ouiremos los tres casos analizadOS" según sean la¡ bi pó .. 
tesis que se formUlen con respecto a los momentoS de inercia, recor..: 
dando que las fórmulas deducidas son: 

Caso I - I enteramente variable . 

¡'·JI M'/"+ r¡lm JI M"'~ dx - ;: ·I'Mm. dx'- :,: ·I'M'. dx 

Caso U - I constante por· tramo: 
M. x + 2. M,, (x+x,) + M1 . x1 -Kdx-Ki. x, 
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Caso IU - í 1lS cQnstlmte en toda la viga: 

M . l + 2 M, . (l + l,) + M, l, = - Kd . x- Kl . x, 

A medida que el momento de inercia del tramo de la izquier­
da de longitud "l" aumente indefinidamente :?11 valor, podrá irse 
considerando al segundo !>ramo cada vez más cer·cano al emp¡otra­
iniento en su ·apoyo izquierdo. En el límite cuando I = oo este 
segundo tramo d~ longitud "lt'' y -momento de m.erma "!1 " ten­
drá su ap¡oyo ya mehcionado empotrado. 

Si I = oo las fórmulas arriba transcriptas se conVIerten en: 
Caso I - I variable: 

{" 
;: • . . ~. o • ~." . I . . . 

(36) 

Cá&o II ~ I !JQii.stante por tramos: En este caso : 

X= Ü. 

y: ' 2 , JVI6 • x, + M, . x, -Ki.x1 

·2. lli,+M,=-Ki (37) 

Caso III- I c.Qnstanie en to!'la; la viga: Como ]d expresión (35) 
ei\ ÍniÍepéndiente de I no puede ded.u.cirse la fí)nnula adecuada por 
eate procedimiento, pero la antel!ior por este mismo motivo, es vá­
lida para este caso: 

12M,±M,=-Ki 1 (37) 

Pné.de hallarse esta expresión directamente aplicando al extre­
mo izquierdo un momento M0 capaz- ide .conseguir la eondiei6n :de 
empptramiento de dicho ap¡oyo, supuesta la viga cárgada con su 
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cm·ga exterior y .a:phean:do_ al e~t:f:emo der~ho_ au .mo-mento ~1 en 

igual forma. 
Si Bn vBz de estar empotrada el extremo izquiercl.o del primer 

tramo lo estuviera el derecho del último (el enésimo) las expresio·· 
nes Serttej_ant-68 a 'las anterwres- para :este- caso -ser·ían :· 

Caso I - I variable : 

Casos II y III -

1 2 • M. + M. t = - Kd(n) 1 

4Q .. ~' Empleo de las fórmulas tipo Clapeyron - Deducc,Wn 
de los moi\lentcs sob;re los ap(lyos - S]lpondTernos los tres CI!SOS 

'q~e J>uoo'en. present;rse Bn l;:t práctica, ~. S').bet e 

r) Vrga contínua con sus extremos simplemente apoyados 
~") Idem con sus extremas (uno cualquiera o aml1as) empotr¡tdos. 
3") Idern con extremos en. voladizo (n.no cualrj,uera o ambos). 

Dentro de eada -caso, anallzareina'S las tres: ~hiy;iltes.is según sea: 
la ley de constancia o variación de los womento.'L'de Inercia en la 
viga. 

1 ' ' 
• 1 

dl!U~ 
M,., e. __j M, 

Supondremos que tenga n tramos de longítudes 1, l, . ln-·1, l, 
y denominaremos los momentos sobre los apoyos on la fO_rma ihdi­
cada en la fig. .N" 39 
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a) Viga contínua con extremos libre - En ogte caso : 

M,= O y ,M =O 
n 

y dentro de ,cada hipótesís hecha CQJ). +e¡¡pecto al va\or d!l lo~ momen­
tos de inercia podemos escribir una ecuación tipo Clapeyron para 
cada apoyO, serán ellas: 

, 

a) Caso r --,-- I variable: 

para el apoy-o A,: 

. . . . . . . . . . . . . . . . ~ . 

para el apoyo "l\fn-1 '': 

t:fdx+~::.f;,,. ~~l:.f,··~;!f·+· 
que forman un sistema de (n-1) ecuaciones con Igual número de 
incóguitas Que resuelven el :woblema de veriftcac\ón. 

b) Caso II" - I constante por tramos - En este caso tendre·· 
mo" para cada tramo su respectivo coeficiente de flexibilidad. Si lcis 
momentos de inercia de ~os tramos son: Iü 12, I3 , •••• In: 

I, 1, I, 1, le In 
X¡=-.- x2=-.- Xn =-

I, l, 12 10 In 1,, 

el gi·upo de (n-I) ecuaciones tipo Clapeyron que resuelve el pl'Oble­
ma es: 

Apoyo A,: 

2. '1111 (x, + x,) +M,. x2 =- [Kd(l)· x1 + Ric2¡. x,c] (42). 
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Apvyv A, . 

~1,',.¡;:,+ 2.1VI,. (x,+x,)+M,.x3 =-[Kd(2¡.x,+Ki(3¡ .x,J (43) 

ÁP<;yo An-1 : 

!ln'3•Xn.-2+ 2 .Mn .. 2 (xn·2 + Xn .. J) + Mn··l Xn.J ~- [Kd¡n2). X(n .. 2) + Kicn·l) · X¡n .. JIJ {44) 

Apoyo A11 : 

Mn .. "· X 0 .. J + 2.Mn 1 (xn··1 + Xn )~- [Kd(0 .. 1). Xn 1 + Ki¡n). Xn] (45) 

e) Caso nr- I constante en toda la viga - Ei Sistema de ecua .. 
m unes es: 

Apoyo A1 : 

2. :NI,. (11 + 1,) +M,. 1,-- [Kd«J. 11 + Ki¡2 J. 1,] (4G) 

.. Apoyo A2 : 

M,.!, t2.1VI,. (1,+1,) +M,.l,=-[Kd¡2J·4+Kí,3J 1,] (47) 

;;:. ·' M en ·3) .l(n 2) + 2. ~{.·.,.(ln .. 2 + 1 ... ¡) + Mn .. J.ln-1 = 
=- [Kd(n2)•ln.2 + Ki(n l)•ln.J] (48) 

Apoyo A
11

_ 1 , 

Mn·2•ln··l + 2.Mn 1.(ln.J +In)=- [Kd(n .. J).ln··l +Ki(n)•ln] (49 

que forman como en el easú antenor un sistema de (n~l) ecuacio~ 
ne<: (condicwnes de continuidad) que permiten calcular las (n--1) 
iheógnitas (momentos sabre loo apoyos). . · 
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Cr<)emos oportuno h>Wer n()tar que las fórmulas que resuelven 
el problema en este último caso son exactamente las mismas que pa­
ra el cas& II, permutando las longitudes de los tramos por los coe­

ficientes de flexibilidad respectivos. 

b) Viga contínua con extremos empotrados - En este caso, 
además de las (n-1) ecuacwnes que expresan <>tras tantas "condí. 
cíunes de continuidad" debemos establecer las dos (o una según el 
casQ) que correspon?an .a los extremos emp¡a-trad~s. 

Caso r - I vanable - La condición de empotramiento del 
apoyo A, es: 

(50) 

La eontmuidad del apoyo A, es: 

s, M . dx '!'' ' -1 · I ·· (51) 
2 o 

La continuig"-ct ~el apoyo An-l es: 

fln 1 fhd 1' ln f ln · 
:!1.~--.1 M

0
. dx + 1)~1. Mm.dx'""----·- ~p1 ·J; M~ .. dx __ ;~. __ M_m.dx 

ln-·t o I ln-·t o I in o I In ·o I 
(52) 

y la corresp<mdiente al apoyo An 

(53) 

Conjunto de (n + 1) incógnita& (nwmentos so)Jr·e los I<Ftyos) 
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que pueden determinarse mediante las (n + 1) ecuaciOnes de condi­
ción planteadas. 

Caso II" - I constante por ~ram0s: En este e.aso el conJunto 
de las ( n + 1) ecuaciones es : 

condición de -empotramiento en- A0 : 

2. M,+ M,=- Ki(,) (54) 

~ondiCión de continuidad en A1 : 

M,.x,+2 M,. (x,+x,)+M,.x,=-[Kd(;) x,+Ki(,).x,] 

condición de continuidad eh An-l: 

"/'Mn·2·Xn-·1 + 2.Mn··t•(xn··l + Xn) + Mn. Xn= -[Ka(n·l)•Xn-·1 +K, (n)•Xn] (56) 

.e<•ndieión de empptramiento en A : 

Mn··l + 2. Mn == -Kd(n) (57) 

Caso III - I constante en toda la viga - Las expresiOnes del 
ca~o anterior -son válidas sin más que permutar ';l.'~ por eJ. • 'x'' co­
rrespondiente del mismo índice . 

Ca,sos de tra,mos descargados - La observación de lM fór­
mulas de los casos II y IU muestra que sus segundos térmmos son 
dt la forma : 

Kd¡, .. t) • !,_, + Kic,·'1l . 1, 
seeún correspnnda. 

Los valores K .se refieren siempre al Kd del tramo izquierdo 
y los del segundo término al Ki del tramo de la derecha de los 
que se deben considerar en cada condición de cantinuidad, razón 

AÑO 23. Nº5-6. JULIO-AGOSTO 1936



-912-

por la cual hemos decidido ap~icar al Kí o Kd como sub-índice ql 
número de orden del tramo que deba considero.rsé, 

1 
1 

1 
~' 
-J~.WA UJ.llLllLLL'-1,-A------*-f.A,· 

,r..z
0 

•r-i 
¡-----tr-i ' e, ,___..¡, 

F1gura N"'. 41 

Sr un tramo cualquiera está d:escargadü, Y·.' gr. : el --enésim·o, 
en la condición de continuidad pára el apoyo (r-·-1) debe tenerse: 

Ki (r) = O, (2" térmmo del segundo mwmbro) 

y en la condiciÓn de continuidad para d ap¡oyo '· r' · debe tenerse en 
forma sel!l<;;iante : -----

Kd (r) = O {Ter térmmo del segundo miento)' 

rcpibéndose el razonamiento para cualquier número ·de i(ramos des~. 

cargados, Los valores Ki y Kd pueden tomarse de la tabla 1' con­
signada en la página N" 456, números 3 y •1 de 1:136, 

JiJl diagrama de m•om~ntos para el. tramo descargado se redu­
ce al trapecial, por cuanto no ~xiste en él el ·es.tad0 I de deforma .. 
ción originado por la carga exterioY (fig, N" 4,2) , Si dos tramos 
.consec:utivos, están descargados, el m>Omento s:Ohl'f\ el apoyo. inter­
medio (lo que puede demostrarse mediante .el !'llálisis de las fór­
mulas anteriores), tiene signu contrario al de los extremos. 
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, En este caso los diagramas de momentos son' ·1ra-pecios·· cruza­
?Ios . (-fig. N'? . 43) . 

F1gura N-o 42 

Cargas permanentes y accidentales ~ Las primeras, nó des­
plazables~ dan lugar a un sblo diagrama de mOlile.ntos que ya sabe·· 
mos determinar mediante el uso de las fórmulas antenores, pero 
la;; cargas accidentales desplazables según sea lri combinación de 
lús tramos cargados y descargados en forma tOtal o parcúll, dan 
lugar a un .iliagrama drferente Siempre habrá para cada sección 
Una coTnbinaeión de cargas accidentales desplazable·s que ong-Inen 
en ella un momento posltivo que sea un máximo y otro negatlvn de 
rgt.tal índole. Se puede, de esta manera, ·tl'az<J:r un diagrama en vol·· 
vente de todos los -momentos máximos positivos y negativos que co·· 
rti::ipondau a cada sección, origmados .como ya hemos- millcado por 
la5 cargas d~splazables. Estos, sumados por &eparildo eon el corres­
pondiente a la carga permanente, dá como resultado final dos díagra­
mas de momentiC.IS máximos positivos y negativos (rae pueden desa­
rrollarse en cada secCión con cualquier combinaCión de carga's 

AÑO 23. Nº5-6. JULIO-AGOSTO 1936



-914-

Dificultad del cálculo de tabla;s numéricas - Las expresiones 

anteriores son ampliamente generales, pues suponen que tod6..9- los 

tramos están cargados en forma cualquiera La dil1cultad para el 

cá[eulo de tablas estriba en la cantídad infinita de C()mbiuaciones 

que pueden hacerse, variando las longitudes de los diferentes tra­

me~ entre sí, sus res;p.echvos momentos de inereht, las condiciones 

dü sus apoy·os extremos, _la naturaleza de las ear~as, cantidad de 

tramos cargados y descargados, que implica una tarea imp¡lsible 

do abordar con generalidad 

5".) La viga bi··empotrada como caso particular de la contínua. 

Supongamos una viga contínua de tres tramos de lonf,VItudes 11 , 1 y 

13 y momentos de inercia 111 l. e I 3 . El sistema de eeuacion~s trpo 

Clapeyron que resuelve el problema es: 

m m ;•]3 m e !¡3- e 

M .. dx_ ~'·.1. M .dx ~' •. ·M .dx _I ___ J; Jo l- -¡,- o -I-

Si I es constante. por tramos: 

]VI,. x, + 2. M,. (x, + x,) +M,. x, .. =- [Kd. x, +K•. ;x,] 

1\II, . x, + 2 M, . (x, + x,) + M, x3 = - [Kd x, + K1 . x,] 

Suponiendo que las rigideces de los trame-s extremos 11 -y 13 

aumenten progresivamente hasta adquirir valore~ infinitos: 11 =--= 

! 3 = oo los sistemas anteriOres se transforman en 

Caso de I var1able: 
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+_!
1
m .;~m:. dx + _!'_f~'. dx O. 

: 1 1 I 
o . o 

(58) 

Sí I fuera variable por tramos, ehg.¡endo 1 y J en vez da los 
cualesquiera 10 y lo : 

x1 = O 
y: 

2.1\1, x+M,.x - Kr .:>. 

M,' X+ 2 .M, X = - Kd X 

que slmplíficados se transforman en; 

2M,+M2 =-Ki 
(59) 

M, + 2 M', = - Kd 

e.."'{presiones que concuerdan con las deducidas aJ trtlltar la viga. bi­
emp9trada, .P;udiendo eitonces c.onsiderarse a ~sta e.ümo un eB,so par­
tleular de la continua Para comparar las expreswnes (58) con las 
deducrdas al tratar las vigas br··empotradas debe observarse que el 
primer términ~ de la primera expresión (58) y el seg.tindo de la 
segunda abarcan a los dos últimos de las do.;;; expreshnes (10). 

AÑO 23. Nº5-6. JULIO-AGOSTO 1936



CAPITULO V 

Viga contúi.ua sin acartelamientos 

Caso I = constante 

1".) l>esoonso de apoyo. 
2".) Cambios no uniformes ,de temperatura. 

r.)- Desoonsos de apoyos- Supongamos que un apoyo íuter­

medib, v gr.: -el Ar---1 sufra un descenso de ''a'~ em. 
Para calcular el diagrama de momentos flectores o mejor di­

cho de los momentos sobre los apo:¡;os que hemos elegrdo comQ in, 
c6gnitas, procedamos como siempre aiSlando dos tran1o5 adyac12ntes 
que deben comprender al apoyo que sufre el descenso, formando 
de tal manera dos vigas simplemente apoyadas estáticamente deter: 

minadas de luces 1,.___1 y 1, y momentos de me.rcia I ,_1 y I, res­
pectivamente 

El descenso d€.1 apoyo Ar-i en estas condicbnes orign1a fig. 
No 44, diseño "a") los ángulos a 1 y j31 en concordancia del mi~mo. 

Para restablecer la continuidad debemos aplicar los momen­
tos ":i\fr-1 " eh lo forma indiCada ·en -el diseño "b", t0mendo 
en cuenta que la propagación de los momentos haoa las partes de 

la viga no dibujadas exige la existencia en A~ 2 y en A, de los 

m~meJ?-tOS lV(r~2-- y Mr. 
De la misma figura (diseño "e'') se deduce el sentido que de­

beD tener ,engendrado eri Ar-1 Una deformación angular eontra.­
ria a la debida a M,_1 • 

La condición de continmdad estará cumplída cuando M, .. _1 , 

Mr-3 y Ma tengan simultáneamente valores tnlE,s que las tar~g;_~r\.l~s 
a las elásticas de deJiormación totales de ambos tr:amos (l,.__

1
, 1,) 

sobre Ar-I estén en prolongación o en otros t.érnünos~ sean eumún. 

De lo expuesto, se deduce que los ángulos a, y {:!2 Originados 
por Mr-I deben ser may.ares que lQS necesarios para conseguir la 
mencionada condición de continuidad en Ar-l . 
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Del diseñ-o "O" se deduce, siguie:ndo sucesH·amente el. sen,tido 
,de las flechas que mdican el desarmllo de las deformaciones an­
gulares: 

"' = - {3, + ,{3, - {3, 

y como 1!1, condición de continuidad exige que: :rt, + 1 ~ _ ,:rt, 
_ ....... 

F1gura NO 44 

1 

r 1 

M·-•1 f>j,. , ' J. 
L 

'l), - ' . 
_j_ 

T 1 -, 
NrM2 y). Mr 

L _t 

1 
1 

1 
1 

AÑO 23. Nº5-6. JULIO-AGOSTO 1936



-918-

resulta: 

- a 1 + a, - a 3 = /31 + /33 - /32 

o: 

Ca.leulamo:S a ·continuación y sucesivamente estos valores, ·para 
lo CU{ll tendremos en cuenta que los momentos engendrados ppr 

M,_1 son positivos y negativos loo debidos a M, y IVfr-
2 

: 

1°) a 1 y P~. -o~ígirmd.os por el descenso de ·"a'-' -cm del »JlOYO Ar-J· 

Del diseña ''a" se deduce fáCI!men~e: 

a 
(!,1 = :--­

lr-1 

a 
{3, 

de donde el Sllgmrdo m1embro de la {60) es e 

a a ·(!¡+ 1,_1 ) 
- __]_ -- - a. -- ·-- • 
lr 

1 

}r--·1- . lr lr-1 

2') a.2 y {3, engendrados por el momento Mr-1 : 

2, M:r-1 lr-1 

6 .. E. Ir-1 

2 Mr-1 .. h 
{3,=-----

6. E. J, 

3") a3 y {3 3 originados por -M r-z y -M, respectivamente: 

aa =-
6 . E Ir-~l 

Mr . h~ 
{J, =- ----

6,E h 
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Condición de continuidad - La expresión ( GO) se transfor­

ma en: 

.2.M~-r . lr~r 2 Mr-r. h 
+~---

E.6,.I~• 

de donde: 

:&I r--2. lr-1 + _,' -----.-
6.E. 1~2 

M (¡,_,) ('J,_,) . (¡,) (1,) . (1, + J,_,) ,_z, _-· + 2.M,_,, - + 2.M,~1- _,_ +M,. - =6.E.a. ---~ 
, Ir-1 Ir-1 lr )r Ir -lr-1 

Sí introducimos el concepto del coeficiente de flexibilidad, mul­
t•pheando ppr la relación Io/10 , queda: 

. (l, + J,_,) 
Mr-2 . Xr-1 + 2 'Mr----1 • (Xr-1 + xr) + Mr .xr = 6 'E a -- -· .. ·­

lr , lr-1 

y si él momento de inercia fuera. constante en toda. ]a viga: 

(61) 

(
1, + J,_,) 

M~z .h~r + 2 .. M~r (!~• +Ir)+ Mr. Ir= 6 E .a. -- --- (62) 
lr lr-1 

Diagrama de momentos flectores - La figura N° 44 es bien 

e:x;plícita. Los momootQs Mr-l actuando en los f·xtremos de las 
''vigas'' de luces lr-

1 
y Ir dan origen a diagramas triangulares 

dibujados en el diseño "d" que son positivos a causa de presentar 
la elá,stica de deformación su parte convexa hacia abajo. Los mo­

mentos M,~z y M, actururdo .en los extremos izqmerdo y derecho 

de los tramos lr-I y Ir -UB1.Il smrre.úh~1P uu.rpue.i}ua afu;;)mUAH-OOdsa.r 
gula res pero hegatlvos por causa contraria a la anterior ( disci1v d). 

El diagrama total será la suma de t9dos elle.;, que se ha di-­
bujado en el dise-ñ.a "f ", pudiéndose observar que sobre el apoyo 
que sufre el descenso el momento flector es Pfl"ltlvo y negativo en 
los adyacentes. 

Reacciones - Del análisis. de la figura N" 44 se infie"e que: 

Mr-2 Mr-1 Th-fr 
R~•=--+ ~--~+--

lr-1 lr---,1-+-lr Ir· 
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2') Influenci.a de c.ambios de temperatura no uniformes -
Como un ape>yo es una articulación fiJa y las demás móviles, cual, 
qnier cambio unif()rme de tem,peratura se traduce e'+ nn alargamien.' 
to de la víga sin engendrar tensiones ni me>mentos flectores. · 

Si el cambio es "no uniforme", ~ decir, tú hl :parte superior 
experimenta nn cambio de temperatura diferente del irlf<Jcrior, se 
engendra una acción doble: nn alargamiento debido a la menor y 
una flexión e!lgendrada por la diferencia de alargamientos r<¡lati­
vos de las fibras, todo de acuerdo a lo visto en d caso de las .;,g~ts· 
~IDI?otradas .. 

Supongamos sep¡mtdos del resto de la viga continua los tra-

mos de longitudes "lr-
1 

" 

y "Ir", figu;ra N° .. 45. 
y "l, '' y m·mnentos de inercia ''I '' 

~l 

1 

1 

)¡¿ 
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Cortemos en concordancia del apoyo intermedio, .ambos -tramos, 
formand<> de esta manera dos vigas simples. 

Para mayor generalidad aceptaremoo que los cantos iuferrores 
sufran un cambio de temperatura de: 

"ti " y "ti n 
r-1 r 

y los superiores de: 
"ts " "ts1·> 

·- r-1 Y r 

respectivamente, siendo siempre: 

t~l > t~-1 
y 

t~ > t~ 

El alargamiento de los tramos a causa de loa cambios unifor< 
mes de temperatura son: 

siendo:~, 

y 

al.ar. = 1~1 a. /':, t,_1 

alar. = 1,. a. /':, t, 

t' - t' = ;:, t :r-1 r-1 r-1 

t'_t'= /':, t, 
' ' 

Estos alarg_amíentos no: originanJ como ya hemos indicado; nin­
guna tensión, quedando entonces p<>r analizar la influencia de la 
repartición triangular de los cambios. de temperatura, p¡ues se su-
pone que la variación de t. 

' 
a t sea lineal a través. de las secciones 

' de la viga. (fig. N" 46). 

1---i'·--
j 
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Las aumentos de- longitud de los eantos infen )l'{'S d.e ambo:~ tra·· 
mo~ son: 

tramo 11._1 = Ir--1 . á !::i t!,_::t 

tramo lr = lr . a . 6 t~ 

siendo nulos los alarganuentos (por esta causa tin.wamente) de .los 

cantos superiores, los ángulos a r-I ~ f3 r-l 
pol' simetría parcial, valdrá : 

y a = f3 ibiltales 
' ' 

1 alar~ lr-1 . a. 6 t,-1 
ar~l = f3 r-1 ----

2 hr-1 2 .h,-1 

1 alar~ h a. 6 t, 
M - (J, = ------

2 h, 2. hr~i 

Como se ha roto la continuidad de la vign sobre el apoyo 

'' Ar-l '' debemos réStablecerla, para lo cual vemos que es necesa-
ria la aplicación ( fig. N" .. 45) de los momentos 11 , M 1 y M 

r-2 r-• r 

en la forma que lo indica la figura ya mencionada, los que origi_-
nan las srgurentes ·deformaciones angUlares en concordancia del su­
sodiCho apoyo: 

1'.- tramo de longitud 1,_1: 
Mr-2 . lr-1 

Momento M~-"2 a-·2 = - -· --~---
6 E Ir'-"--'1 

2, Mr-1 Lr-1 
Moment{) JW"r-1 

6 E 1~1 

2'.- tramo de longitud l : 
' 

Momento Mr-1 a~3 = 
6. E. h 

Momento Mr 
6. E h 
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.La deformación angular extrema total de la derecha será : 

ar-
1 

·-- a
2 

_ a'2 

y .la de Ja izquierda del tramo de lpngitud 

ar - a~3 - .a4 

La condición de contmmdad enge : 

de la que: 

"l_ 71 

' 

y reemplazando los valares ya deducidos queda: 

es: 

M~z.lr-1 2.1\fr-1 lr-1 2.M~1, lr J\!Ir h 
---· + ---- + ---- + ---· = 

Gd<J I,_1 6.E.I,_
1 

6.E.I, · 6 E.I, 

= _ [a.l~1 /'.. t~1 
2. hr-1 

+ a.h f\, tr ] 

.2 hr 

introduciendo el concepto de coeficiente de flexicbihdad, moJ.típh­
eando por la relación I,jl, y luego p"r 6 . E : 

M, x, +2.M,_,,(x, +x,_,)+Mr-2•Xr-1...,--3.E.a.~. 

[1~1 6 t~1 + _Ir_ 6 t, l . 
hr-1 hr (63) 

que para el cas" de igualdad de loo momentoo de inercia en todos 
los tramos. se transforma en: 

M,_, .!~1 + 2. Mr-1 . Or-1 + !, ) + M, .l, d- 3. E. a.?,·= l 
[1~1 A t +_Ir_ 1\ t l l . 
hr-1 hr u ~1 "" ' 1 (64) 
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Momentos flectGrés, su diagrama- El examen de la fig. N" 45 
in di ea que todos los momentos son negativos, consistiendo el diat,rrama 
en una serie de rectas que nG alcanza a cortar !,¡. línea de cierre. 

Esfuerzo de cGrte y reaceionés - EstudiandG Ia8 ·reaccíGnes 
pm·cmles engendradas en cada tramo y en forma aislada po.t cada 
uua de las causas momentos, se tiene, adoptando como signo posi~ 
tivG la dirección de abajo haciá arriba : 

tramo "lr-I " 

appyo ''lVIr~1 '' 

tramo ''l '' 
' 

a p;o y o " lVI-r--1 " 

a,poyo "lV[r " 

l~l 

l\ir-1 - 1\:f r-2 

lr-i 

li'I~1 - Mr 

1 r 

Siendo por C(}nsecueneia la reacción del apoyG l\f~1 
Mr-1 - l\1r-2 Mr-1 -,...- J\fr 
~---+---· 

1~1 Ir 

Us" de las fórmulas deducidas Estas fó1•mulas se usan en 
forma análoga a sus semejantes deducidas pata cuando actúan car­
:gás -"exteri6res. -

Si algún tramo no sufre cambws de temper::ttura se anula ei tér­
t 

mino lr .- corresp¡ondiente a él, además, en caso d. e calentarse más 
h 

.ei eanto superior que el inferior, se usan las mismas fÓrmul&s p'ero 
previo cambw de signo a ~os momentos flectores, que~ ·por· uonsi­
gniente, serán positivos·. 

(Continuará) 
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