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CAPITULQ IV
Viga continua sin acartelamientos
(Cargas exteriores)

1%.) Indeterminacion estifica — Condiciones de
continuidad — Hipotesis de simplificacién —
.Casos en gue se supone el romento de mercia
totalmente constante, eoz_nstafﬁ"e por tramos, y
enteramente variable.

2¢.) Influencia de cargas exteriores.

I") Momentos de inercia mtd:mente varia-
bles.
TT*) Momentos de inercia constantes por tra-
mos
IM1°) Momentos de inercia constantes en to-
da la viga.

30.- Viga continus con extremos empotrados.

T) Momentos de inereia totalmente varia-
‘bles.
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II*) Momentos de inereia constantes por tra-
mos.

I?) Momentos de inerciz constantes en to-
da la vigau

"Deducelon de 1os momsntos sobre los apo-'

s 08 . . :
a) Vigas con extremos apoyados‘. — Ca-
sos Is, 1I° y IID.
‘B VIgas con’ extrenios ﬁmpotrados — Ca-
gos I, 1T° v III°. '
¢) Vigas con extremos en voladizo. -— Ca-

sos I°, 1I* v IIT°.
Caso de tramos deseargados — CUargas per-
manentes y accidentales — Dificultad del
edleulo ‘de tablas numéricas. — Tablzg de
R Skall

50) La viga empotra,da, como ¢aso particular de
1a continua.

1°.) — Indeterminacion estitica. — Recordando que un apo-
vo fijo implica el désconocimiento de dos inedgnitas y uno mévil
de una solamente, la viga continua repre‘sen’tai la en la figura N°
33 gune eonsta, ﬁe euatro framos es trlplemente indeterminada,

Pries:

un apoyo fijo presenta: 2 incdgnitas
v cuatro mdviles 4 incognitas

qite -f_alftal_-l es:

TOTAL 6 insdgnitas

(6 —'3). :3
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Fagura No; 33

o sea que el nimero que mide su indeterminaciin estitica es ignal
al de apoyos intermedios.

Si agregamos ofro frame, introducimes otrg incdgnita, debi-
da al nuevo apoyo movil, de tdl manera que la léy anterior resulta
general, es deeir: ““Il nlmero gue mide la indeferminacion estitics
da wna viga eontinua simplemente apoyada es igual al de apovos
intermedios’’.

Condicion de continmidad — La deformacién de la estruectu-
ra bajo Ia aceidn de cualquier eausa exterior Icbe ser tal gue los
angulos «, v B, (fig. 34) deben ser iguales, ecn lo que se estable
ce la condicién de continuidad de 1a viga sobre lus apoyos.

i

i j 8 |

; o %N
;,.,_-e, %,_:‘_ b —n

Figura N°. 34

Coms para cada apovo intermedic podemos estableeer ‘‘una
comdieidn de continuidad’™, resultan éstas numcro suficiente paia
integrar el de las expresiones que faltan, tratadas en el punto &am-
terior.

BEste serd el procedimiento que seguiremos 3 que en sintesis
es ¢l sigmente:

Estade I — Si cortamos la viga en concordancia de cada apeyo
dermedio, formaremos un, nimero de vigas estiticamente deler-
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minadas ‘gual al de tramos de la continua. La acsién de las causas
exteriores que deformen la estruetura originarsi la. formacién de los
angnles: )

181-1 3o @aes 5 Paes 3 @qeq el

gue sabemos hallar {fiz. N* 35},
Comyo la eontmmdad de la viga en eoncordsncia de cada apo-
ya'sé ha roto, pues las tangentes que corresp()Lden a cada apoyo

!
|

sl
o
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Figura N°. 35

i ¢stin en prolongacién como exige la “‘eondicion de continuidad’’,
debembs, para volver la construceién a su estade primitivo, reski-
blecerla, lo que conseguimos en el: =

"Bstado 1T — Apliguemos en Ia forma que indica la figura
N> 35 los momentos M,, M, y M, sobre los extremos de las vigas’
de' Tongitudes 1,, 1, v 1,, formidas en el estado anterior y comn'cau-
say ‘exteriores, desde valores iniciales cero (las Teves de aumento ‘de’
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M,, M, ¥y M, son en general diferentes) hasta que las tangentes a
las elésticas de deformacion sean comunes en los apoyos interme:
dios.

" En este easo, cumphendose las condlelonos de eontmmdad

By = — 0, B = ‘—aa y Ba = - as (28)

los valores que en ese instante tengan.los momentos Ml, M, v M,
serdn los que resuelvan el problema

Por consigniente el diagrama d¢ momentos fleclores, el. de es-
iueraos cortantes, reacciones, elisticas de deformacién, etc., pueden
obtenerse como suma de los parciales que corrgspondan a cadaj uno
de los estados que separadamente eontribuyen a lu continuidad de
k& -wga.

~ Hipéiesis de simplificacién — Las férmulas dedueidw par‘
el caso general en que se tenga en cuenia ig adera variacion
de Ios momenhﬂs de inereia en la viga no permlten su ca,lculo d1
recto, sirviendo finicamente como porecedimients de venﬁeacwn
AYin esta operacién resulta eminentemente cmgorrosa, derrvé ndose
de estos hechos la necesidad de SImphﬁearIas v eh tal forma, que
sea Tactible su caleuly direeto

Esta necesidad ha ereado la simiplificacion de ias f6rninlas ad-
mitendo como va hemos visto en las vigas empotradas la igualdad
del momento de inerca en fode le viga, con lo que sutomaticamente
se transferman las formulas de verificacidn en ofras sencillas que
permiten su cileulo directo.

Debe tenerse en cuenta. que en el error de los resultados obte-
nidos al caleular una viga aeeptando la hipdtesis simplificadora de
12 coustancia de los momentos de inercia, influyen no solamente la
variacion real de estos dentro del tramo sino también la de log ad-
vaeentes; en cambio, en las vigag empotradas la influenecia se res-
tringe a la propia del tramo.

Esta consideracién ha dado nacimiento a una nueva hipéiesis
que podriamos denominar intermedia: la de que los momentos de
inereia sean constantes dentro de cada tramo Gmicamente, pere va-
riebles dentro de tramo a tramo.
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Las férmulas a que conduce la aceptaerdn de #sta hipdtesis son
senc¢illas y permiten ¢l cilculo mediante aproxymacrones que en la
practica diariag se reducen a un minimo.

' Para ferminar, deduciremos las férmulas de céleuto para el
caso general en que 1 sea vamable en forma cualgquiera y suceswa,—
wmente de éstas y de acuerdo a las hipétesis vistas, las que correspon-
dan a cada ung de ellas empleando las denominuwiones sigudentes s

I".) Caso de I variable en forma cualguiera.
I1°.) Caso en que I varia de tramio a tramo, pﬁm manienién-
dose eonstante dentro de cada uno.
IIT°.) Caso de T constante ¢n toda Ia viga.

2°. — Influencia de cargas exteriores — I° —— Momentos de
inercia totalmente variables — Separemos de la viga econtinua
dos tramos adyaeentes cualesquiera, que se supondrin cargados en
ieusl forma, y que cortaremos separandolos en conecrdaneia del apo-
vo intermedio, formando de esta manera dos vigas f‘lmplemente “po-
vadas adydcentes de longitudes: “‘L*’ y ““1,” que sometemos a log
estados de deformacién ya analizados precedentemente

Estado I — La accién de lag carias exterigres direetamente
aplicadas origina las deformaciones angulares exiremas siguientes
en eoncordancia. del apoyo intermedio:

.".B- i

w M. dx
¥ 0 30’ =Tt g ——
tramo {°. Pr i T
o A
o - (29)
O SR
. £ M. dx
tramo 2°. “= | TEx

Siendo los momentos correspondientes positivos por presentar
la clastiea su convexidad hacia abajo.

Estado II -~ i aplicamos 1os momentos M, M, v M, en la for-
ma ya idicada anteriormente hasta conseguir que la tangente geo-
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me’*t**iea, a lag elésticas en concordancia del apoyo intermedio fea, co-
man 8 ambos tramos, habremos obtenido Ta eonmclon de esitroui-
dad correspondiente a este apoyo: :

B
'rlrln —_— Mmi dX
fr 13 oo 2, RSl sl
ramo 1 P : T E 1
‘ A
(80)
C
. malll
0 e 2t [ =M dx
tramo 2% (2 1, E.1
par ser los valores M, M, y M,, ete., negativos. !
Condicién de continuidad — Hsta exige que:
+ By = - u,
¥ eomor
By B— By y "e T ey 0y

la ““condicién de eontmuidad’’ estard ecumplida cuando:

Bl — BT = -~ az - a4 = oz — a5

Reemplazande y simplificando B que se supone constante:

5 M. dx |,

Eenacidn que expresa ‘‘la eondieién de continuidad™ sobre el
apoyo B. Como para cada apoyo intermedic puede escribirgse una
semejante, su conjunto, més las tres que permite establecer la Hsta-
tica mediante sus leyes de equilibrio, forman un sistema gue resuel-
ve el problema.

1I° — I constante por tramos -— En este caso ) 1 Puede sacarse
fuera del signo integral :
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B , n B m c e T
f M. dx + lnll f M". ﬁd;K:—.—.1 EI / M™, dx——;:1 i[ M dx
J A ’ 141 A 212 _..B 2'2 B

Liag expregiones:

'11?1'1-] M™, dx
) A

representan respeetivamente los momentos estaticos de las superfi-
cies de momentos fleetores originadoes em ¢l estade 1T de deforma-
@i6n ya estudiado con respecto a las verticales A, y de A, respecti-
vamente. : '

4

’
] R——
S S

Jee——— A - :
T -~ ﬁ:\\\—
M, L,/ - M,J! . "l"-\__;i MT
4 e L] o I 5
[% LM-?;. .- l i ' _ % Ez: ?-52‘
Me: M Mels
‘2 [ ) AN e s

Figura N°. 36

La figura N° 36 permite establecer, deseomponiendo el drgra-
ma {rapecial en dos tridngulos que:

? M1, 2 M., 1 13 1

m 2+l )
ER [ Mm. Gx = L, =2M, .M. —
B 3 6 6.

2
2 3 2

y
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i M,l, 1 - M.l 2 i ¥
M Mm'.‘dX: - —11—1—‘ %lleu—%ﬂ—QMikﬁ
A 2 3 2 3 6 T8

valores que reemplazados en, la anferior dan:,

Mol ML ML 2.M,.1, WE B TR
S RN S e /Mc dx — j;\,]”c_ ax

6.1, 6L . 6I, . 6.1 Il A P
6
multiplicando por ——v -
' : 3« A
- B o
9.M, M M, ., 2-M 6 1 6
ER e B 2 b e [ Medx oy 85 [ Medx
L-L L., TI-l, I I, L', I A L, Iz B ’
recordando. la, definicién de log valores Ki y Kd:
Kd Ki- 1 ° ‘M, M,
1.1 I 1 I?_.ll 1,.L 1.1, 1,.1,
multiplicando por I;.1,: -
11 12 5 ]‘2 ]‘1 12 11
——. Kd—e Ki=2 M| == 4+M, —+M -— (32
Il ‘ a2 S Ly 1 I 1y

Coeficientes de flexibilidad — Tilamaremos eoeflclente de fle-
xibalidad & los cocientes:

o L

I 1 I
i = _——— A2 = — . — (33)
i, LJ. . 1 L

en lag que ‘1,77 v ““4,’* son valores ficticios eualesquiera.
. 1 C
S1 multiplieamos la expresién N° 82 por - teiemos:
(1]

—Kd . x,—Ki.x, =2 M .(x,}x) +-M x -+M.x
de donde invirtiendo los miembros.:

Myx, MG b x) f M~ [Kdx d Kinl | (3
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Relacidn que 11ga. los momentos M,, M, y 2 ‘v[ mcognltos con la
carga exterior (Ki'y Kd}.
~ El empleo de estas ecuaciones implica el conocimiento de Xy,
X,, cte., y ambos coeficierites de fléxibilidad exigen el 'de I,,°E,, ote), -
o sus relaciones a un tereero. ¥
- Come ellos no' son conocidos, debe atrlbuu’qeselw ya, sed “‘a
sentimiento’ o PoT eomparacién cob otrd obra’ gemejante, un valor:
determinado., _
St al ealeular las secciones, «con los momentos deducidos en ba-
se a los valores x, ¥ x,, asi determinado se llega # relaciones:

i, I,

=— ; — ; ete.

1% i,
semejantes a las adoptadas infeialinente el problems estard. resuel-
to, debiendo rehacerlo en caso contrario, bastando en la practiea
del manejo de estas :Ec’)rmulas :una o -d’os ai)roximaetone's finicamrente,

1If* — 1 constante en toda la viga — Si I, = I, = I = cong-
tante, la scuacion N* 84 se tmnsforma, en:

M, L, 2 M, (L} lyF 2. M, — —[Kd L+ Ki L] @5

ecuaddn denommada, de Clapeyron ¢ de Tos tres monentey, denomi-
nacién que, por extensmn daremos tambiéno 4 lag e,meJantes dedu-
cidas en los eaé,;)s anteriores . _

Como Ki y Kd son, conocidos, 1a relacion anterior liga los valo-
res inedgnitos M, M,, ete., con aquellos.

Diagrams de niomentos fleetores — Si M,, M, ¥ M,, son la
solaeién del problema a base del cumplumento de la condicién de
sontinuidad sobre fos apoyos, el diagrama de momenios flectores se-
rd la suma de los que correspondan a los dos sstados de deforma-
cidn estudiados, y que son .

1°) Los diagramas de momeritos flectores engendrados, en edda
tramo por la carga exterior, considerindelos aislades y sim-
plemente apoyados. Estos diagramas de mementos son posi-
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tivos para cargas verticales gue actlen do arriba haema aba,-,

jo (disefo ‘‘a’” de la figura N°, 37). :
o0y Por los diagramas trapeciales formados por A, M; v M. gue

som negativos y corresponden al estado de deformagion N° II
~ya analizado (disefios b, ¢ y d figura N* 87).

Figura N°. 37
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Fl diagrama total, suma de los dos anteriores es el indicadc
er la masma figura, de tal nia;.nera, que conoecidog los valores de M,
M,, M,, etc, sobre los apoyos, puede trazarse sin jnconveniente.

Diagrama. de Esfuerzos cortantes — Puede déterminarge en
forma é,néloga, a pesar de lo cual analizaremos por separado a con-
tinaaeion.

! E'.STADOE;—!.’
!lllll!!tl_illllll“ 4 [

Ras | ]
@)

.M.-?'_., 'T .
I_N DI1AG RI%TOTAL

e S~
\‘[H‘__-

|
—
¥
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El estado 1 de deformacidn engendra las Teactiones dé apoyé
siguientes: P
R. v By
en el primer tramo, y '
R.a v Rob

en ¢l segundo . Siendo el diagrama de esfuerzos de corte el repre-
gentado en la figura N° 38.
' El analisis de la misma figura muestra que el diagrama de es-
fuerzos cortantes originados en el estado II son dos rectdngulos de
altaras: '

M, — M, M, —M,

'Y —
1, L

correspondientes a los tramos de longitudes 1, v 1, respeetivamente.

De la suma de los diagramas deducidos para ambos esiados de
derormacidn se obtendré otro resultante 1gual oi que corresponde al
Estado I, pero con las lineas de origen desplazadas en. sentido po-
sitivo o negativo; segin el caso; de: (M, — M,) =1, o (M, — M,)
- 1,, diagrama que presenta la parte inferior de la figura N° 38.

3°) — Viga continua con exiremos empotridos — Lag £or-
mulas anteriores pueden transformarse para este casc. Suponga-
mos que fuera empotrade, v. gr.: el primer apoyo, y que log dos
tramos a que se extiende la ecuacién de tres momentos sean de lon-
gitudes 1 v 1, siendo sus respectivos momentos de inereia I y 1,.

Distinguiremos los tres casos. analizados seglin sean lag ]:upo
tesis gue se formulen con respeeto a los momentos de inereia, recor-
dando que las formulas deducidas son:

Caso I — I enteramente variable.

3 1 .]1 11
m =T
.d m .
7‘——4"*' Mo.dx_ 51, M .dxm—E—- M®. dx
I 1 L _
o 2 4 a

Ga.se O — I constante por tramo:
M.x4+2.M. (x4x) +M,.x; = —Rdx—Ki.x

e
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Caso III — I es constante en toda. la viga:
M.1+4+2 M,.(0141) +M.L=—Kd.x—Kl.x

A medida que el momento de inercia del tramo de la izquier-
da de longitud ‘1’ aumente indefinidamente su valor, podrd irse
considerando al segundo tramo cada vez mds cercano al emgotra—
infento en. su apoyo izquierdo. En el limite eumnf]o I = o« este
segundo tramo de longitud “l,”’ y momento de nercia “1,” ten-
a.Id suL apoyo a mehclonada empotrado.

SiT= las formulas arriba transcriptas se convierten en:
Caso I — I variable:

\Idx

1 | (38)

i

P

x= 0.
v T2 M, .x, M. x, = —Ki.x
de donde:
2. M, - M, =K | 37y

’Gaso IIT — 1 constante en foda Ia viga: Como la expreswn (35)
és independiente de T no puede dedumrse la for mula adecua,ch por'
eate procedimiento, pero la anterior por este mismo motive, es vi-
lida para este caso:

B, = M, — — Ki (37)

Puede hallarse esta expresién direétamente aplicando al extre-
mo izquierdo un momento M, capaz de consegnir la eondicidn de
empotramiento de diche apoyo, supuesta la viga cargada con su
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carga exterior y aplicando al extremo derecho. un memento M, en
igual forma. l o

Si en vez de estar empotrade el extremo izquierdo del primer
tramo lo estuviera el derecho -del Gltimo (el encalmo) las expresio-
Tes Semegatntes a las anteriores para este ¢aso sevian s

Gaso I—1 va.na,ble

In ~la
y ¢

M.dx '
T | 3®

o

1 2. My + M= %Ka@ (39y

T

. — Bmpleo de las formnlas tipe Clapeyron — Deduccidn
de ios momentos sobre los apoyos — Suponéh emos los tre;. casos

fque pueden presentarse ei 1a practica, a sabert

1°) Vaiga continua con sus estremos simpicmente apoyadoq
9" Tdem con sus extremos (une cualguiera o ambos) empotrados.
) Idem. con extremos en voladizo (uno cualguiera o ambos).
Dentro de séda caso, analizaremos las tres hipdtesis segtin sea
la, ley de constancla o vaﬂacmn de log momentos. de merem en la
v1ga

Figira N°. 39

Supondremos que tenga n tramos de longitudes 1, 1, dn, 1y

¥y denominaremos los momentos sobre los apoyos en la forma, mdl-
cada en la fig. N° 39 ' 0 . : : A P
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2) Viga continua con extremos libre — En aste easo:

v uentro de cada h1potes1s hecha eon. respecto al valor de los momen-
tos de inercia podemos escribir una ecuacion tmo Cla,peyren para
eada apoyo, serén ellas: : Hineod S

a) Caso I' — T variabler
para el apoyo A, :

1 1, ke 1
i) Mdx md f MR.ax B[ M.dx S MU dxl
1, 1 1 1 I, I 1,
0 -0 o 0

:c. P
Mot

que forman - sistema de (n-—1) ecugeiones don-ignal ndmero de
inedgnitas que resuelven el problema. de verificacidn..

b) Caso I — T constante por tramos — En eété'eésogtehdre?-
mos para cada tramo su respectivo coefieiente de flexibilidad. Si los
dnoimentos de idercia de los tramos sont Iy; I, I, ... dn:

1, 1, I, 1 I, Tn

X = — Ky T — Xn ==  —-
L 1 I, 1, In 1
el srupo de (n—1Y eenaciones tipo €lapeyron que resuelve el proble-
ma es:
Apoyo A

2.M, . (% +x) + My .x, = — [Kdgy. 5, + Rigy %] - (42)
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o 2.M,. (%, + %) + M. Xy = — [Kd g)-X; ++ Kigg) .x,] (43)

Avoyo Ay

‘4 Xno 4 2. Moz Eu2F Xot) T Mat Xn1=— [Kdng - Xmey + Kig1) - X-g) (44)
Apoyo Ay =

M.y Xn1+ Q.M:n 1 (Xp1 + Xn }=— [Kd(ie1) - Xae1 + Ky 3 ] (45)

@) Caso IIT — ¥ constante en toda la viga — 12 sistema de ecua-
_cim_les es:

s bR My L [Rdyy. L+ Kig. L] (46)

M, + 2. M, (L4 1) 4 Myl — [Kdgy. L+ Kig L] (47)

Apoyo Ao
S Mo . lgs +2. Mo (lpee + Lt} + Magdyy =
—_— [Kc1(n..2).ln.-2 +‘ Ki(n-l)-ln‘-ll (48)
Apoyo A, 1.

Mag.lng +2.Ma 1. (Loa -+ 1) = — [Kaw1).do-1 +EKioy1n § (49

que forman como en el ease anterior un sistema de {n—1) ecuacio-
ngs (condiciones de eontinuidad) que permiten calcular las (fi—1)
mﬂogmtas (momentos sobre log a,poyos)
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Creemos oportuno hacer notar que las férmulds que resuelven
el problema en este Gltimo caso son exaetamente las mismas que pa-
ra el caso II, permutando las longitudes de los tramos por los coe-
ficientes de flexibilidad respectivos.

b) Viga continua con extremos empotrados — En este caso,
ademég de las (n--1) ecuaciones gue expresan otras tantas *‘condi-
ciones de eontinuidad’’ debemos establecer lag dos (o una segln el

.. €asy) que correspondan a los extremos empptradus.

Caso I — T variable — La condicitn de empotramien_te def

apoyo A, es:
1 » I, c
—E", Ml.dx .. [ M.dx (50)
ol I 4] I

La contmuidad del apoyo A, es:

1, i I ) Aty
n M“.dx+3§_ M dx O Of MT.dx % M'.dx
L 1 I L1 Lo T {51

. ~ln 1c 1ri-1 / In N in
N M d ]T 2 Ill_. m . ' Eg .m.
MNust _ X_I‘_T‘.I M dX*:-‘"f%f éM\ dXFH‘___ | M dx (52
ha fo 1 La }, 1 L' o1 [P R |

¥ la correspondiente al apoyo A :

In

(53)

Conjunto de (n-F1) incbgnitas (m@mep-tos_ sobre los &L=L-5ﬁos)
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: ._que pueden determinarse meciante las (n - 1) ecuaciones de condi-
" eipn planteadas.

. Caso IT° — T constante por tramos: En este caso el eonjunte
~ de Ias (n-+ 1) ecuaciones es:
cendieién de empotramiento 'e;rlAD:. x

2. M, + M, = — Ki() (54)
_eondicién de coniinuidad en A,

M,.x, 42 M. (x, ' x) M. xe=— [Kd{) x --Kil,) . %]

condicién de continuidad eni A, _4:

In.2.Xn-1+ 2. Mag. (X011 Xp )+ My, o= —[Kae1).Xn-1 + Ki - xn] (56)
eendicién de empgtramiento en A :

Mn-—l + 2. Mn = #Kd(n) (57)

!
Caso 11T — T constante en toda Ia viga — Las expresiones del
-caxg anterior son vilidas sin mds gae permutar “I’7 por el “x*? co-

rregpondiente del mismo fmdice.

Casos de tramos descargadogs — La observacion de las Lor-
mulas de los cagos IT y III muestra que sus seguudos términcs son
de 1a forma:

Kd (r-1) » Xp-1 + Ki(r) + x;

_ Kdirgy . et -+ Kigay - I
seglin. corresponds.,
Los valores K se refieren siempre al Kd del tramo izquierdo
¥ 1os del segundo término al Ki del tramo de la derecha de los
que se deben -considerar en cada eondicidn de continuidad, razdén
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por.la cual hemos decidido -aplicar al Ki o Kd eome sub-fndice ol
numero de orden del tramo que deba considerarse.

l
. T |
AAr-—z . TA"‘
A SN A B S

Figura N°. 41

81 un {ramo cualquiera estd déscargado; v. &v.: el enésime,
en la condicién de continunidad para el apoyo (r--1) debe tenerse:

Ki (r) = 0. (2 térmuno del seg-und_o mmmbro)

v en la condicion de eontinnidad para el apoyo * debe tem,rse R
forma _se@g@ye. :

Kd {ry = . r('l'er.‘ términoe del 'semundo 'm:;'e.nto)’

repmeﬁdﬂse el ruonamlento para cualquler niimerc de tr&mos des—
cargades. Lios valores Ki y Kd pueden tomarse de la tabla 1* con-
signada en la pigma N° 456, nimeros 3 ¥ 4 de 1936,

El diagrama de momentos para el tramo desecargado se redu-
ce al trapecial, por euants no existe en &l el estado I de deforma-
cidn originado por la earga exterior (fig. N° 42). 8i dos tramos
‘gonsecutivos estdn descargados, ¢} momento sobre el apoyo inter-
medin {la que puede demostrarse mediante el ansligis de las {6r-
mulas anteriores), tiene signo contrarie al de los extremos.
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. .. Bn este caso los diagramas de momentos son' {rapecioy: cruza-
dos (fig. N°. 43).

s

Figura Ne. 43

Cargas permanentes y accidentales — TLas primeras, no des-
plazables, dan lugar a un solo diagrama de momentes que ya sabe-
mos determinar mediante el uso de las férmulas anteriores, pero
las cargas accidentales desplazables segfin sea la eombinacién de
los tramos cargados y descargados en forma €6tal o parcal, dan
Iigar a un <dagrama diferente. Siempre habré para cada seecién
tma combinacién de cargas accidentales desplazables que orrzmen
en ella un momento positive que sea un maxime y otre negativo de
1gual indole. Se puede, de esta manera, trazor un diagrama envol-
venie de todos log momentos maximos positives y negativos que co-
respondan . a cada seceidn, origmados como ya hemos indieado por
las cargas desplazables. Estos, samados por separado con el corres:
pendiente a la carga permanente, da eomo resultade fingl dos diagra-
mas de momentos méximos positivos y negativos yue puedon desa-
rrollarse en cada seccidn con cualguier combinaem de cargas
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-Dificultad del eileulo de tablas numéricas — Las expresiones
anteriores son ampliamente generales, pues suponen que todos los
tramos estdn cargados en forma cualquiera La dificultad para el
caiculo de tablas estriba en la cantidad infinita de combinaciones
gue pueden hacerse, variando las longiﬁ-udes de los diferentes fra-
mes entre si, sus respectivos momentos de inercia, las condicioneg
de sus apoyos extremos, la naturaleza de las cargas, cantidad de
tramos cargados y descargados, que Implica une farea imposible
de abordar con generalidad

5°.) La viga bi-empotrada como cago particular de la continua.
Supongamos una viga continua de tres tramos de longitudes 1, 1y
I, v momentos de inercia I,, I e I,. El sistema de ecunaciones tipo

Clapeyron que resuelve el pr'oblema s

e [l " w {1 ¢ [V
nt [Caax e e 2 e
[ S S ¥ I~ 1, 1T 1) 71
e 11, m {1V m o [ Eom o {lioe
L) Wk ot f Mlax_ 5 [ Mlax  FfOMC
1/ F | D S| 1 I, I
a . o 5 e :

51 1 es constanie por tramos:

Moo % 4+ 2. M, (5 %) + M, %, o [Kd.x, i x,]
M,.x, -2 M, (x4x) M x, = — [Kd x,--Ki.x]

Suponiendo que las rigideces de los trames extremos b v 1,
aipmenten progresivamente hasta adquirir valores infinites: I, =

I, = o los sistemas anteriores se tramnsforman en

Caso de I variable:
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(58)

Si T fuera variable por tramos, eligtendo I ¥ 1 en vez de log
cualesquiera I, y 1,:

=0 =1 %= 0
¥ _

2.M, x4+ M.x=—Ki.x

M, . x+2.M x=—Kd x

que simplificados se transforman en:

(59)
M, +2M, = Kd

expresiones gue concuerdan eon las deducidas al tratar la viga bi-
eni_pqtradai,, pudiendo e;itonees considerarse a ésta cOMO BN, IS0 par-
tieular de la continua Para comparar las expresicaes (58) con las
deduerdas al tratar las vigas biempotradas debe observarse que el
primer términe de la primera expresion (68} y el segunde de la
segunda abarcan a los dos tltimos de las dos expresicmes {10).
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CAPITULO V

Viga continua sin acartelamientos
Cago 1 == congtante

1°.) Descenso de apoyo.
2°.) Cambios no uniformes de temperatura,

1°.) — Deseensos de apoyos — Supongamog 'que un apoyo inter-
medio, v. gr.:el A, ; sufra un deseenso ds “*a’’ cm.

Para calcular ¢l diagrama de momentos ﬂe\,mr.aes o mejor di-
chic de los momentos sobre los apoyos que hemos elegido como in-
cégnitas, procedamos como siempre aislando dos tramos adyaeentes
que deben eomprender al apoyo que sufre el deseénso, formando
de tal manera dos vigas simplemente apoyadas estatieamente deter-
minadas de luces |, 5 ¥ 1]r y momentos de 1nercia I, 4y I, res-
pectivamente

Bl descenso del apoyo A, 4 en estas condicines origina fig.
N* 44, disefio “‘2’’) los 4ngulos o, y B, eft concordaneia del mismo.

Para vestablecer la continuidad debemos splicar los momen-
tos “M, 4 77 eh lo forma indicada en el disefioc ““b’’, teniendo
en cuenta gue la propagacién de los momentos hacia las partes de
la viga no dibujadas exige la existeneia en A, » y en A_de los
momentos My M.

' De la misma figura (disefio “¢”) so deduce el sentido que de-
benr tener engendrado en Ax__l na def()Imaemn angular contra-
Tia a la debida a M, . . '

Lia condicidn de eontinuidad estard cumplida euando M;
M,—. ¥ M, tengan simultaneamente yvalores tales que las tzmgentes
a las elastlcas de deformacién totales de ambos tramos (1 1 Ir)
sobre A, estén en prolongacién o en otros términos, sean. comun,

De lo expuesto, se deduce que los dngulos «, ¥ B8, Originados
por M, ; deben ser mayores que los necesarios para conseguir la
menecionada condicion de continutdad en A, .
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Del disefio ‘“C’" se deduce, siguniendo suesstvamente el sentido
de las flechas gue 1ndiea.n el desarroilo de las deformaeiones an-
'_gfujares:

Mg = — & + @ — g

Ty =— B+ B:— B

y, como la condicién de continuidad exige que: %y 4= -

;I. — {r-e : » ‘_ﬁr
3 . — Ar—« _ -
' ANG. FORMADOS q%u-%s_.ggﬂs” ~ A F

i > l a

Figura N° 44

|
] /I;}

“[D1AE MOpM FLﬁCT-‘ TOTAL., — L
v

i | + | Mt..
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resulia:

ey +@2‘*33=}81+J83'—]82
44

Gy — O3 +ﬁ2—.33':""1+181

(60)

Caleulamos a continuacién y sucesivamente estcs valores, para
lo cugl tendremos en cuenta que los momentos engendrados por
M,y 80n positivos y negativos los debidos a M y M

i gt
1"} @, ¥ 8, originados por el descenso de “‘a’ em del apoyo A _
Del disefio “‘a” se deduce facilmente:

j-
&
Tr—1
a
By — —

le
de. donde el segundo miembro de la (607 es:

a&

a (lf.+ 1:;1)
—— = g, —_— ]
1+ b1 ' 11' Apa

2') oy y B, engendrados per ¢l momento M__

0t
2., Mr—1 liet

Gy == .
6.8 . Ira
2 Mr—1 | Ir
’ 6.5, I
3’) ay y B, originades por ——M _, y —M_ respectivamente:
Me——e2  Ir—i
a4y == —
6 KB Tr
M= | I
By = —
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 Condieidn de continuidad — La expresidon (G0) se transfor-
ma en s
9. Mr—1.Ir—1 2 My, lr Mre—2, br—1 M; e, Tr 1)
E.6.1Ir— 6.E . I 6. 5. Ir—2 6.E.1Ix | P
de dondes

I— / —— ¥ Ir lr—
M: s Lt e 2 Mpp [ b 2 M [ ) M (L =6.E.4. _i;)
- I r—{ Irfl . ‘Ir ‘\Ir . 11_' —_ 1_:.-—1
Si introducinos el concepto del coeficiente de flexibibidad, mul-
tipheando por la relacién I,/l, queda:
lr -+ lr—l

Mr—z - ¥r—1 +2.Mr 3 . (Zr—1 J[“X!.) - Mr PR 6.7 a (1 - 1 - ) (61)
r r—1

v st €l momento de inereia fuera constante en toda la viga:

I+ leo
M2 vt 42 M1 (It L 1t) L Mr. Ir=6 E.a (1' *1 1)(62,
’ r r—1

Diagrama de momentos flectores — Tia figura Nv 44 es bien
explicita. TLios momentos M,
“vigas’’ de luees 1, y [, dan origen a diagramas friangulares
dibujados en el disefio “‘d’" gue son positivos a causa de presentar
la eldstica de deformacién su parte convexa haef abajo. Los mo-
mentos M ¥ M1 actuando en los extremos izquierdo y dereecho

de los tramos 1

actuande en log extremos de las

rm1 ¥ 1, cuminy seureaSerp ueipuedup ejuowesneedsal
gulares pero negativos por causa contraria a la anterior (disefiv d).
El diagrama total seri la suma de todos ellcs, que se ha di-
bujado en el disefio ‘1, pudiéndose observar ue sobre el apoyo
gue sufre el descense ¢l momento fleetor es posttive y negative en
los adyacentes.
Reacciones — Del andlisis de la figura N° 44 se inflere que:

Mr—2 Mr— M=»
Br—1 — —I—

—
Ir— Ir——-sl—l-lr 1z
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20) Influencia de cambios de temperatura no uniformes -
Como un apeyo es una articulacién fja y las demas méviles, eual-
quier cambio uniforme de temperatura se traduce en un a,la,rgdm,len—
to de la viga sin engendrar tensiones ni momentos flectores.

3i el cambio es ‘‘no uniforme’’, es deeir; si-Ia parte superior
experimenta un cambio de temperatura diferente del imferior, se
engendra una aceién doble: un alargamiento debido & la menor y
* una flexion engendrada por la difereneis de alargamientos relatl--
vos de las fibrag, todo de acuerdo a lo visto en ol caso de las v1gas‘
em‘*}otradas

Supongamos separados del resto de la viga continua los tra-

mos de longitudes ‘1 77y 1 " v momentos de inercia Y1 7
I— r r——1

1

y “17, figura N°. 45

Figura N° 45
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Cortemos en concordancia del apoyo intermedis, ambos tramog,
formando de esta manera dos vigas simples.

Para. mayor generalidad aceptaremos gue: los cantos mfenores
sufran un cambio de temperatura, de:

€04 3% ceyq oy
1::('—1 ¥ tlr
v log superiores de:.

LLFR 3 [ZET LS
'tr-—l y tr

respectivamente, siendo siempre:
.
;'ﬁ—l P t‘r'—l
v
> %

El alargamiento de los tramos a causa de los cambios unifor.
meg de temperatura son.:

alar. = 1, e At

1 1
alar, = lr; o Atr
siendos , '
f;—_]l — = AN L

y
th_tf= At

Estos alargamientos no originan, como ya hemos indicado, nin-
guna tensién, quedando entonces por analizar la influencia de la
reparticién triangular de los cambios de temperatuva, pues se su-
pore .que Ia variacién de t, a t_ sea lineal a través de las secciones
de la viga. (fig. N° 46).

t
R
- |
\ I
Fasura N° 4 wal X
15014 6 \ g
N\
\
RN, & S
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Los aumentos de longitud de los eantos inferrares e ambos tra-
Mes SOL:
tramo 1, = 1_1‘_4 ca At

tramog 1 =1 .qa. A tlr

‘siendo nulos los alargamientos {por esta causa tnreamente) de los
cantog superiores, los dngulos o = 8, ¥V a = B iguales
por simetria pearcial, valdra:

1 a_la,rg’ Ii—i .o A tr—
ar—1 = fBra = —, —— =
2 hr——wl 2 ‘hr-—l.
1 alarg Ir . a. Atr
ar = Br —_ —, =
2 hir 2 hret

Como se ha roto la continuidad de Ia vigs sobre el apoyo
““A__ " debemos restablecerla, para lo cual vemos que es necesa-
Tia .la'a,pli-eamén {fig. N°, 45) de los momentos M, M __ v M
en la forma que lo indica la figura ya mencionada, los que origi-
nar las sigmentes deformaciones angulares en concordancia del su-
sedicho apoyo:

1°. —tramo de longitud 1,

1
o Mr—2 , Ir—1
Momenty ¥Mros P A —
6. H  Is-a
; 2. Mr—a  lr—1
Momento Mr-—a @y T e _ e
6 E Ir—1
2. —tramo de longitnd 1_:
_ ‘ 2 Mr—1 . 1r
Momento Mr-—1 ' oy ——
6.1 . Ir
- - Mr . Ir
Momento M: @y = —

6.5 Ir
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T deformaeién angular extrema total de la derecha serd:
r
Q@ _ 4 "m0y, a

y la de la izguierda del tramo de longitud ‘1 " es:

o, — oy — @,

La eondicién de eontimmdad exige:

.

ey — 0 — = — (¢ — o’y — &)

de la que: .
@ik ot =, +a
v reemplazando los valores va deduecidos queda:

Mor—2 . lr—1 2. Mx—1 . lr—1 2 Mr—1. Ir M:  Ie

_|_
6.8 I_ 6.8.1 6.1.I 6.E.I,

1 1

o dtr—1 At alr A tr }
2, hr.—l 2 h_l‘

mtroduciendo el concepto de coeficiente de flexibilidad, mwtiph-
cando por la relacién I,/1, v luego por 6.1

Ip

Mr_ x + 2. Me—1. (Xr + Xr,—l,) A Mri X 1= — 3.E. Q.T“
’ 0
.lr'rml ]r
/X tr—1 ‘I" . /_\ by
s he | (63)

que para el caso de igualdad de los momentos de inercia en todos
los tramos se transforma en:

Mr—z.lr—l_"l"‘Q-Mr-—l-(lr—l%“].r)"{_Mr.lr:—f_s.E.’a.%o‘.:

Q

(64)

r—1

l Pr—l A tr——-l —I—% f.& ‘t,-.
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Momentos fleectores, su disgrama — El examen de la fig, N° 45
indica gue todos los momentos son negativos, consistiendo ¢l diagrama
en 1na serie de rectas que no aleanza a cortar la linea de clerre,

Esfuerzo de corte y rescciones — Estudiando las Teactiones
pareiales engendradas €u cada tramo y en forma alslada per cada
una de las causas momentos, se tiehe, adoptande como signe posi-
tivo la direccidn de abajo hacia arriba: '

6L 2
tramo 1,

Mz—2 — mIl‘-—-l

apoyo ‘Mo’ -
’ Ir—1

Mr—1 — A zr—=

apoyo “‘Mr—17’

e
tramo 1 "
Mr—1 — Mr
apoyo “Mz—17’
J B
. Mr — Mir—1
apovoe ‘Mc —T~—w— —

Siendo por consecuencia la reaceidn del apoyo M :
o r—1

Mr— — M:r— Mr—-l — Mr
_ €I

Ir— Ie

Uso de las formulas deducidas — Bstas formulas se usan en
folma a,naloga a sus seme_]antes dedueldas para euando aetudn car-
gasz ‘exteriores. :

Si algim tramo no sufre cambros de temperatira se anula el tér-

't.
mino Ir 3 correspondiente a él, ademds, en caso de calentarse mds
.6l canto superior que el inferior, se usan las mismas férmulas pero
previo cambio de signo a los momentos flectores, que, por-consi-
guiente, serdn positivos, '

(Continuara)





