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.PROPIEDADES DEL HORMIGON ARMADO Y DEFORMA-
CIONES ANGULARES ‘

CAPITULO I

Generalidades. Restricciones al uso general de las
férmulas de céleulo de vigas hiperestaticas. Mo-
dulo de elasticidad. Momentos de inercia. Pres-
cripciones neglamentarias. Determinacién prée-
tiea de I. Tablas y graficos. Ejemplos.

Sin formular, en general, otras hipétesis que las admitidas
cn Eesistencia de Materiales, se deducen las expresiones de eileu-
lo o de verificacién de las estructuras estdticamente indetermi-
nadas.

Cuando éstas tienen momento de inercia constante, (més exae-
tamente cuando ¥. I es constante), las férmulas permiten obte-
ner en cada caso el valor de los momentos extremos incégnitos en
funcién de los datos del problema, es decir, permiten su eilculo
direeto. : '

. No pasa lo mismo euando el producto E. I. tiene valores di-
ferentes de seceién a 'seceién, pues en este caso las férmulas per-
miten solamente la verificacién de los problemas respectivos.
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En el primer caso pueden obtenerse los momentos mcoomtos
mdependlentemente de las secciones transversales -de la estruectu-
ra; en cambio, en el segundo, este conocimiento es impreseindible,
por cuanto el valor de E.I. no puede ser eljmjnado de las fo6r-
mulas.

Se admite tamblen la invariabilidad de E., con lo que la cons-
tancia o variabilidad del producto E. I. queda, en realidad, redu-
cido tinicamente al de I, cosa que no puede aceptarse, como lue-
g0 veremos, sin reservas.

Si la construceién, es de material homogéneo, v. gr.: hierro,
es posible la determinacién exacta de I, ya que E no varfa, man-
teniéndose constante cualesquiera sean las tensiones a que se en-
cuentre, en general, sometida la estructura.

- El empleo, en este caso, de las férmulas de céleulo es senci-
1lo, pues puede correctamente simplificarse E., vy calcularse exac-
tamente I. »

No pasa lo mismo cuando el material de que estd formada la
estructura-es el hormigén armado, pues la variabilidad de E y los
diferenfes periodos del estado eldstico a que se encuentra someti-
da una seceién. cualquiera cuando varia de intensidad la solicita-
cién exterior, no permiten caleular con exactitud a aquel y de-
terminar en igual forma a I.

Para resolver entonees un problema, se deben formular nue-
vas hipétesis, las que estdn ya, por otra parte, fijadas en los re-
glamentos de caleulo y construcciones de hormigdn.

Antes de pasar ‘adelante y transeribir lo pertinente, es nece-
sario conocer, aungue sea someramente los factores que motivan
esas reglamentaciones, pudiendo, recién asi, interpretdrselas de-
bidamente, lo_que se hace a continuacién.

Moédulo de elasticidad. — El médulo de elasticidad del hor-
migén, ya sea por compresién, traccion, ete., varia segln su pro-
pia naturaleza, (‘‘materiales empleados’’), dosificacidn, relacién
agua-cemento, elc.), su edad y tensiones a que se encuentre some-
tido. c '

_Con la riqueza del dosage, aumenta su valor en forma pon-
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devable dentro de porcentajes elevados (ensayos de Bach y de'la
Deutscher Ausschus fiir Eisenbeton) y disminuye al atumentar las
tensiones. Kl moédulo por compresién correspondiente a tensiones-
bajas puede aleanzar 400.000 kgs./em?, reduciéndose a 130.000
kgs./em? para tensiones préximas a la ruptura, debiéndose tomar
tunte estos nfmeros como los que se consignan a contmuacmn
como valores medios. ’

El médulo por traceién disminuye ignalmente con el aumen-
te de las tensiones, aproximadamente dentro de los limites siguien-
tes: de 0 a 10 kgs./em® es sensiblemente igual al de compresion,
bajando répidamente a 100.000 kgs./em®. para tensiones proxi-
mas a la de ruptura. .

La inclusién de una armadura, para ensayos de flexién, de
una pieza de hormigdn armado, modifica estos valores, compliean-
dose el problema por la influencia de las deformaciones tangen-
ciales que no permiten obtener valores de interpretacién sencilla.
Un ensayo efectuado por Saliger (Berlin 1913) arrojé el si-
guiente resultado:

Tension 0 Kgs./em® — E==227.000 Kgs./cm>
w256 Kes./em®  E=207.000 Kgs./em?
» 30 Kgs./em®.  F=150.000 Kgs./cm>.
' 65 Kgs./em?. E,-——-140 000 Kgs /em®. .
. 192 Kes./em® =125.000 Kegs. Sfent” (ruptura).

Para un caleulo de deformacién por flexién, no queda, te-
-niendo en cuenta la diversidad de factores que hacen variar el
valor de E, otro recurso que adoptar, de acuerdo a ensayos (v
gr.: el ya mencionado). un valor que se concepiie como mas
adecuado debiendlo tenerse presente también la tensmn posi-
ble 2 que se encuentre sometido el material.

B

Momntos de inercia. — Debemos recordar que para tensic-
nes hajas, los médulos de elasticidad por traceién y compresién
son practicamentee iguales, deduciéndose, por consigniente, que
en el fenémeno de flexién a qué la pieza se encuentra sometida,
1o seceién de hormigén tendida contribiiye # Tédecionar para el
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equilibrio eldstico, en iguales condiciones que la zona compri-
mida. Por lo tanto, el eje neutro estari debajo de la parte me-
dia de la viga si la seccién de armadura extendida es mayor
que la de compresién, en el -centro, si-son iguales o carece de am-
bes, v en caso contrario, encima. El valor del coeficiente “‘m?’
més apropiado, de acuerdo a numerosos ensayos, es de 7 a 10.
A este estado de tensién se le denomina, en general, estado I.

Al aumentar las cargas exteriores (u otra causa exterior cual-
quiéra) e incrementarse consiguientemeﬁte las tensiones desarro-
liadas en la seceién, debido a la mayor rapidez eon que disminu-
e €l valor del médulo de elasticidad por traceién, con respecto
al de ecompresi6n, la parte extendida disminuye su capacidad de
acclon molecular, implicando un 1evantam1ento de la fibra neu-
tra hacia-el canto de- compresion. .

Qe debe tener en cuenta, naturalmente, al deducu' las formu-
1as que reﬂe;]an este fenomeno la relacion:

E (hormigén comprimido)

E (hormigdén extendido)

cntre los médulos de elasticidad por compresién y traeei6n, adop-
+ando valores crecientes seﬂun sea el aumento de las tensiones en
la seceidn. Generalmente se adopta n = 3.. A este perfodo se le
denomina I". ¥ se extiende hasta la formacién de la primera grie-
ta en la seccién que se considera.

Formada ésta, quedan automéiticamente eliminadas las ten-
siones de traccidn del hormigén como contribuyentes al equili-
.. brio-.elastico, -acercadndose nuevamente al canto de compresmn A
este estado se ié denomina II°, y en general, en la construcecién,
no se llega a él, sino que se le prevee en el edleulo.
. Los 'periodos posteriores hasta la ruptura no tienen interés
para nuestro objeto.
. Para la interpretacién correcta de las disposiciones reglamen—

tarias que se eitan posteriormente debe tenerse en euenta que
una see¢ién cualquiera; si bien-estd caleulada’ previendo- como ya



ANO 23. N°3-4. MAYO-JUNIO 1936

— 445 —

se indieé el estado II°, se encuentra, en realidad dentro de los
extados I y I especialmente.

Prescripciones reglamentarias. — Por las tensiones bajas a
que se encuentran en general sometidas las diversas secciones de
una estructura de hormigén armado, las normas de la Comisién
Alemana de Hornﬁgén Armado del afio 1932 (parte A — § 17)
establecen lo siguiente:

““Para el céiculo de las magnitudes estdticamente indeter-
minadas y la determinacién de las deformaciones eldsticas, en
todas las estructuras debe operarse con un médulo de elastici-
‘“dad del hormigén igual para la traccién y compresmn a:
“F= 210.000 kgs./em2.’’.

Como las secciones de hormigc’m armado se encuentran real-
mente dentro de los estados I y I2,, presenbe el mismo refrlamento
“(Parte A — § 17 y 25): i

“El momento de inercia en este caso es el que corresponde

*a toda la seccién de hormigdn, con o sin inclusién de la see-

‘ ¢ién correspondiente de hierro, adoptando m == 10",

““Como ancho activo de la placa de compresién de las vigas-
“* placa se adopta:

[

(%1

‘‘a) . —vigas simétricas (fig. 1%.):

b=6d+-2.b, b,

““b).-—vigas asimétricas (fig. 22.):
b=2.25d +b_-+h,
¢ debiendo b no ser mayor que la dlstancla entre los ejes de los

“ tramos en el caso a) y que la semi- -luz libre entre nervaduras
““+h, en el caso b)’’ .

figura' 1 figura 2

1
!
|
|
1
I
i
i
I
i

fh%h-ﬂ-ns
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Generalmente por lo bajo de las tensiones del metal (400
kgs./em?, en el estado I corresponde a 1.000 kgs./em® previstos
en el estado II), ¥ su relativa poca influencia, se presecinde de te-
‘nerlo en cuenta en los ecileulos, considerdndose la seecién eomo
hoinogénea con ¥ = 210.000 kgs./cm> '

La fijacion de E adoptando un valor constante, y las
veglas transcriptas para el cdlculo de I no permiten resolver
un problema coun exactitud sino aproximar su soluciéon lo més
posible a la realidad. Por otra parte, la obtencién de un resulta-
do exacto es imposible a causa del desconocimiento del valor, su
réeimen de variacién y la determinacién estricta de I.

Por ello, cuando se obtenga mediante el empleo de las fé1-
muias de edleulo un resultado cualquiera, no puede verse en él
sino un wvalor que resuelve un problema dentro del mareo de
aproximaéién de estas hipétesis a la realidad, concepto éste que
'no se tiene presente generalmente cuando se calculan estructuras
hiperestiticas de hormigén armado, adbptando como articulo de
£é las f6rmulas simplificadas, llevando cédlculos de tensiones y di-
mensiones hasta cifras decimales, prescindiendo de estos concep-
tos bésicos vy fundamentales.

Determinacidn practica de I. ~— Trataremos primeramente
la seccién cuadrada con esquinas chanfleadas:
£l momento de inercia es (fig. 3%):

donde:

¢l valor de KK “se dé en la tabla Ne. 1.
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TABLA N°. 1

Seccién cliadra,da, con esquinas chanfleadas — Caleulo de I

I
2 K 2 I K 2 K
b. b ) b
0.00 | 0.08333 | 0.11 | 0.07812 | 0.21 | 0.06681
1 8328 12 7722 22 6545
2 8314 13 7625 23 6406
3 8290 14 7623 24 6264
4 8258 15 7416 25 6120
5 8216 16 7305 26 5973
6 8167 17 7188 27 5823
T 8110 18 7067 28 5672
8 8046 19 6942 29 5519
9 7975 20 6813 30 5363
0.10 7897 — S [ — _—
5
i
I
Figura 3
Seccion T. — En forma andloga puede establecerse que:
b.h®

Jx == Il

12
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dando el gridfico N°. 1 el valor de w en funcién de:

Y1 — = y Y2 = —
b h

v siendo: b, el ancho de la nervadura, b el de la placa, d el

espesor de la lesa y h la altura total de la viga.

Ejemplos: Caleular los momentos de inercia de las secciones
dibujadas en uas figuras 4, 5 y 6.

a) Seccién octogonal. — Se tiene:
0.09

y = == 0.28
0.32

e 2k arg e 20 ey

Fig. 4 Fig. 5 Fig. 6
entonces: I == 0,06672 X 32* = 59.475 em*.
b) Seccién rectangular. —
ab® 24
I= == — . 50%. = 250.000 em*
12 12
¢) Seceidn viga-placa:
b, 20 10
vy = — = — = 0,25 Vo= = — = 0,20
b 80 h
Tuego el grafico N°. 1 d4:
w o= 0,435
y:
0 X b0?

J =043 ——— = 362.500 cm*
12 '
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CAPITULO Il

" Rotaciones y deformaciones angulares

1°.) Primer teorema de Mohr, — Enunciado y de-
duccmn Caso’ crenelal en que el momento de
inercia es cualqmera

90.) ‘Céleulo de deformaciones ang'ulares extre- .
mas en vigas simplemente apoyadas. — Ca-
sos particulares de solicitaciones exteriores.
Caleulo de deformaeciones angulares con la
ay‘ud’a de los valores- Ki y Kd. Tabla de és-
tos. Ejemplos.

“a) Caso de vigas con momento de inercia cons-

. tante. )

"a) - Caso de vigas con momento de inercia varia-
ble.

3¢.) Céleulo de deformaciones angulares en vigas
simpiemente apoyadas con acartelamientos.
— QGréificos de valores para cargas unifor-
memente repartida, concentradas y momentos
exterlores que actian en sus extremos. Ejer-
cicios y problemas. Egemplos de apheacmn
de los gréficos.

1°.) Primer teorema de Mohr — Enunclado ¥y deducemn —

:..De la ecuacién diferencial de la- lmea elastlca

dz y M
B e (1)
. d x? E.I
f:v:‘gé deduce: = . v o
dy\ M.dx
4 (.__»._>= do = 0®
dx EI -

- de la que, ¢como E es constante y o muy pequefia:
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a1 M
o = 18v == — e —.dx 2
' EI E| I

Xo Xo

: A M
Se denomina momento reducido al cociente — 6 al

E.T
cuando E es también variable.

En lo que sigue supondremos E = constante, de donde surge
la siguiente definicién: ‘“momento reducido es el cociente del
valor del momento flector correspondiente a una abeisa determina-
da, por el respectivo del momento de inercia de dicha seceién’.

Puede entonces trazarse un diagrama de momentos reducidos

M
que serd evidentemente el lugar geométrico de los cocientes —I—

corerspondientes a cada . seceidn.

En la figura N¢° 7, se ha separado de una estructura cual-
quiera, la porcién comprendida entre las. absecisas x, ¥ x,, indi-
cindose en el diagrama a) la earga exterior, en el h) los momen-
tos flectores, v en el ¢) los momentos reducidos.

o

En este fltimo disefio, puede observarse que el producto
M

—— . dx mide el valor del 4rea del diagrama de momentos re-
ducidos, comprendido entre las verticales de dos abseisas infini-
tamente vecinas. ‘

Por lo tanto la expresion (2) indiea gue- el 4ngulo o compren-
dido entre las dos tangentes a la eldstica en los puntos de absei-
58S X, ¥ X,, estd medido por el 4rea total del diagrama de momen-
tos reducidos limitado por las verticales de dichas abscisas.

Ademis como la expresién (1) es una relacién funicular, de-
ben cortarse ambas tangentes sobré la vertical del eentro de gra-
vedad del diagrama de momentos reducidos.

Estas sancillas consideraciones permiten enunciar el primer
teorema de Mohr, que puede redactarse asi: ‘‘la deformacién an-
guiar o, originada en un fenémeno de flexién cualquiera, entre
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s abseisas X, y x; estd medida por el drea del diagrama de mo-
mentos flectores reducidos eomprendido entve "éstas’.

Este teorema y el hecho ya analizado de que ambas tangen-
tes deban cortarse sobre la vertical del centro de gravedad del
.diagrania de momentos reducidos, permiten cal¢ular -las defor-
maeiones angulares oy B, lo que es faetible a4 eausa de Su peque-
flez.

Llamemos (fig. N°. 8) E y 1 las distancias del centro de gra-
vedad a las vertieales de x, ¥ x,; de la figura indicada, se tiene:

@M = A.B = a (x;, — Xg)
. 0.t = C.D = (x, — x)
de donde:
o — ®.M
(x; — %)
.t
o=
(x, — %)
o:
X
w1
¢ (x, — %) E I dx
J X
Xy
£ 1 M
— . - d
6, (xy, — %o} E T
Xo
y si I es constante:
.91
oM 1 :
BT e e 4 e Md"
“ =& —x EI :
. Xo
X
S S Mdx
(x;, — %) E.I
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valiendo todo o dicho anteriormente sin més que cambiar la ex-
presién ‘‘superficie. de momentos reducidos’’ por ‘‘superficie de
momentos_flectores’’ simplemente.

..+-2.) Caleulo de deformaciones angulares extremas:en vigas
simplemente apoyadas.. — Como no hemos hecho ninguna restrie-
ciéh fespeeto a los limites, para el caso de una viga simplemente
apoyada tendriamos:

A}'co =0 y x, =1
a) si: -
I == constante
sup. momentos
@ T e
E.I
de donde:
®w.Mm . sup. momentos M
a = = L
1 ' E1I 1
(3)
0.5 sup. momentos €
B = = -
1 . BI 1

Expresiones que permiten caleular, conocida la carga, el ma-
terial v el momento de inercia de la viga, las deformaciones an-
gulares extremas « y 8.

b) Si el momento de inercia no es constante, las expresiones
adecuadas serfan: .

- 1 /'IM
@ = e | e —ax
1 E I
(3 bis)
- 1
& 1 M
B = —dx
IR I
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Diasp. moMenyos,

. ! - Deformaciones angulares extremas en
| funeién de los valores Ki y Kd. — Si las
Bmsm”lmms expresiones (3) las multiplicamos y - dividi-
J UL‘E— ‘ . 6 .
mos por — :

sup. momentos 1 1* 6 6 1°
= — == | (sup. momentos).n . —| .——

- E.I 1 6 12 2

6EI

A 6 1
B= [ (Sup. momentos) . &- _} .
12 6ET

Los valores encerrados entre corchetes son respectivamente
los momentos estdticos de la superficie de momentos flectores cor’
respecto a las verticales de los apoyos derecho e izquierdo respec-

tivamente multiplicadas por —. Si para abreviar los denomina-
: - 5

mos Ka y K;, tendremos:

o=+ p

a=Kd .

{4

Estos valores Kd y Ki, para caso de carga pueden tabularse,
eon lo que el problema de la determinacién de « y ﬁ se puede re-
slover de inmediato.

A- continuacién, en_ el enadro siguiente, se eons1gnan los va-
lores de Kd y Ki, para los casos mis frécientes de earga
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TABLA N°. 2. — VALORES DE Kd y Ki.

S sl

Caso de carga ) .. KRd - Ki

[a1]

-

Carga P & distancias a - !
y b de los extremos iz- :

quierdo y derecho res- P2, (1 £ i) P.a. L. (1 4 ]3_) A
pectivamente. 1 1 1 17
: 3 3
Carga P que actia en el —.P.1 —.P.1
centro. : 8 8
Dos Fuerzas P que ac- 9 9
. 12 — P —0.P.1
tian en — y — 1 3 3
3 3
1 2
3 Fuerzas P en —1;—1
. 4 4
3 s : 15 15
y—1 —LP.1 —.P.1
4: B

Carga uniforme parcial

" de longitud a contada a ' ' s
_partir del extremo iz- 12 .
quierdo hacia la derecha. 2 [

b=1—a : 4 .
Carga.. unif. que abarca 7 9
la mitad izquierda de la —.q.r —_.q.l®
viga. 64 64
Carga uniformemente re- ql® ql*
partida que abarea toda — —
la viga. 4 4
Carga triangular con va- 2 Ki
lores: p en el extremo de- —.p.n —.p. I
recho y 0 en el izquierdo 15 60

v ' ‘Carga trianguiar_ con va- 5 5
lores: p en el centro de fe—lp. P —iprl®
la viga y cero en am- 32 - 82,
bos extremos. ’
Cargas triangﬁlares, con , .
valores: p en ambos ex- 3 "3
tremos de la viga y ce- — . pl? — . pl*

32 32

| To en su centro.
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3¢, Ejemplos. — El céilculo de las deformaciones angulares,
base fundamental del de las construcciones hiperestiticas, mno
presenta en principio dificultades tedricas, aunque su determina-
cién aritmética es larga y engorrosa cuando el momento de iner-
cia no es constante a lo largo de cada uno de los elementos,
tramo o pié derecho, de que consta la construceion.

Los casos que méis frecuentemente se presentan en el cilcu-
lo de vigas de hormigén armado son dos:

1°). Cuando I = constante; y 2°.) cuando el tramo o pié
derecho tiene acartelamientos en sus extremos.

Este dltimo puede aun desdoblarse segiin si los acartelamien-
tos son simétricos con respecto al eje de simetria de la pieza o
si existe solamente en un solo extremo, como es frecuente se
presente en los tramos primero y Gltimo de las vigas continuas.

Aungue innecesario, pero entendiendo su utilidad desde el
punto de vista diddetico, desdoblaremos toda la exposicién, pre-
sentando en todos los c'apitulos primeramente el caso en que

= constante, tratando luego el correspondiente a la existeneia
de los aecartelamientos.

El empleo de los graficos que se incluyen permiten su eéleti-
lo con extrema sencillez; aunque para cuando I == variable &n
forma cnalgniers, debe necesariamente recurrirse al procedimien:
to general. '

a) Momentos de inercia constante. —

Problema 1° — Sea una viga de seccién rectangular, cons-
tante, de 30 X 80 cms., de hormigén armado, dé 8 nits. de lug,
sometida a una earga uniformemente repartida de 2.000 kegs./m.
Se desea conocer la rotacion total.

" La deformacién angular es: (Férm. 4):

] 1 1
- —Kd.— 1 Ki. - 9K,
=B 6.E.1 6.E.I "6.E.I
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- Para la carga uniformemente repartida (tabla 22.):

p.12
K —
4

lhe_go:

p.13

 12.B.I
reemplazando :
| 20 X 800
0 == == (.00333
30 X 80°
12 X 200.000 Y} ——
pues:
A 80°X 30

’ 12T 12
Inego:

£
w = 117 27 54
Problema 2°. — Una viga de hormigén armado de 6 mts.
de luz, de seccién constante igual a la disefiada en la figura
102, se halla sometida en su extremo derecho a la aceién de un
momento exterior M = 15.000 kgms. Se desea conocer las ro-
taciones exiremas.

100 !

ot

o

. Figﬁra 10

Lo 2 5 o]
Para ecaleular I usaremos el grafico Neo. 1.

b, 25 d 0.10 :
b 100 . ~h 0.50 -
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luego: _
o= 0,434
NE
: 100 X 50° :
I =10434 — = ~ 450.000 cms®.

.12
. Los valores de Ki y Kd son (tabla 22.):

Ceizq. = Kd
T © 6.B.I
1 . -
a der. = Ki -
G.ETI , .
como: Kie=2.Kd =2M
) | R
resulta: o der. = 2. ¢ izq. .= 2M. — ‘= 0.000333
o 6.8
¥: a der. = 2. aizgq. = 11/ 27" %

la rotaeién total vale:
a == a izq. -} o der. = 117277 L 543" " =
o 17[ 11" 17

h) Momentos de inercia variables en forma cualesquiera.:—’

Problema Ne. 3. — Se desea caleular las‘rotaciones -compren--
didas entre x = 2.00 m.; y, x = 0; x = 2.00 mts. y, x = 8,00
mts.; y la total, de la viga de hormigén armado de 10.00 mts.
de luz representada en la vﬁgura.ll“,;sbhletida a la aceién de una

carga concentrada en su punto medio. o ,
Dicha viga es de seceibn rectangular de 24 X 70 ems. en

sus dos metros extremos, y eon una losa superior de 1.20 3 0.10

en los 6.00 mts. centrales.
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P
N A
i f
: |
A ! C I
}DIAG.MOM.REDUC;DOS 3 !
; { ! . b 120
: { Tio
D 1 f f
! i T
! I N O |
I IE Fa24 .
i l | ‘ SECC. TRANSVERSALES.
1 [ :
| . f | !
A Tl ! :
2 L A2 , _
' f | ROTACIONES Y ELASTICA. B B
J1 L | l
l . .
I«
NS R
. aoqu
Figura 11

Calcularemos los momentos de inercia:
a) seeci6n reetangular:

24 % T0° ,
P — 686.000 cmd
12

b) seccion T:
— = 0,142 — = 0,20 Moo= 0,362
h b : 2 '

o
[-)
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con lo que:
120 X 70°
I = 0362 ) ———— = 1.241.660 cm*.

Los momentos flectores son:
a) en el centro de la viga:

P.1 4.000 X 1.000
o > — = 1.000.000 kgems.

M = =
4 4

b) en x = 2.00 mts.:
M = 400.000 kgems.

Los momentos reducidos:

a) en el centro de la viga:
1.000.000

e 0,805.800
1.241.660 g

C.F. =

b) en x = 2.00 mts.:
400.000

—_— = (0,322,000
1.241.000

D.B. =

400.000
BE = —uw— = 0,583.000
686.000

Céleulo de rotaciones:
a) entre x = 2.00 mts. y x = 8.00 mts.:

0,322.000 - 0,805.300 .
7= . 2.800 = 0,00169
2 % 200.000 -

£
. @ == b 48" 5°

b) entre x == 0. ¥y x == 2.00 mts.:
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0,583.000 X 200
T = = 0,000.291.5
2 3 200.000

T =1 007 2

¢) rotacion total:

4 I’II—'
T 4 2.t =T 48" %

gre

d) rotaciones extremas:. .
» ' T AR S5 v
a = B fr— L e 3’ 54;’/ 18

2

La eldstica puede ser trazada observando que las tangentes
extremas (v. gr.: la de la izquierda) se deben cortar con las co-
rrespondientes al centro de la viga, que es horizontal, en el pun-
to I, que pertenece a la vertical del centro de gravedad de la su-
perficie de momentos reducidos A.B.C.F.D.E.A.

El punto de tangencia sobre la vertical B.E. se encuentra
determinando los centros de gravedad de las superficies A.B.E.
y B.D.F.C. Las intersecciones de estas verticales con las tan-

gentes en x = 0 y x = 5 mts., permiten trazar la recta J_.ﬁ;

siendo L el punto buscado. La flecha T.J. puede caleularse asi:

T.J. = A.T. tg. 3 597 #9
y1a S.R.:

S.R.== —é— tg. 3’ 547 4° T . R tg. 3’ 547 410 = (E'— LR.)tg. 3’597 48

. Problema 4°. — Una viga de 6,00 m. de luz esti sometida a
una ca@rga uniformemente repartida de p = 2.000 kgs./m. El an-
cho de la viga es constante, pero lag alturas varian linealmente .
desde 46 ems. en concordancia- del. apoyo derecho, a 118 sobre el
izquierdo. Se desea conocer la variacién angular entre las seccio-
nes de abseisas x = 2.00 mts. y x = 4.00 mts.
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Dividiremos el tercio medio de la viga en ocho secciones que
denominaremos tal eual se indiea en la figura N°. 12. '

[ |

;

o.641
o727 —f

' !
>

0 .
w 0
° 2
-

o.gle, —
0.poc6, —|
©.996, «]
41.084, —]

1
g
¥
o

|

|

i
DIAG MOM. REDUCIDOS.

Figura 12

i
]
i
i
i
I

ELASTICA

e

El caleulo de las alturas y momentos de ine;*eia puede seguir-
se en el cuadro siguiente: )

ah?
Seccién h I =

| | 12

1 94 | 1.661.128
2 91 | 1.507.142
3 | 88 |1.362.944
4 85 | 1.228.250
5 82 | 1.102.736
6 79 986.078
7 76 | 877.952
8 73 | 778.034
9 | 70 | 686.000
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y el de los momentos flectores y momentos reducidos, a continua-

_eidn:
. . M.Kgems.
‘Seceién b 1—x x. (1—x) M kgem. M= —
. ' I.cm¢
1 2,00 | 4,00 3,00 800.000 0,481.588
2 2,25 5,75 | 8,4375 843.750 | 0,559.835
3 2,50 3,50 8,75 875.000 0,641.994
4 2,75 | 3,25 8,9375 893.750 0,727.631
H 3,00 3,00 9,00 900.000 l 0,816.148
6 3256 | 2,75 8,9375 893.750 0,906.368
g 3,60 | 2,50 8,75 875.000 0,996.337
8 3,75 2,25 8,4375 ‘ 843 .750 l 1,084.464
9 4,00 i 2,00 } 8,00 l 800.000 i 1,166.180
TOTAL 7,380.845
lego:
1
J = E .
2% . .
———m . 1,380.845—-——
= (,0009226
0 sea:

T : 3! 10" 30
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JAM = 1 kgm.
]
o i g 3 ' :
2l dg gg ., M.Ax g W.Ax
g8 | 82| BT 9 % In’
7 < %] I ! I
0 0| 0,00
965,00 0,9232 279,2680
1 48 | 0,04
094,37 79,9031 976,5960
9 96 | 0,001
877.28 88,2836 |  2.059,8764
3 144 | 0,14
320 5¢ 780,8257 |  3.799,3343
4 192 | 0,19 , :
781,58 | 1.877,8660 | 6.719,6341
5 240 | 0,24
454,93 | 187.711,8265 | 114.937,9735
8 760 | 0,76 ; _
217,31 | 23.752,9170 |  6.596,0429
7 808 | 0,30
16917 | 18.293,6802 |  3.724,8797
g 856 | 0,85
125,04 | 14.610,5126 |  2.012,3505
9 904 | 0,90 |
72,92 | 12.008,9867 944,7133
T 10 952 | 095 |
: 2482 | 10.003,0847 | 9257,0153
11 ] 1.000 | 1,00
{ ~X — 219.671,0930
== .
LM
= 0 ML X 145 3076849
s

42,3(:7
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¢).Vigas con acartelamientos. —

Problema 5 — Caleular las rotaciones total y extremas de-
recha e izquierda de una viga de hormigén armado de seceidn
rectangular, de 10 mts. de luz, sometida a un.momento exterior
M = 1 kgm. La viga es simétrica, de 36 X T0 de seccién en la
parte media( y tiene acartelamientos con las dimensiones siguien-
tes: h = 0.50 y Al = 2.40 mts.

El cdleulo puede seguirse con facilidad consultando simultd-
neamente 91 cuadro anterior y la figura 13.

!1;54 2 7 8 910 [1n.
[ 1ol ]

Figura 13.

g 4 3 e 3 S -+ At 3 P i 3 St S = P &
OR35S ——

I« 214933, >
H
t
|
|
! -
ta.
| @ I
1 " .
", i [ ]
I b
{
i
1 B .
84807 ] 4549% _{
i
[

Como aritméticamente habria que operar, por lo reducido de
M = 1 kgm., con cantidades muy pequenas, se ha procedido pro-
visoriamente a la siguiente sustitucion:
' M’ = 1.000.000 M

Las casillas 9, 10, 11 y 12 se consignan a objeto de determi-
nar la posicién del centro de gravedad de cada superficie ele-
mental, comprendida entre dos secciones adyacentes.

Las ntimeros 13 y 14 son las respectivas distancias de cada
uno de esos ecentros de gravedad a las verticales que pasan por los
exiremos izquierdo y derecho de la viga.
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Los productos de estas distancias por las superficies elementa-
les consignadas en-la easilla 8 dan, evidentemente, las rotaciones
parciales, en columnas 15 y 16, cuya suma son las rotaciones ex-
tremas izquierda y derecha:

rot. izq. == o == 2195
rot. der. = B t= 1423077
rot. total = = = 3617%¢

Debemos referir este resultado a M y a E, pues hemos ope-
rado eon M” y prescindido de E. Asi:

21 9 ,6711

o == == 0,000.000.001.098
1.000.000 < 200.000

£ == 0,000.000.000.711.5
que ‘expresados en segundos:

£

o == 0" 000.2264

z
B == 0"000.146.75

3¢.) Caleulo de deformaciones angulares extremas en vigas
gimplemente apoyadas con acartelamientos cualesquiera.— .

Hemos visto que el cdleulo de las deformaciones angulares
extremas, cuando el momento de inercia de la viga es constante,
.puede hacerse con facilidad mediante la ayuda de las férmulas
4 v de los valores econsignados en el cuadro N°. i. '

Si la viga tiene acartelamientos, pueden obtenerse andloga-
mente, aungue no en una forma tan senecilla, directamente las de-
formaciones angulares extremas, base del cdleulc de sistemas hi-
perestaticos, para cada par de relaciones:

Ah Al

._._._.y.._...__

h 1

que definen en cada caso a un determinado acartelamiento.
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Deducimos, como es légico, si las demés condiciones del pro-
blema permanecen constantes, que las deformaciones angulares ex-

Al
a 11).

Ah
tremas dependen de cada par de valores —— y ——, por lo eunal
es conveniente dar sus valores en forma de graficos (Graficos 2
Estos graficos ddn no precisamente éstos, sino los del coefi-
ciente ‘‘¢’’, que permiten calecularlos mediante una expresién que,

en general, puede deducirse de acuerdo con el siguient: razona-
miento:

Si la ecarga es, v. gr.

: continua, siempre el momento M ad-
wite como factor a pl? luego:

M = M’ .pl?
iunego las 3 bis: )

1 1
n 1 M. dx g 1 M. dx
a = — — Y B=—. —.
1 E I 1 E I
que pueden escribirse asi:
. 1 1
! M dx £ M dx
a. B = —.pl*. Yy B.E = —.pl?
1 - I 1 I
Relacionando los momentos de inercia I de la parte acartela-
da al Im del medio de la viga:
1 1 ?
- 1 . M dx 8. B 5. | M dx
B .pl2f ; e . pl2.
¢ 1. Im T 1.Inm ( f_)
0 [+ Im
Im .
multiplicando y dividiendo por 6 . 1% :
C 1 1
1 6 M’ .dx 1 . M .dx
= — . Pl — . N ; B.E= .pl2l k.
6.Im 12 < I ) 6. Im
Im |

O(I)

\ Im
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A1
. 6 M. dx |
a. Em=ae  pl2. |- = Pl ef
6.Im 1? r 6.Im
6)
1
s 1 3 [6 . M’.dx} 1 | .
B plPl e B ] T = pl® L e
6.Im 1 I 6.Im a

Los - términos entre paréntesis son semejantes. a los que he-
mos denominado Ki y Kd, aunque en el presenie caso hemos re-
ferido p, 1 y I a la unidad. Las denominaremos “*¢’’ adoptando
para ello la siguiente nomenclatura con cariecter general:

Si aet@ia una carga simétrica, « v B son siempre iguales, por
lo que ¢f — ¢ — ¢°, Luego, en estos casos, califiearemos al coefi-
ficiente ¢ oon la letra ¢ en su parte superior, inicial de carga.

En caso que fuera asimétrica, debemos también tener en cuen-
ta si se trata de la rotacién extrema de la derccha o de la iz-
yuierda, por lo que colocaremos ademis como indice las letras
d é i, iniciales de derecha e izquierda, respectivaiaente:

Cuando las deformaciones sean originadas por momentos ex-
‘teriores que actfien en los extremos, adoptaremos como calificati-
vo del coeficiente ¢ la letra m, inicial del momente, ¥ como indices
las 0 0 a, Seg(m que se refiere la deformacidn angular al extremo
opuesto a aquel en que actia M 6 al adyacente.

Hemos visto recientemente que las deformaciones angulares
extremas originadas por una carga continua en vigas con aear-
telamientos simétricos, estdn dadas por las expresiones siguiente:

1
¢ . B=o— pl2.e¢f
6Im
| (6)
1 . .
B.EB=—ou— pl2.c§
6Im

Si actuaran cargas conecentradas, procediendo anilogameate,
tendriamos :



ANO 23. N*3-4. MAYO-JUNIO 1936
— 471 —

: 1
a.B= - -Pl«'.cf

1
B.E=-—
6Im

En caso que actuara un momento M en un extremo, v. gr.:
en el derecho:

Pl.c§

a.E= M. Czn )
6Im '
(8)
1
B.E= M. en
6Im

Lios gréficos 2 a 11, dan los coeficientes ¢ para las cargas uni-
formemente repartidas, para eargas concentradas en abscisas:
X 1 2 3 4 5
PR S—
1

PO S PV S i —

b b 2 2 2
6 6 6 6 6
¥ para un momento M que actiie en sus extremos, con lo que pue-
de resolverse, en general, cualquier problema practico.

EJEMPTLOS: Problema 6 — Sea el caso resuelto en el pro-

blema N°. 1, pero agregando a la viga los aeartslamientos indi-
cados en ia fig. 14

—T 71 416 e 192
Figura 14

Se tiene:
A he=1.76 — 0.80 = 0,96

Ah 0.96
h 0.8

= 1.20
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b.h.® 80X 80°

v: Tm = — =—1.280.00G0 em.*
12 12
Al 1.92 ~
= 0,240
1 8.00

Como el gra®co N°. 4 di para “‘¢’’ el valor:
e = 0,213
resulta:

1 1
@ == — .pl . 2e=
E 6.Im
20 X 800® X e

T 6 3¢ 200.000 X 1.280.000

—0,00668.c==0.00142 -

89
o = 4’ 52" —
1a rotacién total:

7
= 2. a =9 45" -—

an

valores inferiores a los obtenidos en el primer problema debido
al anmento- de rigidez-que dan los acartelamientus.

Problema 7 — Igual al problema 2, pero la viga tiene las
chanfles indicados en la fig. 15.

. - 600,
It
o] 7: - -
£ | ] ‘:\
_L__ | I
- ler2—} 72—
Figura 15
Se tiene:
M
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- reemplazando valores:
1.500.000 3¢ 600

6 X 200.000 X 450.000 zq
0.01
¢
6 izgq

2 —

Los graficos dén (graficos 1 y 2)

e = 1,56 e == 0083
der izq .
para:
Ab 110 — 50 .
== = 1.20
h 50
y:
Al 0.72
e = (.12
1 6.00
luego:

0.01
@ iz, = —— X 0,98 = 0.00155

0.01
a der. == e X 1,56 ==0.00260

El sngulo  vale entonces:
n = (0.00155 -}- 0.0026) X 206.264 = 12 16"

31 la seccién fuera constante:

0.01 A :
X 1 = 0.001666

a izq, == —o

0.01

a der. = ——

W 2 = 0.003333
N = ai + ad = 0,005

33
luego: n== 17 11" —
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igual al deducido en el problema 2, salvo la aproximaecién aritré-
tiea. A

Observacion importante. — Aunque los grificos gue dan los
valores o . B han sido dihujados para secciones rectangulares, tam-
bién pueden ser empleados sin error sensible para secciones T:

Fl aumento de inercia, de estas secciones, es segiin vimos:

-.b.h?
ST
y ¢i denominamos:
‘M.b = b’
queda:
b’ h?
I,= T

quec indiea que la seceién T ha sido transformada en otra rectan-
gular de igual altura, igual momento de inercia, pero de ancho
diferente.

Si al calcular b’ para cada seccién, correspondiente a una
parte cartelada, se obtuvieran valores muy diferentes, es eviden-
te que no podrian hacerse extensivos los graficos 2 a 11 a las
secciones T, pero este caso no es el general.

Para un acartelamiento como el indicado én la figura 16, se
tendra:

75

Las -

Figura 16
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VALORES DE b/

] .
| Seccion Eﬂ i 1 b (ems)
b h

1 0.30 | 0.129 0.458_ 2440
2 0.30 | 0.143 | 0.466 | 34.90
3 0.30 | 0.160 | 0.474 | 85.50
4 0.30 | 0.185 | 0.483 | 56.20
5 0.30 | 0.21 | 0.490 | 36.70
6 0.0 | 0.25 | 0.496 | 37.00

Puede observarse que sin variar el acartelamiento, y mante-
niendo. sus respectivos momentos de inereia, se han transforma-
do las secciones transversales T en otras rectangulares cuyos an-
chos varian entre 34,40 y 37 cms. ,

.Como en este caso el momento de inercia es proporcional al
" ancho, de admitirlo a éste constante e igual a su promedio, se co-
mcieria un error de 3,5 %, de poea monta.

El anélisis objetivo del grafico 1 indica que este error es me-
nor cuanto menor es la relaecién:

by

b
y cuanto mayor es:

d

h

d b
En la zona comprendida entre T (de 0.15 a 0.30) ¥ 7? (de
. h , i
0.06 a 0.20), no serian sensibles.
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PARTE 2. . .

VIGAS HIPERESTATICA

CAPITULO IIT
Viga empotrada

1°) Indeterminacién estitica — Condiciones de
empotramiento, , » ‘
20} Vigas con momentos de inercia cualesquiera.
" — Caso de cargas verticales — Diagrama de
momentos flectores — Reacciones.
J°.) Viga con momentos de inercia constantes —
Cargas verticales — Descensos de apoyos —
" Influencia de cambios no uniformes de tem-
peratura.
4°) Viga con acartelamientos — Cargas vertica-
- les — Deduceién de fé6rmulas de cdleulo ge-
4 neralizadas — Empleo de graficos — Caso de
earga uniforme.
5°.) Ejemplos, a,phca,cmnes y comparacion de re-
sultados — Céleulo del diagrama de momen-
tos en caso de I = constante — Procedmnen-
tos — Céleulo directo del chagrama de mo-
mentos flectores en vigas acarteladas.

1°) Indeterminacién estitica.— Los dos empotramientos im-
plican la existencia de seis inedgnitas, en la resolucion de este
problema. Como la estdtica permite establecer tres relaciones en-
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tre ellas, es necesario disponer de otras tres que liguen a aque-
1las, siendo, por lo tanto, el problema, triplemente estdticamente
indeterminado. Esta trlple mdetermmaclon estatica se reduce a
una doble para el caso de cargas vertiealés.

Condiciones de empotramiento — Cualesquiera sean las ear-
gas aplicadas, la deformacién del sistema debe ser tal que los
extremos A v B no sufran ni descensos ni deformaciones angu-
lares. Hemos visto que para la resolucién de esta estructura eran
necesarias dos expresiones que complementaran las tres que dan
las leyes de equilibrio estatico, y ellas son precisamente las con-
diciones de que las tangentes en A y B no giren, es deeir, que
las deformaciones angnlares extremas sean nulas. A estas condi-
ciones las denominaremos *‘condiciones de empoiramiento’ y de
ellas nos ocuparemos a continuacién:

2°.) Viga con momentos de inercia cualesquiera. — OCargas
verticales. — Transformaremos la viga :doblemente empotrada en
simplemente apoyada. Bajo la accién de las cargas se deformard
dando lugar a las variaciones dangulares extremos a, y 8, ¥ a un
diagrama de momentos positivos. :

Como en este caso estamos fuera de las eon(hcmnes de apo-
yo, que exigen que no hayan deformaciones angulares en ambos
extremos de la viga, debemos para satlsfacer las condiciones de

empotramiento, apliear los momentos “Wd” y “M;’”’ como eau-
sas exteriores y en la forma conocida.

Todo este proceso da Tugar a los tres estados de deformacifn
siguientes:

1°. — Estado I. — Se produece por la aceién de las eargas
que aetlan sobre la viga simplemente apoyada, en que hemos
transformado a la estructura hiperestitica. A los momentos en-
gendrados en este estado, los denominaremos M¢ (¢ inicial de
carga (fig. Ne. 17). ‘

lmp A ay:
= kE

T

Figora Ne. 17
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esTapo B

o
B

I
t
."\\ PIAG. Momaeou&mo':/!

Figura N°, 18

2°. — Estado II. — Se origina por la aecién del momento

MP, el que actiia como causa exterior en el extremo izquierdo
d~ ia viga (fig. N°. 19).

I
hx.:’"‘!( ]ES:ADQI]IZS i
iL— Lo {
|
ool
D. MOM.RIEDUCI o6 //
] :
i 1 - |
- ‘
// - ’
o b /
Wy ~
N [ '
%y ‘ !

Figura N°. 19
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3?. — Estado III. — Idem, pero el momento que actiia es el

M3 en 2l extremo derecho. (fiz. N° 20).

Figura Ne. 20

Debemos observar que la letra ‘‘m’ no tiene ningfin signifi-
cado eomo exponente, sino indieca que el estado de deformacién es
originado por el momento M 4> considerado como causa exterior.
Ademds, estos momentos, de acuerdo con la conveneién de signos,
son negativos. _

Estado I — Las cargas aplicadas en la deformacién que ori-
ginan en la viga dan lugar a los dngulos a,, ¥ B8, cuyos valores
son (fig. 18): '

1 .
a, == e, PO ——
1 E.I .
(7)
01
B Wy Mch
1] E.I

o

Estado II — Recordemos que no estamos deutiro de las con-
diciones del problema, pues a, ¥ ,8 deben ser eero.
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Para conseguirlo, apliquemos simultineamente los momentos

M? v MY en ambos extremos de la viga, derecho e iz_quierdo Tes-
Dectivamente, en forma creciente y desde el valor inicial cero,
hasta conseguir que actuando simultdneamente se formen hacia
arriba deformaciones angulares ae; y B

En este instante M v Md eumplen ambas condiciones de
empotramiento, siendo, por consiguiente la solueién del proble-
ma. <

Lias deformaciones angulares extremas oricinadas por MP
son (fig 19.)

E., , _Mm dx
ay == -
o b (8)
— .VI;
Bp. =
Estado III — El nionientb M§ actuando en el extremo de

“la ¥iga d4 lugar a los én'gulos‘ 0 rotaciones siguientes (fig. 20):

X 8 / _Md
ag == :

un

ot [

(9)
1 .
T Mg ~—Mﬁn.dx
By =— .| ——
i1 E.I

Condiciones de empoi;ramiélito — Para el extvemo derecho es:
. L Rl 0
v para el izquierdo: S (9 his)
Bi—B.—Bs = 0
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Reemplazando: ay, ay, ag, B1, B, ¥ B; por las expresiones ha-
lladas anteriormente y simpliﬁqando la constante B, queda:

sl

MP. dx dx
+ 3 - O

e
P
|.,
‘ﬂ"‘

(10)
1

. .Md . dx
N - +1]u‘ ~m;- = (.
0 !

Sistema de dos ecuaciones con dos inedgnitas que resuelve el
problema.

Diagrama de momentos flectores — Si M; v M son los mo-
mentos que resuelven el problema cumpliendo las eondiciones que
impone la sustentacion de la viga, el diagrama de momentos flee-
tores serd la suma de los tres parciales que corresponden a loz tres
estados de deformaecién ya vistos, los que pueden sumarse, gue-
dando finalmente el diagrama total que indica la fig. Neo 21. Al
realizar esta operacién debe tenerse en cuenta que los momentos

engendrados por M; v M7 son negativos v positivos los debidos
ala ear% extermr

Reacciones — Seran las sumas de las que correspondan a
cadu uno de los tres estados de deformacién ya anahzados gue
se consignan en la fig. Neo. 22.

De ls misma figura se deduce que:
M My M — Mg

Rd=Ra -} —_ ES -+ Ra
1 1 1

1D
: MP 0 Mg Mi—M
Ri=Rb —— t+ —= -+ Rb.
1 1 1 -
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El trazado del diagrama de esﬁlerzos de corte no ofrece, por
consiguiente, conomdos Ri y Ra, mnguna dlﬁcul ad.

2°.) Vigas con momentos de inercia consta.ntea — Cargas ver-
ticales.

Si I = constante, los grupos de ecuaciones 7, 8 y 9 se frans-
. forman, respectivamente, en:

Sup. mom &,
a, e —
E.I 1
12
Sup. mom M, S
! E.I 1
2 Mi.1 ; '
Ay = e —
6 EB.I i .
/ 13 f
1 MP.1 s /];A:
e : EsTtapolll®
6 E.I A — |
R |
1 MI.1 ) | e
[ e~ -
? 6 E.I o Nt j W
14 4 ~ l
2 M.l i \/ l
Bo=—— . _
6 E.I DIAG.TOTAL . MOMENTOS. °

Figura N°. 21

il M
}.»_E;.%I{_‘.EQ.I}: P Figura N°. 22
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Cumpliéndose las condiciones de empotramiento cuando

Sup. mom- § . 2 M{".1 1. MP .1
E.I 1 6 BE.I 6 E.I
Sup. mom m, 1 MP.1 2 Mﬁn.l
E.1 1 6 BE.I 6 E.I

que simplificados dan:

6
|:§1' Sup mom . —7} e 2L M — MY

6 )
[‘h- Sup mom . ?:‘ o= M 2 . My

y recordando la definicién de los valores K:
K= — 2 M — MY

Kg= — M" — 2 MY

de donde:

2 K — K4
P

3

v - 15

2 K; — K
Y

3

Férmulas generales que resuelven el problcma independien-
temente de la forma de 12 earga que actia sobre la viga, median-

de la ayuda de los valores K; y K, tabulados en la pigina ne®.

Descensos de apoyos. — Procederemos como en el easo an-
terior, convirtiendo la viga en simplemente apoyada.
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El desecenso de un apoyo, por ej.: el B, implica la forma-

cion de los angulos extremos:
a
1

o ==

entre la posicién inicial de las tangentes (horizontales) en los
empotramientos, con respecto a las actuales (fig. n?. 23).

El problema estari resuelto cuando la aceién de los momentos

M vy Mg mediante las deformaciones que originen, las anulen.

Estado I — Accién del momento Mj aplicado al extremo iz
quierdo:
2 MP .1 1 MM
Gg=———— y f=— . ——

6 E.I. 6 B.I.



ANO 23. N°3-4. MAYO-JUNIO 1936 -

— 493 ~—

BEstado II — Accién del momento Mg aplicado al extremo de-
recho:

1 ME.1 2Mg .1

Qg T e | e y Bo== —
T E.I 6B

Condicién de empotramiento.- Serd tanto para el extremc A

conio para el B.

—a +a;— a,=0 - B+ B —B.=0

de la priniera se obtiene:

a 29 MP.1 1 M7.1
e, —— = ()
1 6 B.I. 6 E.I.
¥y de la segunda :

a 2 Mg .1 1 MP.1

S —

1 6 E.I. 6 E.I

- De estas dos filtimas:

6. E.I.a 6. E.1.a o m
——-—————-—10——————-2.M§rl =Mg :————1;-———-Mi =2 .Mj
0 sea:

12.E.1.a 6. E.1.a
— 4. M{" = _—— M

12 12 )

de donde:
18. E.1.a
— = 3. M
12
y. finalmente :
6.E.1.a (16}
M = ——
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En forma semejante, se deduce:

: 6.E.1.a
M =—M =———0p—— | D

El diagrama de momentos flectores es el comsignado en la
fig. n°. 23. Las reacciones de apoyo pueden dedneirse en la for-
ma conocida.

Influencia de cambios de tempera,tﬁra — Supondremos, para
evitar tensiones por compresién axial, que cualquier empotra-
miento, por ej.: el derecho, econserve su propiedad caracteristica
de no poder girar, pero que pueda deslizarse permitiendo dilata-
ciones uniformes en el sentido del eje de la viga.

Un apoyo que permita la realizacién de este fenémeno seria,
v. gr.: el indicado en la figura ne. 24.

W
(N |

/._Lc::c:cf_\_

Figura N°. 24

 Una variacién de temperatura desigual, por €j.: de t° en el
cauio inferior de la viga, y de ti en el superior. siendo h la altu-
ra de la misma, y suponiendo lineal la variacién de temperatura
dentro de la seccién, puede analizarse asi:

a) el canto inferior se alargari de: bee==eate.l)
merior de - —_ i1
b) ¥ el superior de: (ae =@ .t1.1)
L—é....l o L E

» ]arg um’f“
X . . : Figura N°. 25
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Estos serin los alargamientos maximos, siendo la variacién
de longitudes, de acuerdo a las hipétesis hechas, lineal dentro de
la seccidn de la viga. '

Si trazamos (fig. n°. 25) ad paralela a ec, tenemos que la de-

formacién que experimentari la pieza serd la suma de las dos si-
guientes: :

1°. — Un alargamiento uniforme en toda la seccidn, origina-

do por una variacién de temperatura t°i que tendri por efecto des-
plazar el rodillo del carro de dilatacién de:

m == q

N 4 |

Este fendémeno de dilatacién no origina tensiones en el mate-
rial.

g

_m__

o —

" Figura Ne. 26

Si transformamos la viga en simplemente apoyada, el efecto
derivado del cambio iriangular de temperatura serd:

2¢. — Un alargamiento en el canto infericr de:

b.d=a. (t°—1ti®) .1

v nulo en el canto superior, todo lo eual dard origen a un encur-

vamiento eireular de la viga, formando los dngulos extremos del
siguiente valor:

.- alarg 1 a. (to—1t) , 1
o, == ————— , e -
i 2 h

2.h

fenémeno de deformaeién que tampoco orvigina tensiones en el
meterial, :
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Slec(tati) e

Figura N°. 27

Condicién de empotramiento de los apoyos — La condicién
de cmpotramiento de los apoyos, por simetrias de forma y de ac
ciemes, serd comim para ambos, deduciéndose de esta observacion
gue el momento M necesario en A para volver a cero las defor-
msciones angulares a,, debé ser igual al de B. ’

Los dngulos de deformacién extremos originados por la aec-
cing de los dos momentos M actuando simultincamente en A
¥ en B, son:

8 M.1
a, = [, | —
) 2.E.1
y como la condicién de empotramiento exige:
a; —a, =10 ’ B — B.=0
queda: - ,
a . (t° —tei) 1 M.1
2.h  2E.1

de donde finalmente:

e. (tP—ti) . E . I
Me=— (18)
2.h :

resultado independiente de la longitud de la viga.
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Diagrama de momentos flectores. — Hs el diagrama de base 1
y de altura constante M.

Elistica de deformacion total. — Descartando el alargamien-.
to produnido'por el cambio uniforme de temperatura t°i en la vi-
ga, no se producen descensos ni levantamientos, es decir, que la
elastica es el mismo eje primitivo de la viga. Esta conclusién pue-
de demostrarse obsérvando que las superficies harridas por la vi-
ga en la deformacién originada por la variacién de temperatura
{#>- ~t°1) en el eanto inferior v nula en el superior, es un segundo cir-

Figura Ne¢. 28

cular de flecha ‘‘f’’ v dngulos extremos y que la superﬁcie( barri-
da por la misma viga en la deformacién originada por el momen-
to M actuando en ambos extremos es igual a la anterior, pero con
sentido contrario (figura n°. 28).

Observaciones. — Si sumamos las expresiones 10 teniendo en
cueitta que: )

obtenemos:
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! & m ' -1 m
Me . dx Mi . dx M. dx
—_— —_— ] — = (19)
J o . J, I . . I :
Sumando las 15: R
6
Sup nom . — == 3 . M" L 3. MY
1
de.la que:
Mi" + Mg
(Sup mom) = {——--] .1 (203

2

Expresiones que indieian, la primera con cardcter general y
la segunda para el caso especial de que el momento de inercia sea
constante, que: en una viga bi- empotrada la superficie del dia-
grama de momentos flectores tiene valor cero. '

Esta conelusién podriamos haberla enunciado de antemaino
a causa Gel doble empotramiento que origina, de acunerdo al enun-
ciado del teorema de Mohr, una deformacién anguiar total nula.

4°, — Viga de acartelamientos. — Cargas verticales. Dedue-
cién de férmulas de ‘cdleculo generalizadas. Empleo de grafi-
cos. Caso de carga uniforme.

La viga empotrada admite cdlealo directo cuando el mo-
mento de inercia tiene valor constante. Este concepto es gene-
ral para toda construceién hiperestitiea.-

En este caso si:

; T == constante
las’ expresiones que resuelven el problema, son, segfin hemos vis-
to (fi6rm. 15):

MY =

MP =
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que permiten encontrar los valores de los momentos extremos in-
cogritos en funcién de las caracteristicas Ki y Kd conocidas pa-
ra cada solicitacién.

Si la viga tiene acartelamientos, ya no puede calcularse en
forma tau directa, pues las férmulas deducidas para el caso en que
I sea variable, permiten solamente su verificacidn. Cuando exis-
ten acartclamientos, los graficos 2 a 11 facilitan la resolucién del
problema hasta permitir, por su sencillez, su empleo en la prée-
tice diaria. :

Las expresiones generales (fér. 12, 13 y 14) pueden eseribir-
se en funecién de los valores ‘‘¢’’ dados por los grificos ineluidos
en el capitulo anterior.

.1
g, Me . dx 1 !
@, == — == Pl Cy —
1 ) E.I 6.Im E
21
.1
0, Me . dx 1 _
'B‘_‘:_‘ e . Pl . Cg - -
1 B.I 6. Im B »
1
g [MP . dx 1 1
., =— — . e ~B'I§“ L - .
- 1/, B. 1 6. Im » B ’
’ 22
» Wl
e [MP . dx 1 1
R — M e =
1J, E. I 6.Im uo
1
. & [ M. dx 1 L
G . —_—— M L.
1./, E.I 6.Im - B
. 23
1. X .
Ny 1\[:1“ dx 1 i -
Bo=—— . — Mg . Ca . —
1, W E. I - 6.Im I .
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Si formulamos las correspondientes condiciones de empntra-
miento (f6r. 9 bis):
0
0

a;, — Gy — a3

M B — B — B

Reemplazando los valores ya encontrados, se iransforman en:

I

Pl.ef 4+ MP e, - MG ¢ ==0

Pl.eg + M .e, +~ Mg .¢y =0
de donde:
ef . ey — eq - Go
M = —P.1. .
e — e
‘ (¥% "101)
¢ . .
Co . 0] — €y - €g \
M = —P.1. ~
2 2 .
¢ — ¢; ,
Si actuaran varias fuerzas:
1 \
m o__ 1 i [ [
My = —— . P. (¢ .c, — ¢5-Co)
€y — € o
{6z "10F)
~ym 1 ' e d
Mgo= — . P. (e, .ef — e,.ce
Co — €y o J
i

v, finalmente, si la carga fuera uniformemente repartida:

‘ c*
M =M{=—0p.12 —— (£6r. 26)
ey + €

o si actuara una carga concentrada en el centro del tramo:

. ) [
MP = M= _—P.1.

1

(f6r. 273
C;\ -1 GO .

pues entonees:
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Para cada caso particular de carga debe hallarse el valor ““e”’
gque corresponda en el grafico respectivo; si la carga es wnifor-
me, se reemplaza Pl por pl?, v si ella es cualesquiera, se la puede

" descomponer en varias coneentradas aplicadas en:

Al busear en los grificos los valores ‘“¢’’ debe tenerse cuida-
do de interpretar bien la nomenclatura anterior y el lado a que
corresponce la deformacién angular etrema, pues los graficos es-
tan dados suponiendo que los momentos o las cargas concentradas
actiien de un solo lado. Por otra parte, ayuda en !2 interpretaciéon
lﬂ nomeuclatura adoptada. '

El caso general en que I varia en forma ecualuiera, no pue-
de, como es evidente, ser encuadrado dentro de reglas determi-
nadas y debe ser resuelto numéricamente por separado eada pro-
blema que se presente.

Caso de carga uniforme — El grafico N°. 12 da directamen- .
te para cada par de valores que definen los accrielamientos, el
respectivo divisor de pl?, de tal manera que caleular, teniendo en’
cuenta los acartelamientos, los momentos de empoiramiento se re-
dnee a hallar en el grafico N°. 12, el valor de x, con lo que:

Pl

M= —

X

52.) Hjemplos. Aplicaciones y comparacion de resuliados.
Célculo del diagrama de momentos para I == coustante.

Problema N°. 8.. — Se desea conocer el diagrama de mo-

‘mentos flectores de wna viga empotrada en sus extremos de 10 .
mts .de luz, sometida a unac arga uniformemente repartida de
2.400 kgr/m.

Como, por simetria: .

K =Kqg =K
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las expresiones 15 se transforman en:
K
y como (tabla 1) :— : ' '
pl*
K=K =K=—-—
) 4
resulta:
pl® 2400 % 100 ‘
M. == = — = — 20.000 kegms.-—
12 .12

El momento positivo en el centro es:

pl?
M, = Era 20.000 == 30.000 — 20.000 = 10.000 kegms..
Problema N°. 9. — Sobre una‘viga empotrada de seecidén

constante, de 6.00 mts. de luz, actfia una carge concentrada
P = 9.000 kgrs. en abscisa x == 2.00 mts. Se desean caleular

los momentos de empotramiento.
Si x == 2.00 mts.

a =2.00 y b= (1—a) =6 — 2 =4 miz.

Como (tahla 1°.):
P.a.b.

I{d:-—1—2—(1+a)
P.a.b.
v K= —o— (1 4+ )
12

resuita, reemplazando valores:

19.000X 24X 8
36

' 9.000 X 2X 4 X 10

Ki — pnemed 90.000
36

== 16.000

Kg =
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2 % 16.000 — 20.000 .
= — 4.000 keoms.

Mg = = ==
’ <
n 2% 20.000 — 16.000
Mi; = 3 = — 8.000 kems.
Como la superficie de momentos debe ser nula, podemos ve:

rificar estos resultades. 3 -
a) parte negativa:

AT 5 A 4.000 - 8.000

1. (M‘ ;’Md) — %6 — 36.000 keni?
9 ,

b) parte positiva:

1 P.ab. 1 P.a.b. 9.000 X 42
) R | ——— = — e —36.000 kem?.
2 1 2 2 2 4

lnego: S = 36.000 — 36.000 = 0

Las reacciones son:
a) Sila viga fuera simplemente apoyada:

9.000 X 4
{ == e = 6,000 kers.
6 .
9.000 > 2
Ry = == 3.000 kors.
8

b) los momentos M v My eneendran:
MP My 8.000 — 4.000

[ J— e
R = — =

= 666 kars.

1 1 6
MY — M7
Ry = 7 : = 666 kers.
luego:

R; = R, -~ R”, = 6.666 kers.

R'd = R’d -+ R”d = 2.333 *ars
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Problema N°. 10. — Una viga bi-empotrada de 20.00 mts.
de luz, de seccién constante, estd ecargada en su punto medio con
una carga concentrada P = 4.000 kgrs. Calcular los momentos
exiremos y el-que corresponda al centro.

Por simetria:

4

M= —
3
¥ eomo:
3
K= -—.P]
8
resulta: .
3 Pl P.1 4.000
Mo | Y 20 =—10.000 kems.
_ 8 3 8
el maomento en el centro es:
P.1 Pl P.1 :
M, = — = = 10.000 kems.
4 8 8

_ la superficie de momentos se anula porque:

o P.1 1 Pl
Superficie = M . ]l —— | —=— . ] —— . 1=0
4 2 8 8
Problema N°. 11. — Igual al anterior, pero la carga que
actia es uniformemente repartida con p = 3.000 Kg/m.
 p.P 3.000 X 20°
M o= — = e e = — 1010.000 kems.
12 12

Procedimiento general de verificacion cuando existen aecar-
telamientos — Ejemplo numérico. 4

Resolveremos el mismo problema, aunque supondremocs que
la viga tenga los acartelamientos indicados en la figura N 29.
HEste mismo problema, asi como otros, los resolveremos, mis ade-
lante, mediante el empleo de los graficos respectivos, lo que per
mitird valorar la simplificacién que introducen en esta clase de
problemas. :
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. .. Problema N°. 12. — Para resolver el problama definido an-

teriotmente, debemos tener presente que los valores de Mp v
ME - solucion del mismo, son aguellos que anwlan la superficie
de momsentos reducidos de momentos reduecides, pues ahora de-

bemos operar a causa de la variabilidad de I, con los cocien-

M
tes —.
1

Esta superficie se compone de dos partes, la positiva origi-
nada por la solicitacién exterior que actiia sobre la viga sim-
plemente apoyada corrvespondiente, y la segunds de signo con-
trario a la anterior, debida a la influencia de¢ los momentos

M v Mg actuando en ambos extremos.

Debemos previamente caleular los momentos de inercia de
las secciones transversales extremas, de los prismas en que he-
mos dividido a la viga (fig. n® 29).

En ésta se' detalla todo el procedimiento & seguir, asigeomo
dentro del perimetro de la viga se han indicado las alturas de
las diferentes secciones.

Lios momentos de inercia, teniendo en cuenta que el ancho
de la viga es de 36 cms. son:

Sec. 1.2: 5.184.000 em*
See. 2.2, 3.990.000 cm*
"Sec. 3.2: 3.000.000 em*
Sec. 42: 2.187.000 em*
Sec. 5.2: 1.536.000 em*
Sec. 6.2: 1..029.000 em*

" La influencia de los momentos M v MY que actdian en am-
bos extremos es un rectiangulo de base igual a la 10ngitud de la
viga v altura constante M{ = M3 = M. El diagrama de momen-
tos reducidos, serd, de acuerdo-a su definicién y rcfiriendo la su-
perficie. a la linea de cierre A D, el lugar geoméirico de los ex-

tremos de los valores —I- que correspondan a cada seceidn.
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Figura Ne. 29

Como M es consiante, varian de acuerdo a la inversa de I;
adunds, si se lo expresa en Kgem., podemos, para abreviar los
calenlos aritméticos, adoptar provisoriamente un valor:

M)_‘: 1.000.000 M’
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M
Los valores T son entonces:

M 1.000.000 M’
gee. 18: — = T 0191.820 M’

I 5.184.000 A .

M 1.000.000 M )
gee. 27 — = ———— = (),250.438 M’

I 3.993.000

M 1.000.000 M’
See. B8 — == T . 0,333.333 M’

I 3.000.000

M 1.000.000 M
See. 47: —e= T 0457.247 M

I 2.187.000

M 1.000.000 M
sec. B — = o = (),651.041 MW’

I 1.536.000
M 1.000.000 M’

see. 6.2 — = —o— . = (,971 20 M/
I 1.029.000

Estos valores se consignan en el diagrama A. B.-D. E. C.
G. A. Si el chanfle fuera més pronuneciado, la eurva G. N. C.
se acercard mis con su convexidad haeia A. B.; si fuera infini-
to altura infinita del acartelamiento) se confundiria con A. B.,
quedando el diagrama reducido al B. D. E. C., y, finalmente, si
no existiera, se mantendria el rectangular de base A. D. y altuva
constante B. C.

Debemos caleular ahora el valor de esta superficie:

0,192.901 + 0,250.438  0,250.438 - 0,333.333
48 ' . . i

> 5

0.533.233 4 0,457.247  0457.247 - 0,651.04]
2 + 5 -

0,651.041 +0,971.820 ]
+ . 324520 .M . 0.971.820 —
1721 3448 689

=723, — M’
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lanego:

& MWL A 689
| — =T W

Para obtener el diagrama correspondiente a la parte positiva
debemos caleular la pardbola de momentos y los valores de éstos en
eoncordancia de cada una de las secciones, en Kgem. son:

Sec. 1.2: 0.—
Sec. 22:  548.352
Sec. 3.2: 1.041.408
See. 4.2: 1.479.168

Sec. 5.2, 1.861.632
Sec. 6.2: 2.188.800
v See. 7.2: 3.000.000 en el ejec ce simetria.

En la misma figura se ha trazado el diagrama de momentos
requcidos, consignidndose sus valores en la vertical de cada sec-
cién en:
M Kegem.
I em*
El valor numérico de esta superficie es:
a) parte A’ B’ (7 :
[0,137.328 n 0,347.136 -+ 0,137.328 N 0.347.136 - 0,676.345
2 2 | 2 N
0,676.345 - 1,212.000  1.212.000 - 2,126.336 9269
. 4 > 4B == 164 . —

b) parte B’ D’ B/ C* B’ :

¥

2.188.000 X 520 == 1.138.176.000
o ) 981.216.000
(3.000.000 — 2.188.000) W — ¥ 520 == ——___ __
3 1.419.392.000
1.419.392.000 3875
—_— = 1.379
1.029.000

N
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A semejanza de la parte negativa, si el chanfle fuera menos
acentuado, la linea curva A’ N’ C' se aproximard méis a la A’
M’ B, y en caso contrario se acercaria mds a la 2ecta A’ I3 con
la gue llegaria a confundirse cuando el momento de inercio en la
parte A B fuera infinito.

La superficie total positiva es, entonces:

bodMe A x 9269 3875 2413
-mjiubﬂX1M¢-+1Bm, =1.709,
0

Para calecular M’ debemos tener presente que:

LMe. Ax L. Ax
1 1 .
[ X o

de donde:
2413 689

1.709, —— 4 723, —— M’ =0

luego: .
1.709,2413 348
M= — e = e 2,
723,689

y finalmente:

3 ==1.000.000 M’ = — 2.348.000 kgem == —- 23.480 kgms.

valor que resuelve el problema.
Si refiriéramos el resultado, como es corriente, al factor pl.3
se¢ tendria:

240.000
M= = 23 .480
, x
luego:
240.000 22
X == e 2= U
23,480
0 sea
Lpl pl2 :
L) E— = == — 23.480 kems.

X 10,22
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Si trazamos sobre O . Q . ecomo linea de ecierre:

2

Q.R. = = 30.000 kgms.

y sobre ésta tomamos @ . T . = 23.480 kgms., podemos dibujar
el diagrama de momentos flectores que estd compuesto de Iz par-
te Q. 8. V-. negativa con st ordenada igual a 23.480 kgms. y
la V. T. B. con T. R. = 30.000 — 23,480 = - 6.520 kgms.
con méiximo positivo.

Cileulo directo del diagrama de momentos flectores en vigas

acarteladas. — Empleo de grificos..
Problema N°. 13. — Resolver el problema anterior median-

te el empleo de los grificos.
La expresién 26 da:

2 cC
M= M = M = — pl° S
ca —- o
Como:
Ah 1.20 — 0,70 Al 2.40 .
= = 0,71 Yy — = = 0,24
h 0.70 1 10.—

los gréficos respectives dan los valores de c:
a) Grifico N°. 5. — = 0,22
b) Gréafico N°. 3. — ¢,= 1370

: e) Grafico N°. 2. — ¢,= 0,87
lnego:
Me— ———e— @ = — 2.400 % 100 ¥ ——— ==
€y -~ ¢ 1.37 4+ 087

= — 23.571 kgms.

valor que solamente se diferencia de un 0,4 9% del obtenido ana-
liticamente.
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Problema N°. 14 — Sea el problema 9 teniendo presénte. que
la viga tiene acartelamientos simétricos definidos por:

h = 0.60 Ah = 1.20 Al =— 2 mts.
lnego:’ : -
‘ Ah 1.20

h . 0.60

Al P A—
— e = (.333
1 6

La expresion 24 permite ,estableeer:

' ef . Ca—XCg . ¢ . ef.e, —el-e
MP=—P.1. = 54,000 .
2 2 2 2
c; — ¢ S Cr — €o
e, . ¢ —e, . e €y - €F — @a - CF
Mg =— P.1. == —54.000 .
2 2 2 2
G, ——Ca Co—_cu

Debemos obtener ahora de los graficos respeciivos los valores
‘e’ para el par de valores Ah/h = 2 y Al/l = 0,333.

a) Gréfico N°. 7. — ¢f = 0,243
b) Gréfico Ne. 8. — ef = 0,21u5
¢) ‘Grafico N°. 2. — ¢, = 0,6430)
d) Grafico N°. 3. — ¢, = 0,806

reemplazando los valores: .

o

a

[

e, . e — ¢ . e 0,243 °< 0,80 — 0,2125 3 0,643

— _, - =+ 0255
¢, — C 080 — 0,643°
c, .05 —c,.c 06430243 —0,80 X 0,2125 -
2 P pupeera————— - 0,0606
C— C 0,643 — 0.80
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luego: ‘ v
MP = — 54.000 X 0,255 = — 13.770 kgms.
ME = — 54.000 X 0,0606 = — 3.272.% kegms.
P-=9.000.
:
2 o0 i 200
" T
e r

Figura N°. 30

. En la figura 30 se ha dibujado con raya eniera el diagrams -
de momentos que corresponde a este caso ¥y con cntrecortada la
caleulada con I = constante. Las reacciones de apoyo valdrian:

M;-— My
R; = 6.000 4+ ——u— = 7.750 kers.
1

Rg = 6.000 — 1.750 = 4.250  kers.

- Problema N°. 15. — Resolveremos este preblema, semejante
al N¢. 10, suponiendo que la viga tenga acartelamiento defini-
dos por: '

Ah Al
—=3.00 — = 0,40
h 1
La férmula que lo resuelve es la 27:
MP =M P, — 80600, —

Ca — G e, + ¢,
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Los valores de ‘‘¢’’ son:
a) Grafico N°, 6 . — — ¢¢ = 0,205
b) Grifico N°, 8 . — — ¢,- = 0,58
¢) Grafico N°. 5 . — — ¢, = 045
luego: ) . T
0,205
M = —— 80.000 . —
0,97

==ov e 16.900 kems.

El mcmento positivo en el centro de la viga es:
Pl
M, == T 16.900 =

4.000 < 20 ,
= — 16.900 =

= 20.000 — 16.900 = - 3.100 kems.

" En la figura 31 se disefian los diagramas de momentos, se-
gin se considere o no la influencia de los acartelamientos.

20.00 ‘P=4‘°°°
e al .0,401 ——-—-——-—>{ : v H

1“’0 Im

i
3 &

16800 oy i 4,00 ———n

be—AQ 000 —aet
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Problema N°. 16. — Igual al Ne 11, pero con los acartela-
mientos indicados en el anterior.
Se tiene, expresién 26 :

c(:
M= —np?2. —r
ey -+ C

Con 1'espéeto al problema anterior, varia Gnicamente ¢, pues
Ca ¥ Co no dependen de la carga exterior, y su valor debe buscar
se en el grifico N°. 6, resultando: '
g0 == 0,115
Por lo tanto, reemplazando: ‘
©0,115
M = — 3.00 X 400 X 09 ==

~

3

= - 142.260 kgms.

El momento positivo al centro es:

2

— 142.260 =

: 1
M, =

3.000 X 400 ,
= — 182,200 =

= 150.000 — 142.260 = 7.740 kgms.

et 400000 st}

4140

[

/

\

\
\

—~—

Figura Ne. 32
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Comparacion de resultados. — BErrores. — Es til compa-
rar los resultados obtenidos mediante los misimos ejemplos, aun-
gue suponiendo primeramente la viga sin acarteiamientos y des-
pués con ellos, con el objeto de concretar ademis el grado de
exaetitud que se obtiene al adoptar en principio como aceptable
1a hipé6tesis de la constanela de los momentos de inercia. El cua-
dro smmente resume los resultados obtenidos:

CUADRO N', 2

COMPARACION DE RESULTADOF

Caso: I =— Constante

Probiemas. M;“ l M g’ M,
R T
i 8 ‘ 20.000 l 20.000 10.000
P9 | 8000 | 4000 5.340
! 10 ] 10.000 i 10.000 10.000
{ 11 [ 100.000 [ 100.000 50.000

Caso I variable — Con acartelamientos:

]1 12 I 23.480 l 23.480 i 6.520 |
[ 14 { 13.770 l 9.083 i 1.798 ]
] 15 ] 16.900 l 16.900 ] 3.100 j
| 16 ] 142,260 | 142.260 | 7.700 ]
Errores en %
| syl | 148 | 1480 | 5320 |
j 9y 14 42— | 29,60 ] 197 — 1
| 10y 15 I 40,80 | 40,80 l 22— |
| 11y 16 ‘ 29,20 1 29,20 ] 50— 1
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La influencia de los acartelamientos moderados se reduves en
general a un aumento de poea monta (problemas 2 v 12, del 14,50 %)
en los valores de los momentos flectores extremcs que resisten las
secciones u -expensas -del coeficiente de seguridac y a una sew.ible
disminucién del momento. flector en el centro de la viga que llega
al 53 % en los ejemplos citados, favorables a la resistencia en esa
parte. E . , '

Para acartelamientos exagerados es evidente que los aumen-
tos de los momentos flectores extremos y la disminucién del mis-
mo en la parte central son tan -elevados, que no puede ni debe
recurrirse en estos casos a las hipétesis de simplificacién a base
de I = constante, que, como demostramos, invalida el cileulo.

"No se puede, pues, sin exponer los resultades a errores que
desnaturalicen las soluciones, aceptar las férmulas corrientes a
baxe de I == constante para vigas con acartelamientos medianos
o exagerados, vy, en cambio, se le puede aceptar para acartela-
tos moderados, debido a que el aumento de los momentos extre-
mos es reducido y la disminuciné del valor nnwiérico de los el
centro de la viga es favorable a la resistenecia.

El empleo de los graficos incluidos en este trabajo faecilita
notablemente; hasta hacerlo préetico, tener en cuenta la influen-
cia de los acartelamientos, permitiendo -corregir los- resultados,
acercdndolos més a sus verdaderos valores .Se consigue asi una
mejor y més racional distribucion del material, y soluciones eons-
tructivas en casos en que se deba, por motivos de diversa indole
redueir la altura de las vigas en el centro.

Problema N°. 17. — Se desea caleular una viga de 6.00 mts.
de Inz, de hormigén armado, que debe soportar una carga unifor-
memente repartida de 3.600 kgrs/m., teniendo en cuenta la in-

luencia de los acartelamientos. B

Supondremos secciones rectangulares, aunque no se medifiea
Ja sclucién del problema para el caso de la seceicn T.

Si I = constante, se tiene:

o p 3.600 X 62

M= = = — 10.800 kems. |
12 12 :
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¥ < el centro:
: M = - 5.400 kgms.

Jas alturas de las secciones, si: a = 30 ems:, r = 40 Kgr. /em?
vy B = 1.200 kgr./em? son: ' : .

.

hoext. = T4 + 6 = 80 h centro =53 -+ 4 =57 (%)
10.800 ; 5400 :
pues: = 36.000 v — == 18.000
0.30 .30

Sl al chanfle le damos una longitud:
(80 — 57) X 4 = 23 % 4 = 92 cms.

tendremos que:

Ah 80 — 57
h 5T

Al 0.92
y _— == — = (,153
1 ]
Para este par de valores, el grafico N°. 12, da:
| x = 10,85

y entonees el verdadero momento extremo es:

nl2 3.600 36
o Mext, =0 — o = e = 11.944 koms.
, L X - 10.85. . .

2

pl
M centro = -—8—- — 11.944 = -}~ 4.256 kgms.

Podemos ahora seguir los dos caniinos diferentes siguientes:
1°.) Mantener invariables las dimensiones de hormigdén ha-
lladas anteriormente y recaleular las secciones metdlicas, lo que

(°) Tablas del Ing. Castifieyras.
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. R

nes lleva a dotar de armadura de compresién a los extremos de
la viga y a reducir la correspondiente al centro en la proporeidn:

4256

— 02

5400 -
2°.) a recalcular en forma total nuevas secciones de hormigén.
En el primer caso el problema queda resuelio; para el segun-

Al Al
do es preferible, teniendo en cuenta que los valores -—I—l—— v -——1—

tienden a atmentar, a iniciar el caleulo con un M extr. mayor y
un M eentro menor que los anteriores.
Si adoptamos:
' M ext. = 12.960
M centro == 3.240

que corresponden a un valor x = 10, tendrem>s (C. taBlas v
y V):

a) extremos: h == 81 -} 6 = 87

b) centro: he==41 4+ 4= 45

entonces:
Ah 87T — 45
= == 0,93
5 45
Al 1,26
T { A |
1 6

pues:

Al =3 . Ah = 3 X 42 = 1.28

el grafico Ne. 12 da:

x ==~ 10

Luego la viga estd dimensionada teniendo en cuenta la in-
flueneia de los acartelamientos. Podri observarse la sencillez del
método que permite obtener el resultado econ operaciones avitmé-
ticas reducidas y elementales, distribuyendo el material més ra-
cionalmente.





