ARNO 15. N 3-4. MAYO-JUNIO 1928

Sobre las frecuencias estadisticas de grupos ampliados

Supongamos una urna compuesta de m bolas (que en lo
sucesivo llamaremos elementos), tales que por su color u otra
convencion cualquiera, conste de varias subclases de |of,|Bl,....
¢lementos eada una; siendo: ’

la|+Bl + ..... = |m]

Indicando con p, la probabilidad de un elemento cualquie-
ra de la subeclase o respecto a la urna de |m| elementos, se de-
sea obtener la P, relativa a un elemento cualquiera de la sub-
clase o cuando la clase m ha sufrido una agregacion de |n| ele-
mentos eualesquiéi“a, esto es, indeterminados.

Servirda de esquema en el presente problema, una urna de
la composicién de la dada a la que se han agregado |n| ele-
mentos extraidos al azar de otra urna de composicion indeter-
minada (1).

Es casi obvio hacer ver como el problema de las urnas o
grupos a composicion agregada, se enlaza estrechamente eon
problemas de la Estadistica. En la prdctica se conoce una fre-

. . o .
cuenecia por ejemplo - (que es una verdadera probabilidad cuan-

do se considera la probabilidad para que un elemento de la cla-
se m pertenezca a la subelase a) é interesa saber cudnto valdri
esta frecuencia cuando la clase m se ensancha con datos nue-
vos. Kl caso mds general a este respecto de la agregacion de
elementos, es aquel en que se omite todo postulado referente

(1) Esta condicién expresa es la gue conforma el presente estudio. Se puede también, consi-
derar la agregacion de n elementos como producto de una extraccién de otra urna de
composicion definida, fuera de nuestro plan y por demds, ficilmente calculable.
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a su composiciOn sobre cuya resolueiéon nos ocuparemos inme-
diatamente. ‘

II e

Se trata de hallar aqui una expresiéon de P, . De acuerdo
con el enunciado del problema, los casos posibles son m-n.
Si queremos ahora estudiar los casos que favorecerdn a la sub-
clase de los o, debemos observar (dado que ignoramos la cali-
dad de los elementos agregados) que estos pueden repartirse
respecto de o en la siguiente Unica forma:

Esto es, ninguno de los elementos de n es de la clase o,
uno de los elementos de n es de la clase a, ete...

Todas estas formas son posibles v atento a ello, no pode-
mos desechar ninguna en beneficio de otras (principio de la in-
diferencia de Laplace). Tomaremos pues, la media aritmética
de eHgLs que es el valor méas probable. .

De acuerdo con las n--1 formas posibles, tendremos los
siguientes casos favorables:

o, a1, a2, a+3, ..... a-+n, cuya media aritmética dd:
1+n

ﬁ‘%_‘"‘l“ (n+1) e 4+ 1+n. 0 de donde: _ 1 (‘11-|~1)0t-|— 5 N
- 2 P ntt m-+n

que simplificando conduce a:

2atn

“= 5 )

(L

1T

Calculemos ahora, como es natural, la diferencia entre es-
te valor de la probabilidad para la urna agregada con n ele-

mentos y la probabilidad p,, :% - Llamando esta diferencia
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!
n . . .
con ue leeremos diferencia de probabilidad de o para un
o .

agregado n, tendremos, por la (1).

Pa_pa_ 20-+n a__2am—!—mn——2am—20_.n .

Ng=

n o 2'rn(m‘—}; n}

T 2(mtn) m

. n__ g(_HL—_%?L
0 bien: Aa“ 2m (m -+ n) @)

n mn-—2an

Aa:' 2m(m +n)
v

Cualquiera que sea h (entero, por exigencia" del problema
estudiado), es facil demostrar que

n-+h n
Ny T Ay

En efecto:
n-+1 )
o B [m (n+4 thga‘(n—}“ 1)]'[2111(111{—1{)_] _m@+1)—2a@+t1)
n [Pm(m O - lmn—2an] mn—2an
AR 2m@m +n-+1)]-[r ]
o 2m(mtn)
2m (m-+n-+1)
(n‘i‘l)[mf?a]x_ m-+n _ mndn’tmtn (o_m
n (m—2a) m+n+1  mn+n®fn mn-+n?+n’
luego, finalmente:
1
An—]—
: %-»~> 1. y en congecuencia: L733+h> 1\2
Aa c.q.d.

v

De acuerdo con lo demostrado en el parrafo anterior, la

.. n , .
sucesion /\, es mondétona creciente con respecto a n. Ade-
mas es facil ver que estard acotada superiormente.
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Para n=0 tenemos A =0 y euando n—>co (Y

n(m—2u lim m—2a  m—2o
2m (m+n) n—>002m(%+1> 2 m
resultado valedero para un valor de m ecualquiera, prefijado.
m—2a
2m

. n ,
lim Ay = lim
n—> oo n-—> oo

Luego, lim Agz (8) expresa que la sucesion Z_\I;
n-—> o0 4

que es mondtona creciente, estd ademdis superiormente acotada.

Ejemplo: Supongamos =500 m=2000 y n ==1.000.000,

1.000.000 _ 1.000.000 (2000—2 ><500) 1000

serd: Npng T 35<2000 (2000-1.000.000) 4008 "LOT 4ue
podemos ¢omparar con el
lim AT m—20 _ 2000—2><500 1000
LT Tom T 22000 4000
n—s co
lo ¢ual arroja la siguiente diferencia entre el
, n 1000000
Hm Aa y A5OQ
n—:>» 0o 1000 1000 ,
4000 " 2008 — 0,000499.

Resulta un caso particular de este problema aguel en el
cual P, =D, y de conmgmente A =0

Ello se verifica ecuando a~0 5>m, y n==m, por cuanto
20-+n 2><m

entonces tenemos: pm:m 0,5 Pa—2 (m+n) i 0,5
de donde por diferencia directa o aplicando la (2), resulta:
m m2—m?
Nosw™ ame =0 a4l
VI

El mismo valor Py =0,5 se obtiene en el limite cuando
n==00, y m y o, tienen valores asignados previamente.

(1) El valor de n debe necesariamente, por exigencia del problema, ser entero. Ello no en-
trafia impedimentos para que el limite tenga sentido, pues siendo cierto para los valores.
reales, lo serd para los enteros que en ellos se incluyen.
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2a+11_

En efeeto: lim PCL: lim. m—

0,5. Este resulta-
n—>00 n-—>00

do es intuitivamente evidente, ya que fijados & y m y para un '
agregado de n= ooelementos, nos hallamos sin poder discernir
nada, y por tanto Pg que expresa la probabilidad para la sa-
lida. de o se equilibra con la probabilidad contraria, sin tener
ninguna de estas dos hipétesis mayor peso que la otra. Re-
presenta, pues, aqui el valor 0,5. la «duda practica».

VI

Es sabido que en las investigaciones estadisticas, interesa
calcular predicciones en base a ciertas frecuencias observadas,
aceptandose el valor de éstas para grupos ampliados. La su-
posicién aqui contenida, equivale a dar por establecida la igual-

dad siguiente:
Pg="Py

Examinemos, pues, bajo qué condiciones ella se presenta,
Supongamos que ¢ y m estdn dados por la relacion a =k.m
siendo 0<7k<1.

En tal hipotesis resultan los dos siguientes resultados con-
cordantes:

mn—2an mn—2kmn

i AR pyy, p—2en . omao—2kman
lim A, Iim 2 m (mm) lim % m (m )
m—>Cco m —> oo m—>OO
lim B2k
2(m-+n) y
m-—> 00
. o 2a+n .. 2k .
lim. P,= lim S mtn) lim 5 =k=p,
m—> oo m —> o m —> oo

de lo cual se sigue que,
para valores de m tanto mds grandes Ag es tanto mdas peque-
fia, haciéndose asi posible mantener el valor p, al caso de un
conjunto agregado. He aqui precisamente la condicion de los
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grandes nimeros recabada de las observaciones cuando las fre-
cuencias de las mismas se desea equipararlas a probabilidades
de los fendémenos en consideracion.
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