ANO 18. N° 9-10. NOVIEMBRE-DICIEMBRE 1931 .

FORMOLA DE TAYLOR Y RESTOS DE LAGRANGE Y DE CAUCHI

En los libros elementales de Céleulo Infinitesimal se demues-
tra en forma algo deficients el teorema de Taylor, y se da como
formula del resto casi Gnicamente la de Lagrange.

El estudio que sigue tiene por objeto ilegar a la férmula de
Taylor con una forma tal para el resto, que nos permita obtener a
voluntad diversos restos, entre cllos los de Lagrange y de Cauchy.

Sea la funcién f{z), que supondremos continua, lo mismo que
sus n primeras derivadas, para los valores de x eomprendidos en-
fre a y b (a<D).

Podemos escribir, evidentemente :

f(b)=f(a) - (b—a)k, (1)

siempre que se dé a k el valor que haga que la igualdad se werifique.
De la igualdad anterior se deduce que

F(b) —f(a)— (b-—w) b=0; (2)

vy &1 hacemos variar a dentro de los limites establecidos, tendremos,
reemplazando ¢ por x, una funcién que llamaremos F(z) ; es decir:

F(z)=f(b) —f(x) — (b—w) k. (3)

Como ¥ (z) se anula para 2=—a (f.2) y £=0>0, su primera
derivada, por el teorema del Rolle, se anulard para un valor de z,
a lo menos, comprendido entre ¢ y b. Si z, es dicho valor y si de-
rivamos la 3.2

¥ (z)=—1(z) +F
se tendra, por consiguiente, que
¥ (z)=—F (x,) + k=0, (4)
er la que ¢ < o, < b.
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De la 4.* se deduce que
k =f, (.’121)

La 1.2, pues, ‘puede eseribirse asi:

7(b) =1 (a) + (b—a) [ (x,).
Es evidente que solo sabemos de x, que estd comprendido entre
ay b
- Siguiendo el mismo procedimiento, podemos eseribir:

F(b)=F () + (b—a) 1" (@) + —;—i'kl; (5)

de donde
(b%&)g .
f(b)—f(a)— (b—a)f' (a) — k,=0; (6)
y por lo tanto, como anteriormente:
(b—=x)*?

F, (2)=f(b) —] (z) — (b—2) f" (x) — ks, (7

que se anula para x=—a (f.6) y 2==0.

Por el teorema Je Rolle, ya mencionado, la primera derivada
sa anulard para un valer, por lo menos, comprendido entre o y b.
Sea x, este valor. Derivando la 7.*:

¥/ (2)=—/ (z) + 7 (z) — (b—2) " (z) + (b—2x) k=
= (b—=x) [k, — " (2)];
y eviden’gemente:
F1,($2) = (b_xz) [kf"f”(xz)] =0
de donde
k] :f” (x2)’

en la que o < 2, < b.

La £. 5, pues, puede eseribirse asi
(b—a)*
f(b)=f(a)+ (b—e) " (a) +—~2~—f” ().

Por el mismo método se tendra, sucesivamente:

(b—a) (b—a)? -
f(b)hf(a)—lr(b—a)f'(a)—F—-———f"()—5————,——7v2, (8)

i
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(b—x)? (b—=x)?
Fy(a)=f(b)—f(x)—(b—x) f’(x)——-——f"( )-——é' ky ;
(b— (b—=z)*
F;(x):-—— f”'( ) +—-——k2,
(‘b“‘xs)
¥/ (x,) = — [k, —’f’”(xa)] =0, (9)
en la que a < ¢, <b.
De la 9.2 se obtiene el valor de k,:
ky = " (%) ;
y la 8 puede escribirse asi:
(b—
f(b)=f(a)+ (b—a)f (a)+«——(f—f" (@) ().

Siguiendo el mismo procedimiento hasta obtener un desarrollo
de n -+ 1 términos, tendremos:

(b—a)? (b—a)?
f(b)=f(a)+(b—a) " (a)+ 5 fr(a)+— ' ey +
[ 28
(b—ajn™! (b—a )™
F e D (1) b, (12)
(n—1) ! n !
y
(b—z)? (b—z)
F, (z)=f(b)—f(z)—(b—=x) f’(x)-“-—z———f”( )——é—~—f”’($)——
(b—ux )7t (b—ax )»
—_— ., —_—— O Ag) e ——— k, ;
(n—1)! n!
(b—z, )1 (b—a, )1
Fy (n)=— £ @) + ———— by =0,
(n—1) ! (n—1) !

siendo @ < z, < b.

Por consiguiente:
kn:f(n) (xn) :

vy la 10.2 puede escribirse del siguiente modo:
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b—a)? (b—a)
f(b)={f(a) 4 (b—a) ["(a) +——-——f”( a) +—-—— 7 (a) +
" (b—a) ™! (b—a)n
F e O (1) - ——— ) (),
¥ (n—1) ! 7!

en la que gz, es un valor de x ~omprendido entre a y b.

Por este medio Hegariamos a la f6rmula de Taylor con el resto
de Lagrange. Voy a seguir, ahora, un método similar para llegar a
uny férmula en que los » primeros términos sean los mismos que
hubiéramos obtenido, y cuyo resto sea més general. En efecto: la
£. 10 puede escribirse asf:

f(b) =Ff(a) + (b—a) f'(a) —I——-z——f”(a) +—~~ f”’(“) |-
(b—a)®? b—a)?

] A (a)-{~——— K, (11)
(n—1)! (n—1)!

con tal de que se dé a K el valor que haga iguales los dos miem-
bros. Vamos a hallar dicho valor. Siguiendo el procedimiento ya
empleado, se podra escribir:

(b—z)? (1—a)’

d(z)=f(b)—f(x)—(b—x) f’(x)——-9 —f" (% (3) —
(b—a)n (b— )
e ()
(n—1) 1 (n—1) !

y por ser ¢ {¢)=0 ¥y ¢ (b) =0, un valor de x, por lo menos, com-
prendido entre ¢ y b anularid a la derivada de ¢ (z). Si . es ese
valor, se tendra, pues:

(b—ax, j1 D (b—aw, )P
¢ (2. )=— — K=20;
) (n—11 (n—1) !
de donde
pO—x. )" | (b—wz )" ., —0:
R " f®(x,)+ K|=0;
y
(b__xc ) np
K= — ™ (x, ). (12)

p
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De cada expresién se deduce que a p puede atribuirsele cual-
quiera de los valores 1, 2, 3, .... . No puede ser igual a 0 porque
daria para K un valor infinito; y no puede darsele valor mayor que
7% porque m--p seria negativo, y K seria irracional.

Por ser x, mayor que ¢ y menor que b, puede representarse su
valor por la suma de ¢ y una cantidad menor que la diferencia en-

tre b v a, es decir que
Le :a+9 (b"-‘a’)’”
en gue § representa un valor menor que la unidad y mayor que

0, o sea, por consiguiente, una fraceidn propia.
Por lo tanto, la £. 12 puede escribirse asi:

{b—[a-+0(b—a)]} ™

K= f0 [a-0(b—a)] =
Y

[(b—a) — 6 (b—a)]"»
o= £ a0 (b—a)];
p
y sacando factor comin (b—a):

(b—a)m (1—g)m»

K= o la—4-6 (b—a)l.
P
Sustituyendo este valor en la 11.2:
(b—a)® (b—a)?
f(b) =f(a) + (b—a) f'(a) —!—-~2 (@) —l——-é—'——f”’(a) -+
(bemmtg ) (Yemeat) '
o O () e (1) ) [ (b0 ]
(---1)1 p(n--1)!

Si hacemos, ahova, b—a=h, serd be=a 4 h; vy

h2 h3
FloHh) =1(0) Fhf () + (@) +—f7 () +

n-1 h»

F e fO () f e (1—0)"7 ™ (-} 1)
(n—1)1 p(n—1)!

y como ¢ es cualquier valor comprendido entre los limites de con-

tinuidad de la funecién y de sus n primeras derivadas. se podra es-

cribir, indudablemente:



o ANO 18. N° 9-10. NOVIEMBRE-DICIEMBRE 1931

— 226 —

f’éb—Fh)*f(x)+hf’($)—i——f”(x)—I— f”’(x)+ cee T

Rt hn -
e fO) (@) e (1) ) (o), (13)
(n—1)! p(n—1)!

aue es la férmula de Taylor, en la que el Gltimo sumando es el

resto después de n términos. Si el resto tiende hacia cero cuando

el ntimero de términos erece indefinidamente, el segundo miembro

de la f. 13 se convierte en una sucesién infinita, que es la serie de
Taylor; es decir:

h? h?
Saoth) =f(x) +hf(x) %—Ef”(x) +§f”’(90) + -

En la f. 13, 6 tiene, evidentemente, valores diferentes para
los distintos valores de x y de h, pero siempre comprendidos aqué-
os entre 0 y 1. Para un valor de z y otro de h, y para un cierto
valor de m, también variard 6 con los diversos valores que le de-

(3
mos a p, puesto que éstos hacen variar cl valor de — — en el
p(n—1)!
resto, y como éste debe eonservar su wvalor para cada sistema de
valores de x, h y n, tendrd que variar también (1—4 )v? fO0 (x40 k),
1o que implica la variacion de 6, ya que eonsideramos para z, h y 1

valeres determinados, y la variacién de (1—8)*? dependiente de p
n

no es inversa de la de ————. Es indudable, por otra parte, que
p(n—1)
lo 4mico que sabemos del valor de 4 es que estd comprendido entre
G y 1, y ello es suficiente.
Sien la f. 13 se hace p==n en el Gitimo término, se obtiene el
resto de Lagrange:

h 7
Rp=——f™ (z4-0h);

n!
y si se toma para p el valor 1, se obtendré el resto de Cauchy:
n
Re=———— (1 —0)»1 {00 (g1 G h).
(n—1) !
JUuAN MANUEL GARzZON.
Cérdoba, dieiembre de 1931.





