
CARACTERÍSTICAS DE EXPLOTACIÓN 
DE LAS USINAS ELECTRÓGENAS DE CÓRDOBA 

Por el Ing. CARLOS A. REVOL 

Los factores que intervienen en el precio de la energía eléctrica 
y en la explotación de usinas electrógenas destinadas a suminis
trar energía a centros de consumo para usos y ap,licaciones varia
das, son complejos, y de difícil determinación o avaluación con 
prioridad a la implantación de la industria. Por esto, resulta de 
interés, conocer o determinar para cualquier lugar o centro de 
consumo de energía eléctrica, su precio, y las bases y normas que 
rigen o caracterizan la explotación, máxime si se tiene en cuenta 
que en las bases y factores de explotación y financiación entran 
numerosas variables ind_ependientes, que en la mayoría de los casos, 
solamente pueden estimarse ~!! forma empírica, si no se dispone de 
elementos y datos necesarios para su deducción aproximada aun
que sea por ley de similitud. 

Las características económicas y de explotación que se consig
nan referente a capital, gastos, entradas brutas anuales, producción 
de energía1 distribución de energía medida, etc. y que sirven de 
base para este trabajo, obedecen a datos que las empresas propie
tarias de las usinas electrógenas que proveen de energía a Córc. 
daba, suministraran en el curso de este año a una Comisión Ase
sora de carácter judicial. 

En base de dichos datos, se han deducido características eco
nómicas generales, que comparadas con las de otras empresas que 
efectúen servicios análogos, pueden suministrar elementos útiles e 
indispensables a veces, para estudios comparativos o deducciones 
de carácter comercial. 

Además, teniendo en cuenta, la posibilidad de aumentar el apro-
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vechamiento aclual de la energía hidráulica del Río Primero, me
diante usinas hidroeléctricas po~ibles de construir, se estudia, en 
base a las características y datos suministrados y con elementos de 
éstos deducidos, la influencia que dicha utilización hidráulica puede 
tener sobre el precio actual de la energía, ya sea distribuida o en 
el tablero de las usinas. 

l!SINAS ELECTRÓGENAS -

La ciudad de Córdoba, algunas poblaciones y pueblos vecinos 
a ella, utilizan energía eléctrica generada por usinas térmicas e hi
droeléctricas que pertenecen a las empresas: Compañía Luz y Fuer
za Motriz de Córdoba y a la Compañía General de Electricidad de 
Córdoba. 

Estas empresas tienen un capital invertido en sus instalaciones 
de más o menos treinta y dos millones de pesos m. n. correspon
diéndole a la compañía Luz y Fuerza alrededor de veinte millones 
de pesos m. n. y alrededor de doce millones a la Compañía General. 

Las usinas electrógenas pertenecientes a la Compañía ~uz y 
Fuerza son: 

1-Usina Bamba - hidroeléctrica establecida en el Río Primero, 
con una capacidad de máquinas instaladas de 3000 K.W. 

2- Usina Calera' - hidroeléctrica establecida en el Río Primero, 
con una capacidad de máquinas instaladas de 4000 K. W. 

3- Usina Ténnica - con motrices de vapor, y establecida en la 
ciudad con una capacidad de máquinas instaladas de 5800 K. W. 

La capacidad total de máquinas instaladas por esta empresa es 
de 12800 K. W. o sean olrededor de 16000 caballos de fuerza. 

Las usinas electrógenas pertenecientes a la Compañía General 
de Electricidad son : 

1-- Usina Molet - hidroeléctrica establecida en el Río Primero, 
con una capacidad de máquinas instaladas de 1020 K. W. 

2- Usina Térmica - con motrices de combustión interna y de va
por, establecida en la ciudaci con una capacidad de máquinas 
de 7480 K. W. o sean alrededor de 11550 caballos de fuerza. 

La capacidad total de máquinas o plantas motrices instaladas 
por ambas compañías es de 21300 K. W. o sean alrededor de 29000 
caballos de fuerza. 
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CARACTERÍSTICAS DE CARGA -

Los diagramas A y B se refieren a máximas cargas diarias ob
servadas en épocas de frío y de calor. 

En el diagrama A correspondiente a la época de frío del día 14 
de j-qnio dd año 1929, la curva (2) se refiere a la carga horaria 
total de las :usinas térmica e hidroeléctricas de la Cía. Luz y Fuerza, 
la curva (1) a la Cía. General de Electricidad y la curva (3) co
rresponde a la totalización do las cargas horarias de ambas com-

. pañías. 
De esta curvas se ha deducido: 

a -la curva ( 4) o sea la Característica de carga del día, de la que 
se desprende, que las cargas variaron como sigue: 

15000 k. w. durante corto tiempo. 
13000 '' '' l hora 30 minutos. 
11000 " " 3 horas 30 " 

9000 ~ ' " 5 " 20 " 
7000 " " 13 " 
4100 " dttrante veinticuatro horas. 

b -La carga media durante veinticuatro horas correspondiente a 
la Cía. General de Electricidad ha sido de 2300 k. w. según la 
línea (6). 

e- La línea ( 5) de carga mec1a durante veinticuatro horas co
rrespondiente a la Cía, Luz y Fuerza ha sido de 5450 k. w. 

d- La línea (7) de carga media, de 7750 k. w. durante veinticua
tro horas, correspondiente· a la carga diaria total según la lí
nea (3). 

e- El Factor de Carga, que resulta de comparar la carga media 
total con la carga máxima del día es del 52 %-

f -La producción total de energía ha sido en este día de 186000 
K. w. h. correspondiendo: 

a Cía. Luz y Fuerza -
a Cía. General 

130800 k.w.h. 
55200 k.w.h. 

En el diagrama B correspondiente a la época de calor del día 
5 de diciembre del año 1929, la curva ( 1) se refiere a la carga ho
raria total producida por las usinas térmica e hidroeléctricas de la 
Cía. Luz y Fuerza, la curva (2) a la Oía. General dt) Electricidad 
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y la curva ( 3) corresponde a la tot alización de las cargas horarias 
de ambas compañías. 

De las curvas mencionadas se han deducido: 

a- La curva ( 4) o sea la característica de carga del día, de la cual 

se desprende, que las cargas variaron corno sigue: 

11000 k. w. durante corto tiempo. 

9000 " " 2 horas 50 minutos. 
7000 " " 11 " 50 " 
5000 " " 17 " 40 " 
3800 " dttrante veinticua1tro horas. 

b- La carga media durante veinticuatro horas correspondiente a la 
Cía. General de Electricidad ha sido de 1450 k. w. según la lí
nea (6). 

e- La carga media durante veinticuatro horas correspondiente a 
la Cía. Luz y Fuerza ha sido de 5200 k. w. según la línea ( 5). 

d- La carga media total durante veinticuatro horas ha sido de 
6650 k. w. según la línea (7). 

e- El Factor ele Carga del día resulta del 60 %. 
f -La producción total de energía ha sido de 159600 k. w. corres

pondiendo: 

a Cía. General de Electricidad 
a Cía. Luz y :B'uerza 

FACTOR MEDIO DE CARGA -

34800 k. w .h. 
124800 k. w. h. 

De la comparación de las cargas medias mensuales, con las má
ximas cargas producidas en el rr.es, durante seis años a contar des
d€ 1925 hasta el año 1930 se ha calculado para cada empresa los 
factores medios de carga mensuales y se ha construido el diagrama C. 

De la observación ele este diagrama, puede notarse que los· me
noJ·es factores medio de carga, cm responden a la época de frío y los 
mayores corresponden a la época de calor para ambas empresas. 

De las curvas que caracterizan los factores de carga ele cada 
empresa se ha deducido la curva (3) relativa al Factor Medio de 
Carga Mensual correspondiente a ambas empresas y la línea ( 4) 
relativa al valor medio total ele dicho factor para el período consi
derado. Este factor resulta del 44,5 %. 
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CARACTERÍSTICAS ECONÓMICAS GENERALES 

En el diagrama D gráficamente se indican las entradas brutas 
y los gastos anuales correspondientes a ambas empresas desde el 
año, 1925 al 1930. Es~ando representadas las Entradas Brutas pa
ra ambas compañías por: 

Curva - I - importe percibido por fuerza motriz 
'' - II - '' '' por fuerza para tramways. 

" -III-

" -IV-

" - V -

" " 
" " 
" " 

por alumbrado particular. 
por alumbrado público. 
por fuerza suministrada a la 
otra compañía y por varios. 

Los Gastos para ambas compañías están representados por: 

Curva -A- gastos por sueldos, jornales y admin:stración. 

" 
" 
" 
" 

-B- " 
-C- " 
-D- " 

" 
" 
" 

reparaciones generales. 
amortizaciones e intereses. 
combustible y lubrificante. 

-E- Gastos Totales. 

Las absisas de la zona comprendida entre las curvas E y VI da 
inmediata idea de Ia diferencia y relación entre Entradas Brutas 
y Gastos Totales, y en consecuencia sirve para apreciar el índice 
de utilidades o beneficios QQ:Q: ;respecto al capital. 

Si por otra parte se tiene en cuenta, el capital invertido por 
cada una de las empresas, en sus instalaciones, los gastos totales 
incluyendo amortizaciones e intereses, se puede establecer: (para 
el año 1930) : 

para la Cía. Luz y Fuerza los gastos totales representan el 12,7 % 
del capital invertido en sus instalaciones. 

Para la Cía. General de Electricidad los gastos totales rep-rBsentan 
el 12,5 % del capital invertido en sus instalaciones. 

Además, si se tiene en cuenta el capital invertido por cada una 
de las empresas en sus instalaciones y la capacidad de máquinas 
instaladas por cada una de ellas en sus usinas, resulta para el año 
1930: 

para la Cía. General de Electricidad $ 1400.00 m.n. por K.W. 
para la Cíá. Luz y Fuerza $ 1560.00 m. u. por K. W. 
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Energía1 PTodt¿cida y Distribuida - En el diagrama E se in
aica la energía eléctrica medida y facturada que ha suministrado 
para cada clase de servicio cada una de las compañías, desde el 

. año 1925 al 1930 inclusive, como así también se indica para ambas 
la producción anual de energía. En este diagrama las curvas re

.. presentan: 

Curva-I 
" -II 

-Energía distribuid8. para alumbrado particular. 
., '' para alumbrado públi-co. 

" -III " " para tramways. 

" -IV " " para fuerza motriz y calefac-
ción. 

" -V " " a la otra compañía. 

" -VI " Total Generada por las Usinas. 

" -VII- " Total Distribuida y Facturada. 

Las absisas correspondientes a cada año« y comprendidas entre 
las curvas VI y VII dan a conocer la pérdida de la energía produ
cida, debida a la distribución e influencia de los demás factore:;¡ in
herentes a transporte, transformaciones, etc. 

Precios medws - Considerando el monto parcial de las entra
das brutas correspondiente a cada clase· de servicio, se ha deter
minado el precio medio de venta1 de la unidad de energía de éstos. 

De los diagramas D y E se han obtenido los valores necesarios 
para ello, y del resultado de su comparación se ha construido el 
diagrama F. 

En este diagrama, los precios medios de venta, por unidad de 
energía par-a cada servicio están representados por: 

" -I -Precio Medio de Venta de 1 k.w.h. por alumbrado 
particular. 

" -II " " " " de 1 k.w.h. por alumbrado 
público. 

" -III- " " " " de 1 k.w.h. por fuerza mo-
triz y calefacción. 

" -IV- " " " 
,, 

de 1 k.w.h. por fuerza pa-
ra tramways. 

" -VI -Precio Medio General de Y enta de 1 K. W. H. 

En este diagrama la curva V muestra la variación anual del 
Precio Medio General de Producción de la unidad de energía Dis-
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trib1tida o sea del (K. W. H.) suministrado a domicilio al consumi
dor incluyendo todos los gastos y cargas directas e indirectas de 
explotación. 

·Para la Cía. Luz y Fuerza este precio medio ha experimentado 
las variaciOnes siguientes : 

Año 1925. - Precio M e dio General de Prodncción -- 10,3 ctvs. ~-
" 1926 " " 

,. 
" " 9,8 " " 

" 1927 " " 
,, 

" " 9,9 " " 
" 1928 " " " " " 8,6 " " 
" 1929 " 

, 
" " " 8,4 " " 

" 1930 " " " " " 7,7 " " 
y para la Cía. General de Electricidad : 

Año 1925 - P1·ecio M e dio General de Prodncción - 13,7 ctvs. ~· 
" 1926 " " " " " 14,7 " " 
" 1927 " " " " " 14,5 " " 
" 1928 " " " " " 13,2 " " 
" 1929 " " " " " 12,2 " " 
" 1930 

., 
" " " " 12,0 " " 

USINAS HIDROELÉCTRICAS-

En el año 1929 la en~~~'Í{l, total gene~·ada por las usinas térmi
cas e hidroeléctricas de ambas compañías, según se desprende del 
diagrama E ha sido : 

:por la Cía. Luz y 11-,uerza . . . . . 

por la Cía. General de Electricidad . 

41000000 K. W. H. 

15000000 K. W. H. 

que suman una producción total de cincuenta y seis millones de 
kilowattio - hora, habiéndose distribuido o suministrado a los dife
_rentes consumidores solamente alrededor de cu,arenta y cinco mi
llones de kilowattios -hora. 

De los cincuenta y seis millones de kilowattios - hora generados 
o producidos por las diferentes usinas, corresponden a las usinas 
hidroeléctricas treinta y cuatro millones de kilowattios - hora, que 
rel?resentan más o menos un sesenta y cuatro por ciento de la ener
gía total generada. 

Estos treinta y cuatro milloneR de kilowattios - hora producidos 
mediante la energía hidráulica del Río Primero, representan la uti-
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lización de un caudal medio (lf!lctivo anual, de seis mil quinientos 
litros por segundo. 

Este caudal a su vez, representa el setenta y seis por ciento "más 
0 menos del caudal medio anual de regulación, determinado como . . . . 
descarga media del Dique San Roque para los años críticos, según 
se establece en el último proyecto relativo al mencionado dique. · 

Como por otra parte, el proyecto mencionado comprende tam
bién un aprovechamiento hidrociéctrico, con la construcción de una 
usina, en reemplazo de las de Jlliolet y Barrnba, corresponde para su 
apreciación dentro del orden económico, determinar la influencia 
que la energía eléctrica generada por esta usina, tendría sobre los 
actuales precios de la unidad de energía en Córdoba, como así mis
mo la construcción de otra usina, construida al pie del dique y des
tinada a trabajar en las horas de máxima carga que influencia ten
dría también sobre los precios actuales. 

Las bases que sirven para estos estudios comparativos, a los 
efectos de la determinación del precio de producción de la UJ:!.id~d 
de energía en el tablero de las nsinas, excluyendo transformación 
y transporte son : 

1 - Caudal mínimo anual disponible 8,5 metros cúbicos por se
gundo. 

2 - Intereses y Amortiz~ciones y gastos de explotación 12 % del 
capital. 

3- Que la usina proyectada que anula la de Molet y Bamba, debe 
suministrar a las compañías propietarias de ellas y en sus ta
bleros, una cantidad de energía equivalente a la capacidad 
productora anual de las mismas, funcionando con igual caudal. 

4- Que las compañías propietarias de las usinas anuladas, deben 
aportar a los fondos de amortización de la usina proyectada, 
el importe correspondiente a la energía que han. recibido en 
el año, de acuerdo al precio actual de producción de las usinas 
anuladas (sin tener en cuenta la influencia que podrían te
ner otras indemnizaciones). 

5 -Presión manométrica de trabajo en las turbinas de la usina 
proyectada nueve kilos cien gramos por centímetro cuadrado. 

6- Capacidad más conveniente de la usina proyectada, nueve mil 
kilowatt o sean alrededor de doce mil doscientos caballos de 
fuerza. 
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7- El precio por kilowatt instalado, incluyendo el aumento Je 

. embalse para la regulac~ón de descarga, en el dique lVIal Paso 

se estima a razón de setecientos pesos %-
8 ___:_Precio de estimación actual de la usina de 1\folet, a razón de 

cuatrocientos pesos % por kil·owatt, instalado. 

9 -Presión manométrica de trabajo en las turbinas de Molet un 

kilo doscientos gramos por centímetro cuadrado. 

10 -Precio de estimación actual de la usina de Bamba, a razón de 

cuatrocientos pesos % por kilowatt instalado. 

11- Presión manométrica de trabajo en las turbinas de Bamba, tres 

kilos por centímetro cuadrado. 

12 - Precio de estimación actual de la usina de Calera, a razón .de 

ochocientos pesos ;3¡;- por kilowatt instalado. 

13- Presión manométrica de trabajo en las turbinas de Calera, 

cuatro kilos por centímetro cuadrado. 

Para la usina posible de com;truir al pie del dique, que la de
nominaremos '' usina de pico'' por cuanto con ésta, sería posible 
combatir picos tales c.omo el A B C que puede observarse en la cur
va (3) del diagrama A se han tenido en cuenta las bases o facto
res siguientes: 

1 - Instalación de un grupo turbina - turbobomba y un grupo tur
bo- alternador de cuatro mil K. W., sirviendo el primero para 
bombeo y almacenaje de agua en depósito elevado, aprove
chando las condiciones topográficas del lugar; y el segundo 
como productor de energía en momentos adecuados y traba
jando en paralelo con las usinas electrógenas actuales. 

2- l!tilización de un solo conducto forzado para bombeo y ali
mentación del turbo alternador. 

3 - Embalse para regulación d2 descarga en Molet o lVIal Paso. 

4 ~El precio del kilowatt instalado se estima a razón de cuatro
cientos pesos %-

Teniendo en cuenta para cada caso las bases correspondientes, 
se ha calculado el precio de producción de la unidad de energía, y 
con los resul~dos obtenidos se ha construido el diagrama G, en 
función del trabajo horario anual. 

AÑO 18. Nº 9-10. NOVIEMBRE-DICIEMBRE 1931



-43-

PRECIO DE LA UNIDAD DE ENERGÍA DIS'rRIBUIDA -

El precio de la unidad de energía distribuida es variable con 
el fttctor de carga, para una carga máxima dada; y también es va
riable con el Coeficiente de producción o sea con el cociente que re
sulta de comparar la~nergia distribuida1 anua.Zmen1te por una insta
lación, con la que se podría distribuir ef13ctiva.mente con la misma, 
atendiendo a la capacidad real o efectiva de ésta. 

Como bases para la determinación de este precio aproximado 

se han adoptado las características siguientes : 

1- Trabajo anual práctico para las usinas hidroeléctricas: ocho 
mil horas anuale:;. 

2 - Trabajo anual práctico para las usinas térmicas: seis mil ho
ras anuales. 

Co~ estas bases y mponiendo que las características económicas 
de explotación, dadas por los diagramas C, D, E y F sufran o ex
perimenten variaciones adecuadas, se ha construido el diagrama H. 

Este diagrama, nos da a conocer aproximadamente el Precio 
JJiedio de Producción de la unidad de energía distribuida; o sea el 
precio medio del kilowatt entregado en el domicilio del consumidor 
o en el lugar de utilización, para los casos siguientes: 

a- Para la Cía. General de Electricidad (curva 1) suponiendo que 
la energía distribuida sea producida por la usina térmica y la 
hidroeléctrica de Molet. 

b- Para la qa. Luz y Fuerza ( ?urva 2) suponiendo que la ener
gía distribuida sea producida por la usina térmica y las hidro
eléctricas de Bamba y Calera. 

e- Para la Cía. Luz y Fuerza y Cía. General trabajando todas sus 
usinas conjuntamente con la usina de pico (curva 3) propuesta. 

d- Para la Cía. Luz y Fuerza y Cía. General trabajando todas sus 
usinas conjuntamente con la usina proyectada en reemplazo de 
las de Molet y Bamba. 

Del examen del diagrama H, se desprende : que las usinas de 
la Cía. General en el año 1929 habrían trabajado con un coeficiente 
de producción del 26 % y las usinas de la Cía. Luz y Fuerza, en el 
mismo año habrían trabajado con un coeficiente del 54 %-
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REDUCCIÓN DEL PRECIO DE PRODUCCIÓN -

Puede notarse en el diagrama H que el precio de producción 
para cada uno de los sistemas estudiados, disminuye como· es lógico, 
a medida que el Coeficiente de Producción aumenta. Así por ejem
plo, para un coeficiente del 60 % los precios serían: 

Según Curva -1 - 7.0 centavos ~-
" " . - 2 - 7.8 " 

" " 
" " 

-3 
-4 

7.4 

7.3 
" 
" 

Con los mismos sistemas, para un coeficiente de producción 
ideal igual a la unidad, los precios de producción serüm: 

Según Curva- 1 5.6 centavos ~-

" " -2 6.1 " 
" " -3 5.8 " 
" " -4 5.8 " 

Si el mismo análisis se hiciera para las empresas que actual
mente sirven a Córdoba, teniendo en cuenta el coeficiente de produc
ción en el año 1929, y suponiendo que alcanzaren en el futuro un 
coeficiente de producción del setenta por ciento, (que puede ad
mitirse como un máximum, dadas las características de explota
ción actual) nos haría ver la pQsibilidad de reducir los precios de 
producción como sigue : 
para la Cía. Luz y Fuerza en 16 % 
para la Cía. General de Electricidad en 46 %-

Estos resultados, hacen aparecer y muestran la necesidad de 
propone.r con las instalaciones existentes (y tener en cuenta para 
las usinas citadas posibles de construir) a aumentar al máximum 
posible el Coeficiente de Producción; por cuanto ello implicaría un 
beneficio inmediato al consumidor. Pues las actuales tarifas podrían 
reducirse. 

Por otra parte, es de hacerse notar que el aumento del coefi
ciente de producción en centros consumidores de energía eléctrica 
caracterizados por curvas de carga tales como las A y B, típicas 
de Córdoba, es difícil a expensas de un aumento en la distribución 
anual de energía, por cuanto este aument<;, si se realiza siguiendo 
las características de las curvas típicas, forzosamente comprendería 
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picos de carga superiores a los actuales, los que exigirían aumentar 
la capacidad de las plantas generadoras de la energía, mante"';Üendo 
el coeficiente de producción en los límites actuales. 

De lo expuesto, se desprende: que es necesario adoptar o exi
gir que la distribución de la energía eléctrica posible de generar 
por estas usinas electrógenas, debe encuadrarse en procedimientos 
o métodos que aseguren una mejor utilización de los capitales in
vertidos, por cuanto con ello, las cargas fijas que influyen en la fi
nanciación de la industria, tendrán una menor influencia en el pre
cio de producción de la unidad de energía. 

Es menester entonces, recurrir a los procedimientos puestos 
hoy en práctica en países europeos y americanos; procedimientos 
que si bien es cierto que no aseguran un aprovechamiento integral 
de la energía posible de generar, por lo menos, lo hacen más com
pleto, obteniendo como consecuencia de ello una mejor repartición 
de la energía, que redunda en beneficio colectiv0. 

Estos procedimientos ya adoptados, en general se encuadran 
en las normas siguientes: 

a- Coordenar el trabajo en paralelo de las usinas electrógenas de 
cierta importancia y características, que estén ubicadas dentro 
o fuera de centros de consumo, mediante redes de alta tensión' 
aptas para servicio en recorrido. 

b- Exigir como condición indispensable de explotación para las 
nuevas concesiones, el trabajo en paralelo de las usinas elec
trógenas, por ser esto, en general, factor decisivo para obtener 
los menores precios de producción de la unidad de energía. 

e - Construcción de redes colectivas para transporte de energía, es
tablecidas si es necesario con la ayuda y bajo el control del es
tado, siguiendo por ejemplo las normas de la ley francesa del 
año 1922 u otras análogas. 
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S;EGUNDA PARTE. 

UN CAPITULO DE TRIGONOMETRIA 

CAPITULO PRIMERO 

RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS PRINCIPALES 
DEL TRIANGULO. 

§ I. -- NocmNES PRELIMlNARES. 

152. - Elementos y notaciones . .:_ l.JOS tres lado~ y los tres 
ángulos constituyen lo que llamamos elementos principales del tn:án
g.ulo. Las medidas de los lados las representaremos por los números 
a, b; e, y las de los 1111gulos opuestos p·or los A, B, ·e respectiva
mente. En el triángulo rectángulo A designará el ángulo recto y a 
la hip,()tenusa; y en e; triángulo isósceles, A el ángulo en el vértice 
y a la base. 

Elementos secundaTios son los demás elementos del triángulo, 
como área, perímetro, alturas, medianas, bisectrices, radios de las 
circunferencias circun&cripta, inscripta y exincripta, etc. 

Las alturas se desig11arán con la letra h y las medianas con la 

m, y un subíndice relativo al lado a que correspondan: así, ha será 

la altura sobre el la.do a, y me la mediana correspondiente al lado c. 
Las bisectrices imeriores se desi~arán con la inicial b y las 

exteriores con b', afectn.das ambas de un subíndic0 que exprese el 
ángulo que bisecan. 

El radio de la circunferencia circunscripta se representará por 
R, y el de la circunferencia inscripta Jlü~ 1·; Jos de las circunferen

cias exinscriptas por r a , rb y re , designando el índice el lado a que 
son tangentes. 

El área o superficie se designará por S y el perímetro por 2 p. 
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153. - Número de relaciones distintas entre los elementos 
principales del triángulo. - Se sabe por Geometría que un trián
gulo queda determinadv cuando se c~nocen tres de sus seis elemen
tos principales con t.al que en ellos entre un lado; por consiguiente, 
entre esos seis elementos debe haber por lo menos tres ecuaciones , 
distintas para que constituyan un sistema determinado y puedan 
calcularse tres en fLmc1ón de los otros tres. No puede haber más 
relaciones, porque si hubiera otra, tendrí'amos un sistema de cuatro 
ecuaciones entre seis cantidades, y bastaría conocer dos de éstas. 
para determinar las otras cuatro1 lo que no es posible, pues, dos 
elemen~os no determinan un triángulo. De aquí se deduce el si
guiente: 

TEOREMA. - Ent·re los seis elementos principales de t&n t?·iángulo, 
hay tres relaciones ,f.istintas, y no puede haber rnás. 

154. - Número posible de casos de resolución. - Como para 
que un triángulo quede .. ~eterminado es necesario conocer tres de 
sus seis elementos con !:al que en ellos entre un lado, se deduc~ que 
habrá tantos casos de resolución cuantas combinaciones puedan for
marse con esos seis elementos tomados de tres en tres, número que 

6 . 5 . 4 
como se sabe por AlgdJra ts ---- = 20. Formando todas esas 

1 . 2 . 3 
combinaciones, sepal'mdo la que reilulta constiblida por los tres 
ángulos que como no 0cntiene un lado no responde a la cuestión, 
con las diez y nueve restantes pueden formarse los siguientes gru
pos: 
I.- aBO, bAO, cAB: un lado y los dos ángulos ad

yacentes. 
II.- abO, acB, bcA: dos la,do~~ y el ángulo com

prendido; 
III.- abA, abB, acA, acO, bcB, bcO: dos lados y el án,gulo opu~sto 

a uno de ellos; 
IV.- abe: los tres lados; 
V.- ABa, ABb, AOa, .lOe, BOb, BCc: dos ángttlos y el lado opues

to a uno de ellos. 
Pero ~ste último grupo se refunde en el I porque como en la 

Geometría euclidiana la suma. de los tres áit,gulos de ttn triángulo es 
igual a dos 1"ectos, :~onociendo dos de esos ángulos el tercero queda 
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también determinado, y se tiene· así un lado y los tres ángulos ; y 
por consiguiente un la~~:) y los dos ángulos adyacentes. i 

· De manera que todos los: casos posibles de resolución de los 
triá:n,gulos se reducen a los''cuatro primeramente enumerados que 
se denominan elementales o1 clásicos. 

En el caso del tnángulo 'rectángulo, como A= 90°, no se con
sideran más que los c:nco elementos restantes, y de éstos es nece
sario conocer dos, siempre que en esos dos entre un lado, para de
terminar los otros tres. El número de combinaciones de esos cinco 

5. 4 
elementos tomados de dos en dos es --= 10 ; y dejando afuera la 

1.2 
combinación B C, las nueve restantes agrupadas como sigue, 'l'lan 
lugar a los cuatro casos clásicos: 

I.- be: los dos ca.tetos; 
II.- a b, a e: la h1:potenusa. y un cateto; 
III.- a B, a O: 
IV.- b B, b O, e B, e O: 

la hipotenusa y un ángulo agudo1; 
un cateto y t~n ángulo agudo. 

§ II. -FóRMULAS FUJ'.<"'DAMENTALES. 

155. - Deducción correlativa de las fórmulas. - Debemos te
ner presente que la Geometría euclidiana, que sirve de base a 
nuestro estudio, los números que miden los seis elementos princi
pales del triángulo son todfls r}ositivos, y los que miden los ángulos 
son del intervalo (0, 7r J. 

I.- Consideremos ahora el triángulo A B O. Si proyectamos 
su contorno sobre un eje x, tendremos (no 87) ( *). 
a cos (x a) + b cos (x b; +ecos (x e)= O. 
S1 hacemos coincidir x sucesivamente 
con a, b, e, resulta el >'istema 

a + b cos ( ab) + e cos ( ac) = O, 
a cos (ba) + b +ecos (be) -0, (A) 

a cos (ca) + b cos ( cb) + e = O ; 

pero del sentido de rotación elegido y 
del examen de la figura, resulta tam
bién: Frg.'t3 
( *) Para eApresar el úngulo de GoE dneccwne:-5 .t -y a, empltamos la notación (x a). 
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(be) = 7r- A, donde cos (be)=- cosA, (B) y seE (be}= senA. (Ü) 
(ab) =-¡r-e, lde 

(ca) =-¡r-B; (n°. 67) 

cos(ab)=-cose,\ sen(ab}=sene,l 

cos (ca) =-cosB; sen (ca)= sen B. 

Por otra parte, te'lemos igualmente ~n·. 31, 1") 

(ba) = 7r +e, lde cos (ba) =-cose, l sen (ba) =-sen e,l 
(cb)=-¡r+A, donde cos(cb;=-cosA, (D)ysen(cb}=-senA, (E) 
(ac)=-¡r+B; (n".66) cos(ac)=-cosB; sen(ac)=-senB. 

Sust)tuyendo ahor•1 en el sistema (A) los -valores de los cose
nos dados por (B ( y (D), y despejando los lado~, se tiene final
mente: 

a-= b cos O+ ecos B, ) 
b =- a cos O + e cos .A, 
e : = a cos B + b cos .A. 

(88) 

Relaciones que según el teorema ctel n. • 86 expresan la condi
ción necesaria y suficiente para que los seis números A, B, O, m, b y e 
constituyan los seis elementos principales de un triángulo, y que 
dan lugar al siguiente: 

TF.OREMA (llamado de la proyección). - En todo triángulo rectilí
neo, cada lado es igual a ta surna de las pr·o~t~>cciones de los otros 
dos sobre la dirección del primero. 

II. - Si proyectamos ahora sobre un eje perpendicular al x, 
tendremos (n." 87) 

a sen ( xa) -
1
'- b sen ( xb) + e sen ( xc) = O ; 

y haciendo coincidir x con a, b, e sucesivamente, resulta el sistema: 
b sen (a b) + e sen (a e) = O, 
a sr;n (b a)+ e sen (be)= O, 
a sen (e a) + b sen (e b) = O ; 

en el que s1 se reemplazan los senos por sus valores dados por las 
relaciones ( C) y (E), se tiene después de transponer : 

b e 

sen B sen o 
(L e 

- --·--
sen A sen o 

a b 

s·:n A SC'1 B 
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relaciones que dan lugar al siguiente: 

TEOREMA (llamado del seno). - En todo triángulo 1·ectilíneo, los la
dos ·sorn proporcionales a los senos de los ángulos O·ptUestos. 

Como estas tres fórmulas no constituyen en rigor más que dos 
distintas, pues, cada una es una con:,;ecuencia dt. las otras dos, se 
une a ellas la proposición fundamental de la Geometría euclidiana 
relativa a la suma de io·:; tre& ángulos, y se tiene el grupo 

a b e (89) 
A+B+e=180°, l 

---- === --- =::.== --·-·-

sen A sen B sen C 

III. - Multiplicando cada fórmula del grupo 88 por su pri
mer término se encuentra 

a2 =a b cos e + a e cos B, 
b2 =a b cos e + b e cos· A, 
c2 = a e cos B + b e cos A_ ; 

restando de cada una de éstas la suma de las otras dos y despe
jando el primer lado se obtiene el sistema 

a2 = b2 + c2 --2 be cosA, 
b2 =Ct2 +c2 -2 ac cosB, 
c2 = a2 + "é~ - 2 ([ b cos e; 

que da origen al siguiente : 

l (90) 

'rEOREMA (llamado del coseno o de Carnot). - En todo triángulo 
rectilíneo, el cuadrado ,z.e un lado es igua.Z a la suma de los cuadra
dos de los otros dos menos el duplo de ellos por el coseno del ángulo 
compr.endido. 

156. - Consecuencia importante. - Los tres grupos de fór
mulas, 88, 89 y 90 por la forma en que se han deducido, basada 
en el teorema de las proyecciones (n°. 86)' expresan la condición 
necesaria y suficiente para la existencia del triángulo, es decir, que 
se verifican en todo triángulo, y recíprocamente, que si esas fór
mulas se verifican, los números A, B, e, a, b y e constituyen los 
seis elementos principales de un triángulo. De aquí se deduce en
tonces que para averiguar las condiciones de posibilidad de un 
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problema de resolución de triángulo, no hay más que pr<;>bar que 
las fórmulas dan para los lados . valores positivos y para los án
gulos valores positivos también y menores que 1r o 180°, sin ne
cesidad de atender a ninguna otra consideración. 

157. - Deducción independiente de las fórmulas. - Los tres 

grupos de fórmulas que acabamos de establecer pueden deducirse 

independientemente uno de otro, y es lo que vamos a hacer aho

ra; debiendo advertir que basta la deducción de una sola fórmu

la de cada grupo, pues, las otras dos se obtim:wn de manera análoga 

o por simple permutación circular de los elementos del triángulo. 
lJaS demostraciones que siguen no son completas por cuanto 

no se denmestra la recíproca de cada teorema; pero suprimire

mos esta última parte por haberla dejado bien establecida en el 
n°. 155. 

I. - TEOREMA DEL SENO. - Se sabe que en todo triángulo se ve
rifica la relación (1) 

ab = 2 R he (m) e 
pero en los triángulos con- e 1 

1 
1 

siderados se tiene (TEOREMA 
Jtcl 

1 
1 
1 

I, n°. 54) 
1 1.------

..8. A e ::B 
en el 1 o, he= a B 2." sen 

= b sen A 
Ftg.lJ:k 

y en el 2°, he= a -;en B = b sen (180°- A) = b sen A. 
Sustituyendo estos valores de he en (m), reduciendo y despe

jando resulta 

a 
---=2R 
sen A 

y 
b 

----:- == 2 R. 
sen B 

e 
Como de análoga manera se encuentra = 2 R, se tiene 

sen e 
por último 

a b e 
e--= --- = ---- = 2 R. 

sen A sen B sen e 
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CoROLARIO l. - En todo triángulo rectil!íneo, la razón de cada 
lado al seno del á1'bgulo opuesto es constante e igual al diámetro de 
la circunferencia circunseripta. 

CoROLARIO II. - En el t1·iángulo rectángulo la hipotenusa. es 
igual al diámetro de la circunferencia circunscripta. 

Por A.= 90°, sen A.= 1 y la última f. da 
a= 2 R. 

II. - TEOREMA DE LA PROYECCIÓN. - Si en el triángulo B A O 
consideramos el vector B O como la re-
sultante de los vectoreF. consecutivos B A. 
y A O, tenemos la equipolencia 

(B O)= (B ~t) +(A. C), 

e 

.B 

que proyectada sobre B C da Ftg.4:5 

B C = B A. cos B + A. C. cos (-a) -B A.. cos B + A. C cos a; 
y por ser a= e, se tiene reemplazando los vectores por sus medidas 

a= e cos B + b cos C. 

III.- TEOREMA DEL COSENO o DE CARNOT. -Si en el triángulo 

~4 B C tomamos el lado b como eje de 

las x y el vértice A como origen, y de-

signamos por x e y las coordenadas de 

B, como las de C son b y p, tenemos 

Ftg:46 
a2 = ( x - b )2 + (y - 01)2 = b2 + ( x 2 + y 2

) - 2 b ( x) ; 
pero en el triángulo i.'eC'tángulo A. B D se tiene : 
por el teorema de Pitágoras 
y por teorema I del Il

0
• 54 

x2 +Y2=c2, 
X=C COSA.. 

Reemplazando e¡;tos valores en la igualdad anterior, resulta 
por último 

ao -= b2 + e2 
- 2 b e cos A. 
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158. - Equivalencia de los tres grupos. - Por el teorema del 
n°. 153 los tres grupos de fórmulas deben ser equivalentes, y así 
lo hemos comprobado en la deducción cor~elativa; pero como esto 
no resulta de la deducción independiente, vamos a dar una nue
va demostración, deduciendo una sola fórmula de cada grupo. 

I. - Del grwpo 88 deducir los 89 y 90. 

1°. - Deducción del grupo\ 89~ - Multiplicando cada fórmula 
por su primer término, y restando de la primera así obtenida la 
segunda, se encuentra 

a2 
- b2 .= e (a cos B - b cos .A_) j 

y si en ésta se reemplaza e por su valor dado por la tercera fórmu
la 88, se tiene sucesivamente 

o 

(}?- b2 = (a cos B + b cosA) (a cos B- b cos A) 
= a2 cos2 B- b2 cos2 A, 

a2 (1-cos2 B) = b2 (1-cm:2 A), 
es decir 

y como los cuatro factores son positivos, resulta 

a sen B = b sen A. (m) 

Operando de igual manera con la. p,rimera y la tercera, se encuentra 

a sen e = e sen A. ( n) 

De (m) y (n) se deduce 

a b e 
----:=--=----, (p) 
sen A_ sen B sen e 

que es una de las que se buscan. 

Para deducir la otra se procede así : como las tres ecuacio
nes dadas son homogéneas con respecto a a, b, c. pueden reempla
zarse estas cantidades por las sen .il, sen B, sen e que les son pro
porcionales según ( p), lo 9-ue da 

sen A = sen t3 cos e + sen e cos B = sen ( B + e)' 
sen B = sen A.. ~o~ e + sen e cos .A = sen (A + e), 
sen e -:-- sen A e os B + sen B cos A = sen (A + B). 
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Para que dos ángulos positivos y menores que 71" tengan el 
mismo seno, es necesario que sean iguales o suplementarios; lue
go se debe tener 

A=B+C 
B=A+C 
O=A+B 

o 

" 
" 

A+B+0=71", 
B+A+0=71", 
O--i--A+B=71". 

Sumando ordenadamente estas dos series de igualdades y su
primiendo los factores comunes, nos dan: 

o 

La primera condición es absurda porque los tres ángulos son 
positivos y mayores que cero ; entonces se verifica la segunda. 

2°. - Deducción. de! gntpo 90. -- La hemos efectuado en el caso 
III del n." 155. 

II. - Del grupo >59 deducit· los 88 y 90. 
1°. - Deducción ilel grttpo 88. - De la primera fórmula del 

grupo propuesto se saca 

.A.=7r-(B+O), 
y de aquí se deduce 

sen ,A = sen ( B + O) = sen B e os O + sen O cos B; 

pero como esta ecuación es hQlll_ogénea con respecto a sen A, sen B, 
sen O, se los puede reemplazar por los números a, b, e, que les son 
proporcionales según ia "legunda ecuación propuesta, lo que da 

'h = b cos O + e GOS B. 

2°. - Deducción del grupo 90. -- Del grupo 89 se pasa al 88 
como lo acabamos de efectuar, y de éste al 90 como se ha hecho en 
el caso III del n.o 155. 

III. - Del grttpo 90 deducir los 88 y 89. 

1°. - Deducción del grupo 88. - Sumando de dos en dos las 
fórmulas del grupo dado y reduciendo se obtienen las que se buscan. 

La suma de la primera y la segunda da 

a2 .+ b2 = a2 + b2 + 2 c2
- 2 e (b cosA+ a cos B), 

y de ésta. se deduce 
e = a cos B + b cos il.. 
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2°. -Deducción del gntpo 89. -Deducido del grupo 90 el 88, 
de éste se pasa al 89 como se ha visto en el caso I de este número. 

§ IU. - FóRMULAS DERIVADAS. 

159. - Relación entre los cosenos de los tres ángulos. -
En todo triángulo se tiene 

iL + B = 1soo- e; (1) 
de donde 

cos (A + B) =- cos e, 
o cos A CGS B -sen A sen B =- cos e; 
y transponiendo 

cos A e os B + cos e = sen A sen B. 

Elevando al cuadrado 

cm¡2 A cos2 B + cos2 e+ 2 cosA ces B cose= sen2 A sen2 B, 

-= (1--cos2 A) (1-cos 2 B), 
--=--= l - cos2 A - cos2 B + cos2 A cos2 B; 

y por último 

cos2 A+ cos2 B --1-- cos2 e+ 2 cosA ces B cose= 1 (91) 

160. - Suma de los senos de los tres ángulos. -
De la relación (1) del número anterior se deduce 

sen (A + B) = sen O, 
A+B e 

sen---= cos-
2 2 

Con estas fórmulas y las 35, 61 y 63 se tiene sucesivamente 

sen A + sen B + sen e= sen A + sen B + sen (A+ B) 

A+B A-B A+B A+B 
= 2 sen---- C•JS ---+ 2 sen---- cos ---

2 2 2 2 

A j- B l A - B A. Bl = 2 sen---- . cos ---+ cos ----
2 2 2 

A+B A B 
= 4 sen---- ·~es - cos-

2 2 2 

A B e 
sen A + sen B + sen e= 4 cos - cos- cos -

2 2 2 
} (92) 

AÑO 18. Nº 9-10. NOVIEMBRE-DICIEMBRE 1931



-64-

161. - Teorema de las tangentes. - De la segunda fórmula 
del grupo fundamental 89 se deduce 

a+b senA+ sen B 

a-b senA- sen B 

y por intermedio de la E. 65 se obtiene 

n--+--b 
---- = ------ . 
'L-b . A-B 

2 

(93) 

Fórmula que com;Lituye el teorema de las tangentes, muy útil 
en la resolución -de los triángulos, y que se enuncia así: 

En todo triángnlo: rectilíneo, la. Mtma de dos lados es a sn dife~ 
rencia como la tangente de la semis·urna de los ángulos opuestos es 
a la tangente de la sernid:iferencia de los rnisrnos. 

162- Fórmulas de Newton. - De la segunda fórmula del gru
po fundamental 89 y teniendo en cuenta las fs. 35, 61 y 62, se 
deduce 

sen A + sen B 

e sen e 

a-b sen A- senB 
- --;-- === ------- = 

e sen e 

A+B e 

A+B A-B 
2 sen--- cos ---

2 2 

e e 
2 sen -- cos --

2 2 

A +B A-B 
2 e os---- sen ---

2 sen 

A+B 

2 2 

e 
cos 

2 

e 

e 
2 

y como sen --- ~ cos y cos --- = sen - , se obtiene 
2 2 2 2 
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finalmente 

il-B 
cos---

(1¡+b e 
---- ,_ -----

e 2 
sen --

2 
(94) 

-Li-B 
sen---

a-b 2 
--- -- ------

e e 
cos -.-

2 

Estas fórmulas, conocidas con el nombre de· analogías de Mol
weide, fueron descubiertas por N ewton y publicadas en su Arit
mética Universal en 1707, niientras que las obras de Molweide apa
l'eciero.-p. recién en 1808; pero más de medio siglo antes los mate
máticos F. W. Oppel (1746) y Tomás Simpson (1748) las habían 
introducido ya en la Trigonometría. 

NoTA. - Dividiendo la primera por la segunda de estas fór
mulas se llega al teorema de las tangentes. 

163. - Fórmulas logarítmicas. - Como en la resolución de 
los triángulos se emplean ·las tablas logarítmico-trigonométricas 
por la gran simplificación que aportan a los cálculos, es necesario 
que las fórmulas fundamentales sean calculables por logaritmos 
para aprovechar eficazmente las ventajas de esa simplificación. 
Desde luego las fórmulas del grupo 89 lo son directamente, pues, 
cada elemento de una cualquiera de ellas res111ta expresado en fun
ción logarítmica de los otros tres; las del grupo 88 no se emplean 
en esta clase de cálculos por ser sus incógnitas de eliminación di
fícil, pero pueden hacerse logarítmicas por un procedimiento aná
logo al estudiado en el n°. 131; las del grupo 90, que se utilizan 
para calcular los ángulos en función de Jos lados, se transforman 
como se ha explicado en el n." 139. 

a+b+c 
Siendo p el semil)erímetro, es d\'ejr, p = -----, y apli-

2 
cando la misma fórmula a los otros dos ángulos, se obtienen los 
cuatro grupos: 
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A -ll (p-=b) --(p-=~ ) 
sen 2- b e . ' , 

sen.~ = v(P---:-:) (~-:e)' (95) 

e os A = l /pep-=~ 
2 i b e ' 

B ' 
eos 9 = JIP ~P---~2, 

'" ' a e (96) 

sen ~ = v~~r- ~ cf- ~2; e ¡· eos -;:;- = l pJp---e); 
~ · a b 

eot A= , -(p-=-b) (p::_:__e), l P (p-a) ) 

eot B = ~ (pp_ __ ~ cJLc)' (98) 

eot e = V 'e/ ~rclLG)" 

H EF ERENOIAS. 

(1). Véase Cours de GéQmétrie élé·rnentaire par F. G. M. (1912) 
n.o 252, y Geometría Pla.nla por Wentworth y Smith n.o 305. 

N°. 19. - La di~taneia d entre dos puntos de co.ordenadas x1 

Y1 y X 2 Y2 respectivamente, es dada por la ecuación: 

No 31, 1°. Si en el ángulo de dos direcciones se permutan en
tre sí el lado origen y el lado extremo, el módulo del ángulo no 
varía pero cambia de sentido y por consiguiente de signo, o si se 
conserva el sentido primitivo el ángulo se convierte en su conju
gado. 

Dos ángulos son conjugados cuando su suma es igual a cua
tro rectos o 360°. 

N°. 66. Las funciones circulares de dos ángulos que se dife
rencian en Tr o en un múltiplo impar de Tr, son números opuestos, 
excepto las tangentes y cotangentes que son iguales. 
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N°. 67. Las funciones circulares de los ángulos suplementa
rios son números opuestos, excepto los senos y cosecantes que 
son iguales. 

N°. 86. Para que un contorno poligonal plano 'sea cerrado, es 
necesario y suficiente que sus proyecciones sobre dos eJes secan. 
tes sean separadamente nulas. 

N°. 87. La expresión analítica de la condición de cierre lineal 
de un contorno poligonal es 

a cos a + b cos f3 + e cos y + 
a sen a + b sen f3 + e sen y + 

=0, 
=0; 

en que a, b, e, .... .;ou los vectores lados y a, /3, y .... los ángulos 
que hacen con la direceión positiva del eje. 

F'órrnulas citadas: 

f. 35 : sen 2 a = 2 sen a cos a, ; 

p+q p-q 
f. 61 sen p + t;en q = 2 sen --- cos -:---

2 2 

P+q p-q 
f. -62 sen p ~ sen q = 2 cos ---- sen --- . 

2 2 

;J"ACINTO DEL Vrso 

NOTA: La presente c'olaboración para el número especial de esta Revist•a comprende el ca
pítulo co1-res•pondiente de las lecoones que dicto en, nuestra Facultad de Ciencias 
Exactas desde hace treinta y un años. Lo doy a la pubhCid•ad porque creo que 
la forma novedosa y sencilla de las demostraciones puede interesar a los estu
diosos" 
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