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PROLOGO

Al reunir en este folleto, a manera de acotaciones de Clase,
todo cuanto me es posible presentar al lector una ordenacién cla-
ra sobre el tema Desformacion de los Sistemas Planos, no pretendo
en modo alguno eseribir un texto completo, sino més bien juntar
en un solo trabajo, los Apuntes que en forma dispersa he pu-
blicado en la ‘“Revista de la Universidad’’ y en el ‘“Boletin de
la Facultad’’, ampliando o aclarando los conceptos, introduciendo
modificaciones que simplifican y generalizan los procedimientos
.y realizando algunos ejercicios aclaratorios sobre todo en la que
se refiere al manejo de las unidades en que deben medirse las mag-
nitudes numéricas que se utilizan.

Sobre el tema que tratamos existe una copiosa y erudita bi-
bliografia pero las circuunstancias por que atraviesa actualmente
el mundo, la aleja del alcance del estudiante en particular y del
profesional en general.

He creido prudente, dedicar un primer capitulo al estudio de
la cinemética de la chapa rigida, con el fin de establecer los ele-
mentos bésicos indispensables para seguir sin difieultades el es-
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tudio que realizamos, admitiendo una sola notacién y una econ-
veneién de signos uniforme en todo su desarrollo.

Daremos preferente atencién a los métodos gréficos sin restar
importancia a los procedimientos analiticos que en la mayoria de
los casos son los fundamentos de aquéllos.

Si este trabajo es de utilidad a profesionales ¥y a estudiarntes,
habrianse satisfecho las mis caras aspiraciones y anhelos de quien,
como yo, tiene el alto honor de pertenecer al Profesorado de la
Facultad.

Cérdoba, Diciembre de 1944.

Carlos A. Ninci.
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INTRODUCCION

El conocimiento de las deformaciones que experimenta una
estructura construectiva como consecuencia de la elasticidad de su
material y en virtud de los esfuerzos que sobre ella provocan las
:Euerzas exteriores que la.solicitan (cargas y reaf}lones) Y que por
principio de estabilidad deben formar un econjunto en equilibrio,
Heva al ingeniero a la solucién de un doble. problema: establecer la
forma final que adquiere la estructura una vez que ha llegado al
estado de equilibrio entre fuerzas y desformaciones, es decir, es-
tablecer numéricamente los desplazamientos, en magnitud, diree-
cién y sentido, de cada uno de los puntos del sistema, y finalmen-
te, abrir un camino claro, faecil y preciso para dar solueién a aque-
llos sistemas que en razén de contener vinculos superabundantes,
presentan mas de tres inedgnitas a la solucién estitica, torndndo-
se insuficiente la aplicacién de las conoecidas ecuaciones de equili-
brio e

2ME) =0 ; ZF, =0 ; 21N =0 o

La primera cuestién, —el conocimiento de los desplazamientos
en si— no presenta un interés inmediato, desde que sabemos de an-
temano que si hemos proyectado una estructura dimensionindo-
la de modo tal que las fatigas (o) o esfuerzos moleculares internos
estin por debajo del limite de elasticidad del material y atn
méas, estdn dentro de los valores que la préactica y la prudencia
aconsejan adoptar, las deformaciones eldsticas que experimentard
aquella estructura, no podrin jamés llegar a provocar su destrue-
cién ni 51qu1era atentar contra su estética. ’

El conocimiento de tales desplazamientos es de utlhdad como
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elemento de comprobacién una vez la obra ejecutada y sometida
a las cargas previstas en su céleulo, comprobacién que puede ser
de orden puramente clentifico para estudiar exactitud o eficica
del caleulo, o de orden practico para cerciorarse de la calidad de
los materiales.

La segunda cuestién —la solucién de Ios sistemas hiperesta-
ticos o estdticamente indeterminables— presenta en cambio, un
enorme interés, desde que el estudio de las desformaciones es el
unico camino que conduce a establecer las (n—3) ecuaciones que
hacen falta, a mas de las de estitica, para determinar las (n)
incégnitas.

Es frecuente dimensionar algunas estructuras, como los siste-
mas en enrejado, por ejemplo, introduciendo en los cileulos cier-
tas hipdtesis simplificativas tendientes a hacerlos menos laboriosos
0 a dar al problema una primera solucién aproximada. Si esas
hipétesis no se realizan al ejecutar la obra, o sea realizan pareial
o imperfectamente, aparecen en los miembros de la estructura, es-
fuerzos secundarios adicionales que es necesario investigar y que
sélo pueden ponerse en evidencia mediante el estudio de las des-
formacicnes del sistema y hé aqui, entonces, otro aspecto intere-
sante del estudio que realizamos.

Los sistemas hiperestiticos encuentran propicio campo dé
aplieacién en la concepeién de-grandes estructuras, debido a su gran
rigidez y estabilidad de forma y por la apreciable economia de ma-
terial que con ellas se consigue. Sin embargo, debe evitarse el
empleo de estructuras de esta naturaleza, toda vez que no se ten-
ga la certeza de la inmovilidad de los apoyos, pues los asentamien-
tos del terreno de fundacién sobre todo, provocan efectos que po-
siblemente no hayan sido tenidos en cuenta en el caleulo, dando
lugar a fatigas adicionales, muchas veces de importaneia.

Para realizar el estudio que nos proponemos, hemos de consi-
derar que tolas las fuerzas que actan sobre la estructura estan
contenidas en el plano de su eje longitudinal, vale decir que so-
lamente se desarrollan en las seeciones, momentos flectores (M),
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esfuerzos de corte (T), esfuerzos normales (N) v que en nmgun

caso hay torsién. .
Dejaremos establecido una vez para siempre, que en lo suce-

sivo consideraremos solamente las desformaciones eldsticas que

_provocan desplazamientos 1nf1mt@31mos que desaparecen total-

mente cuando cesa la causa que los origina.

Finalmente: con respecto a las fuerzas exteriores, debemos
aceptar:

a) Que ellas estran a actuar sobre el s1stema en forma ora-
dualmente creciente desde cero hasta su intensidad final ;

b) Que durante la accién progresiva de las fuerzas no se pro-
ducen saltos bruseos ni choques que provoquen variacién de fuer—
Za Vviva;

c) Que a pesar de que los puntos de apheacwn de las fuerzas
experimenten desplazamlentos aquéllas conservan la mlsma :
¢ién que la que tenfan antes de produecirse 1a’ desformacmn del’
tema. . -
Demds estd decir que como consecuencia de 1o establecido sl
principio de este parrafo, el estudio de las deformaciones se leva-
rd sobre estructuras dimencionadas én base a fatigas que no so-
brepasen los valores adoptados en la prictica de la construccién.
A tales estructuras, puede aplicarse la ley de Clapeyron relativa al
trabajo de desformacién

1
T=—23P.8
2

en la que (P) es una fuerza y () es el desplazamiento de su
punto de aplicacidén, proyectado sobre su direccién.

B
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CAPITULO I

DESPLAZAMIENTO DE LA CHAPA RIGIDA

1. — Movimiento del punto. — Designaremos con el nombre
de chapa rigida, o simplemente con el de chapa, una superflele ma-
terial no suseeptible de cambiar de forma bajo la accién de las cau-
sas que le imprimen o tiendan a imprimirle un movimiento eual-
3, Podemos defmlrla tamblen dlclendo que es un con;unto de
’tos matemales cuyas dlStaHClaS mutuas permanecen 1nvarlables

El m0v1m1ent0 de un punto (a) de una chapa (Fig.' 1) que-
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da definido por un veetor (a = a’ = A) que determina las posi-
ciones inicial y final del mismo, en magnitud, direceién y senti-
do y con independencia del camino recorrido durante ese movi-
miento. El valor numérico de (A) se llama desplaza,mient.o del
punto (a) de la chapa.

Si por una causa cualquiera, el punto (a) experimentara un
desplazamiento (/\,) y por otra causa experimentara otro despla-
zamiento (A), el desplazamiento total serd el que resulte de
componer ambos vectores, o sea el resultante de sumarlos vecto-
rialmente. En efecto: imaginemos que aplicamos primeramente
la causa que provoea (/\;) con lo cual el punto (a) pasard a la
posicién (a’) ; enseguida, hagamos actuar la causa que provoca
(Ay) eon lo cual el punto —ahora en (a’)— pasa a su posieibén
final (a”). Bl desplazamiento serd ahora (a—a” = A); inver-
samente: un desplazamiento puede descomponerse en dos direc-
ciones daads.

Para que el desplazamiento de un punto quede més claramen-
te definido, es conveniente réferirlo a un sistema de ejes coorde-
nados y tomar sus componentes (Ax) y (Ay) segln las respec-
tivas direcciones, atribuyéndoles los signos correspondientes. Asi,
los desplazamientos de (a) serdn: (aa, =— Ay); (a; 8’ =+ Ax).

Si otro punto de la chapa se desplazara de una cantidad igual,
paralela y del mismo sentido que (A), la chapa experlmentara
una traslacién,

El movimiento de una chapa quedara determinado cuando se
conozean los desplazamientos de dos de sus puntos, o Io que es lo
mismo, las res’péctivas componentes. »

2. — Rotacién, — Sea (Fig. 2) una chapa rigida (abe a) gue
por una causa cualquiera ha pasado de su posicién inicial o primi-
tiva ,a su posicién final (a’ Ved).

El desplazamieno (Aa) del punto (a) puede ser considerado
como que (a) describa un arco de circulo euyo centro (0,) debe
estar sobre una recta normal a (aa’) y trazada por su punto me-
dio. Esta recta serd el lugar geométrico de los infinitos centros
de rotacién en torno de los cuales puede girar el punto (a).
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En igual forma, el desplazamiento (Ad) del punto (d) pue-
de ser considerado como un arco de circulo euyo centro (0,) de-
be estar sobre una recta mormal a (dd’) y trazada por su punto
medio.- Esta recta.sers el lugar geométrico de los infinitos centros
de rotacién en torno de los cuales pueda girar el punto (d).

Pero la rigidez de la chapa exige que durante el movimiento
se mantenga invariable la distancia (a-d,) entre los dos puntos con-

v

»

Flg 2

siderados y para que esta condicién se verifique, es neeesario que |
los arcos de cireulo deseriptos por ambos puntos, sean coneéntricos;
el centro comtn no puede estar sino en la interseccién (0Q) de las
rectas antes mencionadas. Este punto se llama polo del movimiento
¥ el giro de la chapa en torno de él, se llama rotacién y ests ex-
presada por un 4ngulo. ,

Pueden enunciarse, entonces, los siguientes principios funda-
mentales : ' ‘

a) el desplazamiento de una chapa rigida puede considerarse
como una rotacién en forne de un polo nico;

b) en el desplazamiento de la chapa, el polo no experimenta
desplazamiento alguno.

Llamaremos rotaciones positivas (- 4) aquellas que hagan gi-
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rar la chapa en el sentido del movimiento de las agujas del reloj, ¥y
negativas (—6) a las que la hagan girar en sentido contrario.

Sean ahora:

8. larotacién del punto (a)
84 la rotacidén del punto (d) -

Producido el desplazamiento de la chapa, en virtud de su
rigidez, el dngulo (a.0.d) debe ser igual al dngulo (a’.0.d’);
sea (y) el angulo (a’.0.d). La figura nos da:

a =0, 4 vy
al::ab——‘y

de donde
03 == 0b

es decir que en el desplazamiento de la chapa rigida, todos los
puntos experimentan igual rotacién, que llamaremos ().

3. — Desplazamientos infinitésimos. — Tmaginemos ahora
(Fig. 3) que la chapa, en virtud de la rotacién (4) efectia un
movimiento en torno del polo (0). ’

Puesto que hemos de considerar en lo sucesivo, desplazamien-
tos pequefios con relacién a las dimensiones de la chapa, podemos
reemplazar el arco de circulo deseripto por el punto (a), por
ejemplo, y cuyo centro es el polo (0), por su proyeccién sobre la -
tangente en (a), de tal manera que el desplazamiento, en vez de
ser (aa’) sea (aa”) puesto que son cantidades practicamente igua-
les. Se tiene entoneces:

Na = a—>a”

vy este desplazamlento muy pequefio se denomina desplazamiento
infinitésimo, La rotacién (8) es también muy pequefia por lo cual
se llama rotacién infinitésima.
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i

Sea (d,) la distancia del polo al punto (a). La figura nos da
Aa
da

= tg.d

ero tratdndose de cantidades.infinitésimas, se puede poner.
3

tg. 8 = ~ ¢



— 1633 —

de donde.:
Da

- = 6‘ -.-‘ Aa_:e'da
da

lo eual nos dice que la rotacién se mide ahora por un nimero abs-
tracto o sea por la tangente trigonométrica del angulo.

Como hemos dicho que la rotacién (0) es 1a ‘misma para to-
dos los puntos de la chapa, tendremos: o '

Aa,":o!da
Ab = a-db
Ne = 0.d,
Nq == 0.dqg

de las que se deduce, en funcién de (Aa)

dy
Ab e Aa -
da

de
Ac == Aa—‘
: :da

da
Ad = A,.a_‘

a

Estos dos dltimos grupos de expresmnes nos permlten esta—
blecer 10s dos pI'lnClplOS fundamentales s1gu1entes relatlvos a des-
plazamlentos mfmtesnnos ,

a) Los desplazamleneos son proporclonales a las respectivas dis-
tancias de los puntos, al polo.

b) Conocida 1a'posici6n del polo eon respecto a la chapa, o sean
conocidas las distancias (d), y el desplazamiento de un punto,
quedan determinados los desplazamientos de todos los de-
més puntos. Ademés, el desplazamiento de un punto es nor-
mal a la recta que lo une con el polo.
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a) Los principios anteriormente enunciados permiten la deter-
minacién gréfica del desplazamiento de todos los puntos de una
chapa, mediante el llamado diagrama o poligono de Williot-Mohr.

Supongamos conocido el desplazamiento (A,). Por un punto
cualquiera (O’) llamado también polo), llevemos hacia: él un wvector
que lo represente en una . determinada escala. Por el mismo pelo
(0) llevemos rectas indefinidas. (O b%), (O ¢’) . ete., paralelas a las
direcciones de los desplazamientos de los puntos (b), (c) ete., es
decir, normales a las rectas (O.b), (Oc) ete.

Si por (a’) llevamos una perpendicular a la recta que une
(a) con (d), por ejemplo, se encuentra el punto (d') y como los
tridngulos (Oad) y (0’a’d’) son semejantes, se tiene:

dy O, Aa
d4 da
de donde
dq
& O = Ay —
d.

0 sea que; segln lo hemos visto:
d’ O’ = Ad

con lo que estd determinado el desplazamiento del punto (d).

Procediendo en ‘igual forma con todos los puntos de la chapa
se obtiene la ‘figura (a’b’ ¢ d’), semejante a la figura (ab cd),
que hace con ella un &ngulo de 90°. v da en maghnitud, direccién v
sentido, los desplazamientos de todos dos puntos de la chapa.

Haremos notar aqui, que para el Williot-Mohr, o sea para en-
contrar la figura semejante, sélo serfa necesario determinar un
punto cualquiera, el (d') por ejemplo. Para hallar (¢/) llevariamos
(a?c—’) 1L (ae) y (@) L (de) y tendriamos (¢’ O’ = (A,) ¥y
asi para los demés puntos. .

El trazado de Williot-Mohr es fundamental en el estudio de
la desformacién de los sistemas planos, en alma llena, en enrejado
o mixtos y en adelante su aplicaeién serd frecuente.
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4. — Representacion de los desplazamientos. — Hemos visto en
el N°. 1 que para que un desplazamiento quede claramente deter-
minado, conviene referirlo a dos ejes coordenados y definirlo por
sus componentes (o proyecciones) segin las direcciones y sentidos
de ellos.

Sea (Fig. 4) una chapa que experimenta una rotacién (8)
en torno del polo (O).

El desplazamiento de (a) es

Na = 6.d,

y si lo descomponemos en uno vertical y en otro horizontal, tene-
mos
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Aya = Na.cosa == 0.d,.co8a.
Ax, == Ay.sena = 0.d,.sen @
pero.

da.cos e = x,
Cdy.sena =y,

0 sea a las coordenadas de (a) segin ejes cuyo origen es el polo
(0), luego:

Ay = 0.x, AYa Xa
[
AYa = Q-Ya Axa

Ya

con lo que se expresa que los desplazamientos componentes.son
funcionales lineales de las coordenadas de los respectivos puntos.

Para representar los desplazamient’os (Ay) bastard entonces,
tomar una linea de referencia (m) cualguiera, preferentemente
horizontal y sobre ella, en la vertical de (a), llevar a escala el
desplazamiento (Ay.). Bajaremos la vertieal del polo hasta su en-
cuentro en (0,) con (m) y trazaremos la recta (m) cuyas orde-
nadas representan los desplazamientos (Ay) de todos los puntos .
de la chapa.

En efecto: para el punto (d) tenemos

Aya = -Xg
y la figura nos da:
Ayd AYa ) Xd
= Ayd = AYa, I
Xa Xa Xa

Lo msimo: los desplazamientos horizontales (Ax) pueden
referirse a una recta (v) a partir de la cual se llevard (Ax, =
8.7.) ; la recta que pasando por el polo (0O,) dard los deplazamien-
tos horizontales de todos los puntos de la chapa.

Si observamos la figura, vemos que de una manera general,
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Ay = —0.x

Ax =+ 0.y

Se puede formar asi el siguiente cuadro:

los desplazamientos estdn dados en magnitud y sentido por las
expresiones:

quedando sujeto, el signo del desplazamiento, al signo de (4),

Ay Ax
+ - - — +
+ + + —
- - - - +
= - - =
- — -
- - E
+ ~
- -

Supongamos ahora, colocado en el polo (O) un vector (-} 9)
actuando segitin el eje de las (y); su momento estitico con respee-
to al punto (a) es
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¥ segln las ecuaciones (1) se tendrs

Ay=—(+0).(— %)= -+ 0. x,
0 sea: ' ‘

Ay:-my

Si suponemos aplicado en el polo, un vector (-~ 6) actuando
segln el eje de las (x), su momento estatico con respeeto al punto
(a) sers .

Mx = — 0.y,
¥ como

Ay = + (+6) . (Fy.) = + 0.7
,A'x = — M.

De-ello deducimos la siguiente regla general para conocer el
signo de un desplazamiento: El signo del desplazamiento segiin
una direccién dada, es contrario al signo del momento estitico de
un vector (¢) colocado en el polo y de la misma direccién, Debe te-
nerge presente el signo de (0) para asignarle sentido al vector.

Los dos diagramas representativos de los desplazamientos ver-
ticales y horizontales de los puntos de la chapa, se denominan
elaciones ¥ también elasticas aunque esta Gltima denominaeién pa-
rece adolecer aqui de alguna impropiedad, pero més adelante, al
estudiar los desplazamientos originados por la elasticidad del mate-
rial, hallaremos la razén de llamarlas asi. '

a) El poligone funicular nos proporciona también un medio
interesante y de gran aplicacién, para determinar los desplazamien-
tos de una chapa conoeiendo la posicién del polo y la rotacién (6).

Sea (I'ig. 5) la chapa que experimenta la rotacién (— ¢) en
torno del polo (0). Imaginemos que en el polo aplicamos un vector
vertical igual en magnitud y signe a la rotacién. Como sabemos, la
expresién

AYa = 0. X,
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expresa el momento estitico de este vector con respecto al punto
(a). Tomemos entonces a una escala cualquiera el valor de la ro-
tacidn y con distancia polar arbitraria (H) dibujemos el funicu-
lar de lados (1) y (2), el que por lo que sabemos nos daré

AYa = 7 . H

Fig 5

Si eon la rotacién aplicada segiin el eje horizontal, hacemos
igual construceién, se obtiene

AX, = e . H

es decir que los lados (2) ¥ (2') referidos a los lades (1) y (1%)
respectivamente nos dan los diagramas de desplazamientos.

En esta construccién, se confirma la regla de signos estableci-
da anteriormente.

5. — Composicién de rotaciones. — La composicién de rotacio-
nes es quizés el problema que con més frecuencia se nos presenta en
el estudio de la desformacién de los sistemas planos,
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Sea (Fig. 6) una chapa rigida que experimenta simultédnea-
mente una rotacién (6,) en torno del polo (0,) y una rotacién
(6;) en torno del polo (0,).

Imaginemos que actla primeramente la rotacién (6,) y que

Fig. 6

los ejes coordenados tienen por origen (0,); un punto cualquiera
(d) experimentard los desplazamientos:

AY1’=61-X1 AX =0, Y1
y el polo (0,) tendrd por componentes de su desplazamiento:
Ay = 6, x* Ax =0,y

con lo cual habré tomado la posicién (07,).
Considerando ahora estas nuevas posiciones, apliquemos la ro-
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tacién (6,), tomando ahora como polo el punto (0’2) Los despla-
zamientos del punto (d) ahora en (d,) serdn:

AV, == 8, §X2 — Ax — Axy)

Efeetuando los productos y de,spreciando los infinitésimos de
2°. orden, se tiene: . :
Ay = 8, %,
AXy = 0,2
lo que equivale a haber aphcado la rotacién (62) directamente en
el polo (0,) como si 8l no se hubiera movido en virtud de 1a rota-

cién (6,)
Los desplazamlentos totales del punto (d) seran entonces:

Ayd == 01 Xy + 92 Ko
Axq = 0,5, - 872

debiendo tenerse en cuenta los signos que resulten de la aplica-
cién de las f6rmulas (1) o de la regla establecida en el N°. 4.

El movimiento final de la chapa serd evidentemente una nue-
va rotacién () en torno de un cierto polo (O) cuya posicién de-
terminaremos. t

Sean etonces (Fig. 7), los polos (0,)'y (0,) y sean (a,), (by),
(a,), (b,) las distancias de ellos al polo buseado. Como éste no de-
be efectuar movimiento alguno, e tendra: '

0,8, — G,8, = 0
6.b, — 8,b, = O

de donde:
f,a, = 0,a,
9,y = 0, b, } (2)
0 sea:
a, a,
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recta que une los ofros dos. ,
La posicién del polo (0) queda determinada analiticamente
por las expresiones (a); de ellas se saca:

lo que nos dice que el pole de la rotacién se encuentra sobre la

bya, = + 0, (x’ — a,)
01 b1 = + 02 (y, f b1)
de donde:

y también:
a, (6, + 0,) = b, x
b, (8, + 0,) = Oy’
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0 8sea:

a,lr..—_.’

6,40,
0,y
6,6,

y deducimos que el polo (O) es el centro de los vectores (6,) y
(6,) paralelos, actuando respectivamente en los polos (0,) v (0,).

Veamos ahora, cual es el valor de la rotacién total (8) que
experimenta la chapa. Su.pbniendo a (#) positivo, los desplazamien-
tos del punto (d) serdn:

b, = +

Aye= —0.x
Ax =+ 8.y

¥y suponiendo también (8,) v (8,) positivos:

Ay = — 0,X;, — %,

Ax = - 0.y: + 027,
puesto que:

Xy = a; + X
Xp == X — 8,

se tiene para la primera de las anteriores:

—x=—10, (a; + x)—0, (x — a,
— x=—19,a, — 0,x — ¥,x + 8,4,

¥y eomo hemos visto gque:

; - fya, = 654,

se obtiene:
§.xt=x (8, + 6,)

de donde:

6 =0, + 0,

es decir que la rotacidén total es igual a la suma de las rotaciones
parciales.
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a) Conforme a lo establecido anteriormente, podemos (Fig.
8) trazar las elaciones debidas a dos rotaciones.

Supongamos que la chapa experimente dos rotaciones posi-
tivas en torno de los respectivos polos. Tomemos una linea de
referencia (m.n) y admitamds que actie solamente ().
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En los desplazamientos verticales, el punto (d), por ejemplo,
se habra transladado a (d;) y el polo (02) se habri transladado
a (0%,). ,

Ahora, tomando como nueva linea de referencia, Ia recta
(a;: 0,d,) apliquemos la rotacién (6,) eon lo cual el punto (d)
pasard a la posmlon (dy) y el desplazamlento total sera:

Ay = a'd, + d: d,
0 sea, como se vé en la figura:.
Ay =8, %, + 0%,
o lo que es lo mismo, puesto que § = 6, -+ 6,
. Ay e=6.x

La elacién vertical es entonces la recta (a, d). Bn la misma
forma puede trazarse la elacién horizontal.

Si la chapa experimentara una tercera rotaeién (f,) en tor-
no de otro polo (0,), ésta se compondria con (4) dando

(=0, + 0, 4 8,) y el polo estaria sobre la recta que une
(0) eon (0O,).

b) El empleo del funicular nos lleva a una solucién méis cé-
moda. Sea la chapa que experimenta simultineamente tres rota-
ciones (Fig. 9) en torno de los polos respectivos.

Construiremos whd %omal de las rotaeroﬁ@ {negativas en
este caso) y con él, se trazard el funieular correspondiente. Por
la interseccién de los lados extremos pasa la vertical del polo (O).

Prolongando los lados extremos (1) y (4), se tiene para el
punto (d) por ejemplo:

Ay = 6:% + 0,% + 0%, = H . g

es decir que el lado (4) referido al lado (1) es la elacién vertical
de la chapa.
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Fig: 9

Si hiciéramos girar de 90°. el vectorial hacia la derecha, hu-
biéramos trazado, en la misma forma, la elacién horizontal. La in-
terseccién de los lados (17) y (4’) nos daria la horizontal del polo
(O) eon lo cual queda éste determinado.

Observando la figura se vé gue para el punto (d) el veetor
(9) vertical d4 un momento estitico (—), luego el desplazamiento
vertical es (). El mismo vector horizontal d4 para (d) un mo-
mento estatico (—), luego el desplazamiento horizontal es ().
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¢) Conviene aqui hacer una observacién respecto al orden en
que deben colocarse los vectores, a fin de que ubicando siempre
el polo del vectorial a la derecha del poligono, no altere la con-
vencién de signos aceptada para los desplazamientos (Fig. 10).

e 1

Fig.10

En primer lugar: tomaremos los vectores comenzando por el
ubicado més a la izquierda; si ellos son positivos, deben ser
colocados en sentido ascendente y si ellos son negativos deben co-
locarse en sentido descendente. En esta forma los desplazamientos
estardn medidos a partir del lado (1) siendo de signo (-) los
que estén por encima de él.

La figura demuestra claramente que se realiza la regla de g
signos referente a los momentos estdticos del vector total (6). Fi-
nalmente, para la elacién horizontal, el poligono vectorial debe ha-
cerse girar hacia la derecha, de un 4dngulo de 90°.

d) La construecién gréafica dada en el apartado anterior, nos
permite caleular analiticamente la posicién del polo y los despla-
zamientos de todos los puntos de una chaf)a.

Si la referimos a un sistema de ejes coordenados (Fig. 11).
Sean (x) e (y) las coordenadas de los puntos; (x,) e (y.) las coor-
denadas de los polos; (a) y (b) las coordenadas del polo tinico en
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C
Ay
a
X
o01
Y
> 0
b ( +6 o Ys
| 1 & e xv{ X
I ' a

Fig. 11
torno del cual gira la chapa; (8,) las rotaciones en torno de los
polos (Oy).

La rotacién total es
0 = 2§,

v las coordenadas del polo serdn

26, . Xa
a]l—___.—_
6
204 . Yn
b =
6

y los desplazamientos de un punto (x,y), de acuerdo a las ex-
presiones (1) seran

Ay = — 6 (a — x)

Axe= -+ 0 —17y)
en las cuales se han supuesto todas las cantidades afectadas del
signo (-) debiendo tenerse presente los signos que correspon 1an.
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CAPITULO 11

DESPLAZAMIENTOS DE LAS CADENAS DE BARRAS

6.— Rotaciones de los nudos. — Una serie de chapas rigidas
(Fig. 12), ligadas una a continuacién de otra por una articulaeidn,
se denomina cadena o poligono de barras, puesto que hemos de
considerar cama barra, al elemento recto, real o ficticio que une

dos articulaciones.
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El estudio de los desplazamientos de las articulaciones o nudos

-nos levard a soluciones gréficas claras y sencillas para determi-

nar la desformacién de las estructuras ya sean en alma llena o en
enrejado.

Sean (L,, L,...) las distancias entre las articulaciones, o
longitudes de las barras que, supuestas inextensibles, pueden subs-
tituir a las chapas rigidas. Sean en general (o) los 4ngulos que
forman entre si las barras; (o,) el que hace la barra (1) con una
direceién o eje de referencia; (8,), (8,)... (6n,) las variaciones
que, por causas cualesquiera, pueden experimentar los dngulos (o),
es decir la rotacién que cada barra puede efectuar en torno de la
articulacién que le precede a su izquierda.

Ahora bien. sppongamos fijo el nudo (0) de tal manera que
él no experimente desplazamiento alguno, y que sean también
invariables los d4ngulos (o, o, ...). Si sélo varfa (o,) en un infi-
nitésimo (6,), lo que equivale a suponer toda la cadena como una
sola chapa rigida, el desplazamiento del nudo (1) sera

Al = S1. /— HOL,]_

y su posicion. final serd en (1’). Llamaremos a (s;), rotacién del
nudo (1).

Como la barra {2) ha experimentado la rotacién (4,) por
pertenecer al sistema supuesto rigido, la posicién del nudo (2)
serd (27), es decir el resultado de una traslacién paralela a s mis-
ma y de una rotacién (6,) en torno de (1’). ,

Consideremos ahora el nudo (1) en (17) e invariables los 4n-
gulos (v,, w; ...) suponiendo que sélo varfa en (6,) el dngulo
(o;) lo que equivale a imaginar que la eadena (1-2-3 ...) es una
chapa rigida articulada, tinicamente en (1). La rotacién del nudo
(2) serd ahora

Sy == (90 _l" 01) Lz

v el nudo (2) habrd tomado su posicién definitiva en (2/). Su des-
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plazamiento (2 — 2") = A, serd, como se vé en la flgura el que
resulte de componer (s1) ¥ (sz)-
"~ Razonando en idéntica forma para el nudo (3) se tendra:

3 — (00+01+ z)L
Haciendo ahora:

¢, = 0,
2:0‘;);_}"10':‘?0—!"01
¢ =0y + 0, + 0 = ¢, + 0

..............................

tendremos las expresiones:

n-1
¢n == ¢n-y + Ony = 26
0
Sn 5= ¢q . Ln

debiendo tenerse presente que las rotaciones (s) son normales a
las direcciones de las barras.

7. — Desplazamientos de los nudos. — Hl conocimiento de los
valores (¢) nos permite determinar los desplazamientos (A) de
los nudos. En efecto (Fig. 12) por un origen (o polo) arbitrario,
llevemos a una escala conveniente la rotacién (s,) en direceién nor-
mal a la barra (1); a continuacién de ella, llevaremos (0 — 2/ =
;) pues no hemos hecho sino reconstruir 14 figura superior.

Si continuamos en la misma forma, obtendremos los despla-
zamientos de los deméds nudos, siempre medidos a partir del po-

lo (O). - i
.

8. — Elasticas de la cadena. — Basados en los razonamientos
anteriores, podemos ahora trazar las eldsticas vertieal y horizontal
de una cadena o poligono de barras con el solo conocimiento de
las rotaciones (#), o sea con las variaciones angulares de cada

uno de los nudos.
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Sea (Fig. 13) la cadena cuyos nudos experimentan rotaciones
negativas en el caso propuesto.

Sn referimos los desplazamientos verticales a una recta cual—
quiera (0, . 8’), apliquemos pmmeramente la rotacién (6,) a to-

Fig. 13

do el sistema considerado como una chapa rigida, con lo cual los
desplazamiento verticales de los nudos serdn:

Ay, = 0%,
ANy, = 0,x,
ANy, = 0,%,
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Aplicando ahora la rotacién (6,), al conjunto de barras (1, 2,
3...) considerado como chapa rigida, los desplazamientos de los
nudos serin:

A"y, =0, (X2 — X,)

Aplicando, finalmente, la rotacién (6,) al conjunto de ba-
rras (2, 3...) considerado también como chapa rigida, los des-
plazamientos, serdn:

A"y = 0 (X3 — X,)

"y asi sucesivamente.

Sumando ahora los desplazamientos originados en cada nudo
por cada una de las rotaciones, se tienen los desplazamientos ver-
ticales totales: '

ANy, = 0%,
Ay, = 8% + 01 (X, — X4)
Ay == 0,%5 + 0; (X3 — X;) -} 0, (x5 — Xa)

B S T I R S R S I B

(a)

Aye = — 30 (x5 — X) (2)

significando eon (x) las absisas de todas los nudos que preeeden
al nudo (n) considerado y habiéndese precedido la férmula del sig-
no (—) teniendo en cuenta las féormulas (1).

Razonando del mismo modo, los desplazamientos horizontales
serian:
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Ax, o= 057, :
A X, = 0,y. + 8, (¥, — Yo : (b)
A Xy = 0oys + 01 (ys — Y1) -+ b, (Ys — ¥2)

o0 sea en forma general para el nudo (n)

. Axy =+ 30, (v, — y) (3)

P4 N

Los desplazamientos dados por las expresiones (2) y (3), le-
varan el signo que corresponda, seglin sean los signos de (), de
(%a — x) y de (yo» — ¥y) en eada uno de los términos de las suma-
torias.

a) Veremos ahora que las eldsticas vertieal y horizontal de un
poligono de barras, pueden obtenerse (Fig. 14) por poligonos fu-
niculares de vectores (4) supuestos aplicados a los nudos respecti-
vos, y que los desplazamientos son, a una determinada escala, las
ordenadas y abeisas de la eurva funicular, referidas al primer lado.

En efecto, la interpretacién vectorial de las expresiones (a) ¥
(b) o de las férmulas (2) ¥ (3), nos dice que en general, los des-
plazamientos vertical y horizontal, son los momentos estiticos con
respecto al nudo considerado, de los vectores (8) que actian a su
izquierda. ‘ ‘

Segtin esto,[los poligonos de vectores darian

1' AYn'::H"’]n
3 AXnt:=H.cn

debiendo medirse (H) en la escala adoptada para los vectores (9)
Y () 0 (¢) en la eseala de longitudes.

No debe econfundirse el easo del poligono de barras con el de
la chapa rigida al que nos hemos referido en el N°. 5.b, puesto que
en el que estamos tratando, la rotacién (#,) no tiene influencia
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sobre el desplazamiento del nudo (O); la rotacién 6, no influye so-
bre el desplazamiento de los nudos (0) y (1) y asi sucesivamente.

b) De la construccién anterior pueden deducirse las rotaciones
(s). En efecto (Fig. 15), supongamos haber trazado la elistica a
la escala (H). Sabemos por de pronto que las rotaciones (s) son nor-
males a las barras; para el nudo (1) el desplazamiento es

Ay =gy

¥ como conocemos su componente vertical (Ay,), llevando por
(3) una normal a la barra (1) quedard determinado (s4).
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Ahora bien: el desplazamiento del nudo (2) resulta de compo-
ner las rotaciones (s;) y (s,); llevando entonces, por el extremo
de {s;) una normal a la barra (2) se hallard (s,) y asi sucesiva-
mente. Notese, en concordancia con la figura 12 que en la verti-
cal del nudo (3) y a partir de (8’) se miden los desplazamientos
verticales de todos los nudos.

(Continuara).






