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Sobre las integrales determinantes ordinarias y generalizadas
POR

Carlos Biggeri (Buenos Aires)

{Conelusion)

CUARTA PARTE

Demostracion del teorema 11°).

Ante todo; recordaremos que, segiin el teorema 14°.), (demos-
trado en la primera parte), si se verifican las hipétesis del teore-
ma 11°.), entonces, las abscisas de convergencia (simple) de las
tres integrales determinantes:

[0}
—~Z . {t)
(6) ja (t) . e Ldt
0
o0
(6") [ e
: Jla@ l.e . dt
: 0
o0
i —z . A (1)
(67) /o. (t) . e
‘o
son iguales; (siendo: a (t) == o (t) +1i. B8 (t)).
El punto:

z =041
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es wlerior al semiplano de convergencia (*) de la integral (6),
por lo tanto dicho punto es regular para f (z), y se puede escri-
bir entonces:

w0 (z—C—1)» (n) :
‘ : fz)=2———— £ (CH+1) (168)

n=o n!

La derivada enésima de f (z) se caleula (como es sabido) por
la férmula:

o0
(™) -z ., (1)
f(m::(__1w,/au).xnu>.e . dt (169)
) (o]

Por lo tanto, segin (168) y (169) se tiene:

0 o0

; (C4+1-—z)n -(CH+1). A1)
f(z) =X [a(t).A» (t).e . dt

n=o n!

0 (170)

Todo se reduce a demostrar que: el radw de convergencm de

esta serie es precisamente zgual a la umdad y demostraremos esto
por reducecién al absurdo.

Si el punto:
z=C

fuese regular para f (2), la serie del segundo miembio de (170)
serfa convergente en un cierto semientorno lateral a la izquierda
de dicho punto, sobre el eje real; es deecir, existe un valor real
mayor que la unidad, al cual llamaremos d, tal que para cualquier
valor real z, que cumpla la condicién:

C+1—d<z<C

(#) Puesto que en este easo es: C=Cy = C,, no hay ambigiiedad en ha-
blar simplemente de semiplano de convergencia, sin especificar de qué
clase de convergencia (simple o absoluta o uniforme) se trata.
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la serie (170) es comwvergente; esto es, se tiene:

) o0
- (CH+1—pg)m (C+1).a(t)
f(zo)ZE——————-..v/a(t)‘ln(t),e L dt
!
=0 B 0 ‘ (171)
"~ Pongamos:
. (C 41—z -(C+4-1).A(t) ,
gn(t) = . 8 (t) AL (t) . e (172)
n!
Evidentemente, se tiene:
F e 0
(C+1).0(t) (CH+1—z)
2gi(t) =a(t). e 2 (%)
n!
n=0 ,‘ n=o (173)

w

Sea A un niimero arbitrario positivo pero fijo; la serie:

w H
(C + 1— Zo)n |
22 (%)
n! ' e
n=o
r converge uniformemente en el intervalo:
. ~ o=t =4
pues:
(CH+1—z)n (C+1—2z)n
—_— () = W (A)
n! n!

(por ser A (%) funecidn crecicnte), y la serie:

o

[v 8] [e0]
(C+1—z) [(C4+1—2z). % (A)]
2 — (A =3 .
n! n!
n=o n=o
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(O1z) A (&)

es una serie numérica convergente (euya suma es: e

Por lo tante, la inversién:

A A |
- /( > gn(t)>. it = 3 </gn(t).dt> (174)
n—o n-—o
(o] 0

es legitima, para todo A = o.

La serie:
0

o)
= ( /gn@).dt) (175)
n=o\ _ ,

(o)

[

es convergente, pues tal serie es la misma del segundo miembro

de (171), la cual, segin vimos, es convergente, (y su suma es
f(z)).

Liuego la parte real de la serie (175), o séa, la serie:

[e]
(C+1—2z,)» -(C+1) . A (t)
R T N O I L dt
0 ~ n! ’ (176)
: 0 ‘

T 1ge

es, también, convergente.
Puesto que, por hipdtesis, es:

a (1) =o, (hipdtesis a));

la serie (176) es de términos positivos, luego la serie:

w
w (CH+1—zyH" -(CH1) .0 (V)
= ————“./a(t).Kn(t).e . dt
n=o n! N : (177)
A

también converge.
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Segtin la hipétesis b), se verifica:

|a () | < V14K . a(t) ) (178)

'sienclio K una ecierta constante.
Segin 178) y teniendo en cuenta que la serie (177) es con-
vergente, se deduce que la serie:

®© ;
x ( [|gn(t)|-dt> (179)
=0 \ | /

A

también converge.
~ De la convergencia de la serie (179) se infiere la conver-
gencia absoluta de la serie (175).
Luego, se obtiene:

00 A o]
I S ( [gn«t.\.dt)—z‘ </gn(t)".dt>|£=2( [lgn(‘nﬂ.dt)
n=—o\ . n=-o . n=0\ .,/
0 0 A
de donde:
o0 A
| = </gn(t).dt>—— = ( [g,,(t).dt)
n=o n=o \ ,/
0 0
N o0
Iéf(/lgnml dt)— > </|gu(t)| dt)
A (180)

Sea, ahora, un numero positivo ¢ arbitrariamente tomado. En

virtud de la convergencia de la serie (179), existe un:

N = N (¢)
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tal que:

o0 N
® : €
s ( ]1 eu®)]. dt><— (181)
n=N-1 2 / .
A

Las integrales que figuran en el minuendo del segundo miem-
bro de (180) son convergentes (basta con tener en cuenta la-igual-

dad de las abscisas, simple y absoluta, de la integm_l (6)), ¥
puesto que:

’ (©t1—z)n [ - (OH1)h(Y)
/Ign(t)l-dtz —“—‘—‘;‘— [‘ :L(t)l.)»n(t).—e . dt
A n! yA

v que cada una de las N - 1 integrales (convergentes):

3 (O A ()
ﬂamLkWU.e . dt

A
se puede hacer menor que:

€

C+1—z
2.e
tomando A suficientemente grande; se tiene:
Ny c N (C 11—z
2( le*r®]. dt}| <. T ———————
n=0\ C+1—z, n=o nt
A 2.e
€ w (C+1-—z,) €
< Y — = (182)
(C+1—12) n=o n! 2

2.e
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Segtin (180), (181) y (182) se tiene:

py ([g[,(t).dt>—- 2<jgn(t).dt)|<e (183)
2ol L |
(V] [

tomando A suficientemente grande. Teniendo presente la conver-
wencia de la serie (175) y la desigualdad (183), es:

A 0
tim { 3 (/gnm.dt)}: 3 Ugn(t).dt) as)
A—-w n=o0 n=o
0 0

Segtin (184) y teniendo en cuenta la legitimidad de la in-
versién (174), se obtiene:

r fo%) ©
I S ).dat = X n (t) . dt
o (Zeo)a) = 5 ( fooa]
o 0
de donde:
; - |
Iad o [vs) .
/ ( p) gn(t)>.dt= 2 (jgm)-dt) (185):
n=—o n=—o
o 0

Recordando (172) se tiene:

0

( : > @ [(O+1—z)"
/gn(t).dt =z y______
0 nzol n! ‘

© o]
(C+1) L A(E) }
/a(t) AR () cdt ) (186)
(4]

Mg

n
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Seglin (186) y la inversién (185):

<o oo

j ( O; gn(t)>.dt = ?(/gnm.at)
n=o0 n=o

0 , 0

oo

=0 n!
0

[oe]
S(CHD) M) (Ch1—z,) . A ()
a(t).e .e Ldt =

(o)

w
'Z.?\«(t) \
= fa(t).e . dt

o)

es deecir, la integral (6) converge (y su suma es
punto: ’ o
7 = Z,
siendo :
z, == nmero real < C

lo que contradice el hecho de que es C la abscisa
cia de la integral (6).

Liwego el punto:
z = C

o HOHD M) [ P (G2
=ja(t).e ,( 2 ——————.7&“(1’,)).(113:
n

£ (z)) en el

de convergen-

es singular para f (2); lo que demuestra el teorema 11°.).
Como dijimos, en la introduccién, hemos demostrado directa-

meite el teorema 11°), sin apoyarnos en nuestro

criterio, para

ver, por comparacién, la ventaja, que desde el punto de vista de

1a sintesis, reporta tal criterio.
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Agregaremos solamente, en lo que se refiere a la ‘‘teoria de las
singularidades de las funciones analiticas definidas por integrales
determinantes ordinarias y generalizadas’® la siguiente observa-
cién: a cada teorema que establece un criterio para reconocer la
igualdad de las abscisas de convergencias simple y absoluta de la
integral (3), o de la (6), se puede hacer corresponder otro teore-
ma que asegura la singularidad del punto real de la recta de con-
vergencia, para la funcién analitica que define dicha integral. En
este orden de ideas, el teorema 11°.) viene a ser el correspondiente
de uno de los corolarios del teorema 14°.). Por lo tanto, a cada uno
de los teoremas 14°.), 15°.),16°), 17°.), 18°.), 19°.) y 20°.), -corres-
ponderdn otros tantos teoremas sobre singularidades. Limitémonos
a enunciar, solamente uno de ellos: St existe limite ordinario, pa-
ra t—>o0, de la derivada del argumento, ¢ (1), de la funcién ge-
neratriz, a (1), de la integral determinante ordinaria (8), enton-
ces: ¢l punto real de su recta de convergencia es singular parg,
I (2).

La observacién anterior nos plantea un doble problema; a sa-
ber:

1°.) obtener ecriterios, distintos de los correspondientes de los
teoremas 14.°), 15.°), 16.°), 17.°), 18,°), 19°) y 20.°), para
reconocer la singularidad del punto real de la recta de con-
vergenecia, en el caso de que sean iguales las abscisas de con-
vergencia simple y absoluta;

2°,) obtener criterio, para reconocer la singularidad del punto
real de la recta de convergencia simple en el caso de que
sean .distintas las abscisas de convergencia simple y abso-
luta. (Este 2°. problema es, evidentemente, més dificil que
el 1°)

La solucién de este problema (que, naturalmente, se basa en
nuestro criterio, puesto que él constituye condicién mnecesaria ¥y
suficiente) la exponemos en otro trabajo; en el cual, también, es-
tudiaremos la repercusién que, sobre la naturaleza analitica del
punto real de la recta de convergencia simple, tiene la igualdad
o la desigualdad de las abseisas de convergencia simple y unifor-
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me ¥y de las abscisas de convergencia uniforme y absoluta (lo que
implica un problema muchisimo més complicado que el doble pro-
blema anterior, y cuya solucién consiste en un empleo sistemitico-
_d‘e‘nuestro criterio v en un método original de prolongacién ana-
litica de integrales determinantes, ordinarias o generalizadas, me-
diante ihtegrales impropias funcionales de un cierto tipo, que la~
maremos, de tipo determinante).





