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- Sobre las integrales determinantes ordinarias y generalizadas
’ POR

Carlos Biggeri (Buenos Aires)

(Continuacién)
SEGUNDA PARTE

Los teoremas 3°.), 4°.), 5°.) y 6°.) se prueban por procedimien-
tos andlogos entre si; por lo tanto, serd suficiente demostrar algu-
no de ellos: por ejemplo, demostraremos el 6°.). De paso, su de-
mostracion nos probari la existencia de la absecisa de convergencia
uniforme. .

Demostracion del teorema 6°.)
Pongamos:
t
J(tz) = /a,(t).e

0

— 17+ A (3)
Ldr.

De acuerdo con la definicién de T (t) se tiene:

T (1) =|J (i) @
Pongamos:
log T (t)
L= lim —
t—oo  A(t)

¥y supongamos, primeramente que L sea finito y no---negativo.
Si fuese: '



-
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Iim T (t) = o i N
t—o0
prefijade. arbitrariamente un namero § positivo, existe un:

t, =1, (8) = o

tal que para: t =t
es: T@#®) <38. : (82)
Tomando: o
> t>=1,
tenemos :
tl
—iy - M7) , - . ,
/a(t).e v \:\J(tny)—J(my)lgw) +T ()
t . , ‘ (83)
Segln (82) y (83):
tl
._i.y.}\.(-c)
[a(r).e cdr | <28
M ,

para t* >t >>1t, y para todo y del intervelo — o < y < 4-o0; es
decir, la integral (6) econverge uniformemente para x==o0, por lo

tanto es: ;
C, =< o C(84)
contra la hipétesis:
C,>o0.
Como es: T(t)y >0
debe, necesariamente, verificarse:
lm T (£)>> o
t —>c0

pero el caso de igualdad no puede presentarse, pues de 1o contrano
se verificaria (84) contra lo supuesto; luego es:
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Llm T (t) > o
t—o0

s
por lo tanto, el limite superior del logaritmo de T (1) né™puede
ger — o0, luego: si L es finito, debe, necesariamente, ser:

!

L >o0.
Probemos que la integral (6) converge uniformemente para:

R(z) =x>L+3.

Segtin la definicién de L, para: ¢ > ¢, = {, (§) es:

°

b

; (86)
" slempre que sea: ‘
L(t)>o

cosa siempre cierta, a partr de un ¢ suficientemente grande.
Por otra parte se tiene:

: 3 NG —3;. A ()
./@m:@ LAt <) T (Wiy) . e 4+ o

t

~X. A (t) t -x.A (D)
LTt iy) e _|_/|§J(r,iy)|- de (87)
: J
Ademas por definicién de T (t) se verifican:
|9 (¢ iy) |= T () (88)
[ (Lin] =< T (1) (89)
Segtin (89) es:
v x| v x.10)
/lJ(r,.ly)}- de _<_fT(r). de (90)
t t

Pawvr TTr'w A~ X7 ~Ta 1 Ao _
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De (87), (88), (89) y (90) se infiere que: 4

Xt X A(D)
<T (t') . e +T(t) .e +

¥ -z A (Y)

a(t) .e .dT

t

14

—]—/T(r).

t

-x.A(D)

de (91)

Teniendo en cuenta (86) y (91), para todo z perteneciente al
semiplano: x ZL -+ 8, es: .
h
"5 . K(t)
<2.e -+

v -z (%)
/a (¥) . e dr

t

’ 3
v L +g) | x.aw
—I—fe | de (92)
t
ademas :
) )
-\ N '
h(t)(h,2) ; ~X7x(‘c) i}
X_L“—'_
)
—A (@) . (X-—L"‘"é—) s
.e .d[(x——Le—z—).k(T)} (93)
) ) 8
(pues es: dA () > 0, ¥ : X——L—-g > L+8—L—_2 = —2-— > 0).
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Por otra parte:
)
b 2L+ 5]
e | e — < 1=
) ]
X,——L—E X_L___z_
2L 48 2 (L8
=1 = 5 ) (94)
Seglin (93) se verifiea:
8
¥, “’)'(H‘?) -x. (D)
‘ /e -lde =
’
' 8 , 8
g A)(x—L——) M) | (x—L——) )
2 2
1 _—_i)I___._.ﬁ e —_— (95)
‘ )
X —L—
Segln (94) y (95) es:
3
;A — 8
v MO L (L4 5) ) . OB
- | de — . (L+8) .
¥ <% g (96)
De (92) y (96) se deduce:
tl
2 9 A -
/a(t)._e At — . (28-F1) . e
K 8 (97)

Ahora bien, por ser:

t—>w0

&
@
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.
(por definieién), dado un e > o arbitrario, existe un valor:

(que podemos sur,oner t, > to) mdependwnte de 2, de y y de ¥,
tal que para:

t?tl
es:
2 2(26 +1)
() > —. log——m (98)
D) €. d

De (97) v (98) se deduce que: cualesquiera sean los valores
de z, pertenecientes al semiplano R (2) ==a=L +3, ¥ los wvalo-
ves de ¥ y t, tales que ¥/ >t > t, = {1, se verifica:

-2 ()
l/a(r).e LA <e
t
es decir: la integral (6) converge uniformemente en el semiplano:
R (Z) =X > L + 8 ;'
es deeir: ,
02 =L. - ' (99)
Probaremos ahora que: si la integral (6) comverge uniforme-
mente en el semiplano:
R#Z)=xX=%x>0;

v

dade arbitrariamente un 8 posilivo, existe un:

t,=1t, (8)

tal que para:

es deelir; que sera:
L<ZC, (100)
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En efecto, si la integral (6) converge uniformemente en el se-
miplano:
< ‘ X=X, >0
existe un t, fijo, tal que para todo:
t =1,

y cualquiera que sea y == parte imaginaria de z, es:

& (X +1iy) . h(0)
/a(T),e .dr' <1, (101)

&2

-

Segtin (101) y la definicién de J (t,z) se tiene:

t2
ij%+dw|<1+/h@H.m (102)
‘0

Como t, es finito y la integral del segundo miembro de (102)
también es finita (por definicién), el namero J, definido asi:

t,
JEI+/M@|dr
!
y la (102) se eseribirg:
l Jtx,+iy) <J= nﬁ_mero\ fijo; . (103)
para:
t=t,=1, (1) .
Si fuese:
t=t, (104)
se tiene:

t t,
: - X+ A {0)
IJ(t,XO+iY)l§| /Ia(t)l-e -dt</|a(t)|.dr
0 5

(6]
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lo que nos dice que para los valores de t que satisfacen a (104),;
y para todo v, también se verifica (103).

Segan la definicién de J (t,z), se tiene:
X, . A1) —~—i.yk (t)
e LAdd (b xo+iy)=a(t) .e . dt (105 .

Mediante integracién por partes ,teniendo presente que x,. A (%) :
es real, de (103) y (105) se deduce que:

X, . A (1)
IJ(t,iy)|<2.J.e (106)
Pero:
2.4d
lim —— =0
t—>00 8. AC(t)
e

luego: dado arbitrariamente un 8 > o existe un t,== t,(3) = t,,
tal que para t > t, es;

Xo. M) (x,4-8) .4 (1)
2.J.e <e (107)

Segn (106) y {107) para:
t=to =1t () =t,=Zo
es '
(X+8) . & (%)
J(tiy) <e
de donde:
(X4 8) . & (1)
T (t) <<e (108)
seglin la misma definieién de T (t).
Segtn (108) se tiene:
log T (t)
i ——— < x, 8
t—o0 A(t)
es deeir, se verifica la (100).
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Comparando (99) y (100), se tiene:
C, =1L

lo que demuestra el teorema 6.°).

Como dijimos més arriba los teoremas 3°.), 4°.) y 5°) se prue-
- ban por procedimientos similares al 6°.): huelga, por lo tanto, de-
tallar dichas demostraciones.

Demostracion del teorema 7°.) .

Sin restringir la generalidad supondremos que A (t) es deri-
vable. (1).
Pongamos :

¢A@)]—z.A(x)
P (t,2) E[&L(’C).e .dt

(o]

Como hemos dicho més arriba, T (t), en este teorema designa,
- el extremo superior de la funcién:

— @A (t)]
P(t,iy) .e
en el intervalo:
—o<y<+ow.
Pongamos ademés:
log T (t) B
L=lim .
t >0 A (%)

y supongamos que L sea finito.
Sea 8 un nfimero positivo arbitrario; demostraremos que la in-
tegral (6) converge uniformemente en el semiplano:

R(z) =x>TL-13

. (1) Téngase en cuenta, con respecto a esta hipétesis, lo dicho al co-
mienzo de la demostracién del teorema 2°.)
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Para todo 8 > ¢, existe un:
to==t, (0)=o0
tal que para:

t =1
es:
log T (t) 3
<L+ — (109)
A(t) 2

¥y como siempre se puede suponer que para todo ¢ es:

Lty >o0
segln (109) es:
! )
(B+—) . A(V)
T <e 2 (110)

Segtin las definiciones de P (f,2) y de T (1) es:

At
|P(t.,iy)|§T(t).ecP[ ] ' (111)

para todo 7 > o y para todo ¥ del intervalo —w <y <+ .
De (110) y (111) se tiene:
5 ;
. IL O] + Lk )« 4 (1)
[P (tiy) | <e ‘ (112)

para t = f, y para todo y real.

Por hipétesis, es:
¢ (x)
lim =+ o0
X0 X

¥y por ser:
lim A (t) =+ w

t —o0
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se tiene que: )
; e[ (t)]
i, ——— — 1
~ de donde:
e [A )] ;
m {——— L L =+ (113)
t—>e0 A(t) '

Segln (113), existe un valor de f, que podemos supone_i‘ igual
a 1, tal que a partir de 6l es: \ ' ‘

o[- 0] -
+L>o
(1)
de donde: _
PR ]+ L. 2 (t) >o0. (114)
En el semiplano x =T, 4- §, segtin (114) es:
P (D] Fx-A®) >0 (115)

Tomemos un par arbitrario de valores de 1, tales que:
> t>t, = t, (8) = o
teniendo en cuenta la definicién de P (t, %), de (112) se llega a:

t’ 8 §

4 “Z.?\.(r) )\,\/t'). L_[_‘_ }\,(t). L_}_T..
/a(,r).e Ldr|<7e < 2 x)f@ ( 2 X)+ _
t

t’ 5
- A(E) A . o —olh x. A
+/ecp[ 1+ () (L+2>.'de P20 | (116
t
Segilin la condicién a) es:
¢ (a)
>x (117)
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d ¢{a)

y: +x>o0 (118)

de
para « suficientemente grande (¢=a = o (x) > o). Segﬁn (115)
o (117) la funeidén:

P [k(t)] +x. L (1) (119)
es posmva para t > to, y segin (118) la funcién (119) es mond-
tona creciente con f, a partir de un cierto valor de 7, que podemos
suponer igual a f, (entonces es: t, =ty (9, x))g por lo tanto, se-
gan (116) :

. 8
-z k(@) pRoAl)
1fa(r)e dr (<2 T +
\

-K(r) X- L- o C
+[ -DA() - {Dcp[k(ﬂ]—kxl -dt (120)
teniendo, ademds, en cuenta que:

v >t
Y '
8 8
x—L—— >—>0.
2 2"

Puesto que la funcién sub-integral -del segundo miembro de
(120) no es negativa, se tiene:

tl
-A(T) . x-L-%
e - DLG) - {Dcp[k(t)]—l-x}-dtg
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P 5
A @ -5 o .
<[e | - DA)- D(p[?»(r)]—l—,x]-ﬂr:——mg-
t ’ x-L -E
oo ,

J»(t)-(x-L-%) -l(t)-(x-L-—g)
-e +le ~ +Di(0)-De[A@)]dr=A, +A,
{ (121)

Llamamos 4 la integral del segundo miembro de (120), pero
tomada entre los limites o y o, luego segtin (121) es:

A=A, -} A, (122)
Por ser:
8
L
T 2L
’_.,_~.__ l_llf——— <1 —o—r (123)
N .
x—L———— x— (L4 —)
2 ' 2
es seglin (123) :
8
—— . A(t
[2L+3 ] 2 v ‘
]A1]< 1+—ouwo % e (124)
s .

Segtlin la eondicién. b) es: o

Do (a)
Iim ——— — o
k

a%—}—oo a

para algin k positivo; dado un valor positivo arbitrario e, existe'
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un cierto valer de ¢, que podemos suponer igual a %, (entonces es:
to =1 (5, X, ¢) = 0) a partir del cual es:

. Kk
DO << e A () (125)

De la condicién a) y segin (125) se infiere:

—k
o< D gr(t) ] <e.h(t) (126)
Pongamos:
8
= (x—L——) .74 (1) .
2
Teniendo en cuenta (126) es:
o« \
. € -4 k s —k
A, < e 6 (x—L——) .déd (127
8 2
x—L——

siendo 6, el valor de 6 que corresponde al valor de < igual. a t.

De (127) se obtiene:

Ay<e. [ 2 k! (128)

De (120), (121), (122), (124) y (128) se obtiene:
t '
| k+1 3

-7+ MT) o Lis
l a(t)-e -drl<s.k!- + 3+L6—+l ‘e

At >
_‘).2

o o

(129)
t
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El segundo miembro de (129) es independiente de z; por ser:

4

el e

‘2:[1—!—,8] - A(t)-
34— | e —>o0,para t — ®
8

E4+1

— 0, para e—o0,

~ge deduce que la expresién:

tl

l/ cz A (T)
a(t)-e -dt
t

i
~tiende uniformemente a cero en el semiplano x = L - §; es decir
“ hemos probado:

b4

C, S L (130)

Probemos ahora que:
C,>L (131)

Ante todo, recordemos que en la demostracién del teorema 6°.)
~vimos que: si la integral (6) coniverge uniformemente en el semi-
. plano:

R (z) = x>x,

se verifica :

' | J(t, x,4+1iy) | << J = constante independien-
temente de z. (103).

Ahora bien, podemos eseribir:

t . q[AE)]+x-Mz)
/ e AT (tx,+iv) (132)

i

'P (t,i}’)‘z.
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Segfin (103) y (182) :

. PIM(B)] 450 A (1) Fl O ,
IP(t,iy)|<J.e . /I de (133)
De la condieién a) se deduce:
g () ] Fx. A () >0 (134)

a partir de un t, = t, (x,) > o ; y ademéas las dos siguientes rela-
ziones: '

AL +x A1)

: >0
dX(t) :
e[ ()1
4 x>+ 0 ;
A (1)

es decir: la funcidén (134) es, a partir de #, positiva, mondtona cre-
ciente y converge a - co. Por lo tanto:

t el AT PR+t )] k(o)
/Ide e -+ /lde (135)
0 | 0

Como la integral del segundo miembro de (135) tiene un va-
lor finito (por ser {, fijo) y el limite de:

P[MB)]+%5-MD)
e

es - o0, para t — o, tomando t, suficientemente grande pero fijo
se verifica:
to
[ Q[MD}+%y- M) @ [MH)] -+ x,- A1) (136)
J | de

< e
o
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Segtin (133), (135) y (136) es:

_ @ [Mt)] 4 xo-A(t) ' '
|P (tiy) |<3.J.e (137)

~ Sea un ndGmero arbitrario positivo §; puesto que el lmite del
cociente del segundo miembro de (187) por la funcidn:

P+ (x+8) . A1)

e

es ¢ero, para, t — 4- o0 ; a partir de un valor fl;;o de £ suflclente-
mente grande es: ; :
ep[m)] + (% +8) (D)
P(tiy) | <e '
de donde: '
o) (xF8) LA (1)
P(tiy).e <e (138)

De acuerdo con la definicién de T (t), la (138) conduce a:

(xo+8) . A (1)

T <e
de donde:
log T (t)
=X, 8
A (1)
v de‘:ésta: L< x,48 »
0 Sea: : L <C, (131)

~ De la coexistencia de (130) y (131) se infiere:
C,=1L

1<maldad que demuestra el teorema 7°.), re%rdando el significado
del nimero L.

Seglin 1a fofmula (establecida en la introducecién) :

C< C, =(C,
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sl oes: C=¢C,
se verifican necesariamente que:
’ C =20, (139)
y: s
C,=0C, (140)

pero se puede probar, mediante ejempleos, lo siguiente: la realiza-
cién de (139) no implica, necesariamente, la realizacién de (140),
y viceversa.

Por lo tanto, cada uno de los teoremas 14°.), 15°.), 16°), 17°.),
18°.), 19°.) ¥ 20°.) constituye una condicién suficiente, pero no ne-
cesaria para la verificacién simultinea de (139) y (140).

Ahora bien, se plantea un doble problema :

a) obtener condiciones suficientes (aungue no sean necesarias)
para que se verifiquen:
C=¢G,
C, < Q|
b) obtener condicionés suficientes (aunque no sean necesarias)
para que se verifiquen:

S C <G

La solucion de este doble problema serd tema de otre trabajo,
puesto que ella se basa prineipalmente en la ‘‘teoria de las singn-
laridades’’. De inmediato se comprende que este prolﬂema €8 mu-
cho més dificil que averiguar condiciones suficientes (aunque o
necesarias) para asegurar la igunaldad de las abscisas de convergen-
cia simple y absoluta, basta con fener en cuenta, por un lado, la
similitud de las férmulas, que hemos dado, para el caleulo de C y
de C,; y por otro lado, la falte de analogia entre tales férmulas y
las establecidas en los teoremas 6°.) y 7°.) para el cileulo de €,.
Nétese ademas que: las férmulas (14), (14), (15), 15’), (16), (16",
(17) y (17") implican un doble paso al limite (sucesivo); mientras
que las férmulas (7), (77), (8), (8), (9), (%), (10) y (10’) im-
plican un solo paso al limite. .

(Continuara)





