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Articulo de Matemitica

LA INVERSA DE UNA FUNCION CUBICA

Marilina Carena - Ricardo Toledano

REsuMEN. Motivados por la pregunta de un alumno de primer afio de universidad, deter-
minamos cudndo la funcién cubica f(z) = 23+ az, donde a es un niimero real, es biyectiva
en su dominio. Para ello utilizamos algunos resultados bésicos del calculo y, con la ayuda
de la resolvente de la ecuacién cibica 2 + mz = n hallada por Cardano a mediados del
siglo XVI, encontramos una expresién explicita para la funcién inversa de f.

ABsTRACT. Motivated by a question asked by an undergraduate student we determine
when the cubic function f(z) = z* + az, with a being a real number, is bijective in its
domain. For this purpose we use some basic results from calculus and by using a formula
for the solution of the cubic equation 2® + max = n found by Cardano in the 16th century,

we find an explicit expression for the inverse function of f.

Introduccion

Este trabajo tiene su origen en la pregunta realizada por un estudiante de primer
afio de una carrera de ingenieria, quien se plante6 cudl serfa la inversa de una
funcién obtenida al modificar levemente una de las propuestas. La funcién en
cuestion era f(r) = 2® 4+ z. Antes habia logrado encontrar una expresién para
la inversa de funciones polinémicas de grado 1 y 2, y de funciones ctibicas del
tipo g(z) = az® + b, por lo que resulté6 completamente natural preguntarse por
la inversa de la funcién mencionada. Solamente se dimensiona la dificultad en
este planteo si se conoce la inmensa tarea llevada a cabo por Scipiano del Ferro,
Tartaglia y Cardano durante el siglo XVI para arribar a la resolucién de ecuaciones
ctbicas.

El objetivo de este trabajo es, justamente, poder acercar este contenido en un
lenguaje accesible para alumnos de los primeros afios de carreras de grado que
contienen matemdtica, mostrando las dificultades que se presentan.

Palabras clave: Funcién inversa, polinomio ctbico, raices.
Keywords: Inverse function, cubic polynomial function, roots.



6 M. Carena y R. Toledano

Recordemos que, dada una funcién f: A — B, en ciertas ocasiones es posible
hallar otra funcién g: B — A que satisfaga

g(f(x) == 'y  [fl9(y) =y,

paratodoz € Aytodoy € B. Siesto ocurre, g es llamada inversa de f, es denotada
como f~!y puede probarse que es tnica.

Es bien conocido que una condicién necesaria y suficiente para garantizar la
existencia de inversa de una funcién f, es que esta sea biyectiva. Ademads, las grafi-
cas de las funciones f y f~! resultan simétricas con respecto a la recta y = .

Una vez probado que una funcién es biyectiva, una técnica cldsica para hallar
inversas utilizada en la escuela secundaria, o en los primeros afios de carreras de
grado, consiste en intercambiar los roles de x e y, y despejar luego y. Por ejemplo,
para hallar la inversa de la funcién biyectiva f: R — R definida por f(z) = 2z —1,
intercambiamos los roles de = e y en la igualdad y = 2z + 1 para obtener

r=2y+1.
De esta igualdad despejamos y = 1(z — 1), y esta es la regla para la funcién /',

Para la funcion cuadrética f: R — R definida por f(z) = 2? ya debemos tener
cuidado, porque sera necesario restringir el dominio para que resulte inyectiva.
Por ejemplo, consideremos a [0, c0) como dominio. Asi, puesto que de = = y* se
obtiene que |y| = v/z, la funcién inversa f~' esta dada por

fH @) =vr

para x € [0,00). Si, en cambio, hubiéramos restringido el dominio al interva-
lo (—o00, 0], llegarfamos a

para x € [0, 00). Por convencion, se considera f: Ry — RJ ya f~(z) = v/ como
su inversa.

FiGura 1. Inversa de f(z) = 2%, segtin la restriccion de su dominio.

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 39 N° 2 — 2024



La inversa de una funcion ciibica 7

La funcién f(z) = 2® no presenta esta complicacion ya que resulta inyectiva en
todo R, y suinversaes f~! = /x.

Es sencillo también considerar funciones cuadrdticas mds complejas, como por
ejemplo f(z) = 2z?—4z+5. Con el fin de hallar su inversa, completamos cuadrados
para obtener f(z) = 2(z — 1)* 4 3, por lo que podremos restringir su dominio al
intervalo [1, 0o) para que resulte inyectiva, y asi obtener su inversa definida como

(1) ) =5

para todo z > 3 (notar que, justamente, 3, +00) es la imagen de f).

+1,

o
fa)
5 Y ,//
3 e
v
it ‘ i
1 3 5

Ficura 2. Inversade f(x) = 2(z — 1) + 3.

El hecho quela funcién f: [1,00) — R resulta inyectiva, que puede conjeturarse
desde el gréfico de la Figura 2, se demuestra analiticamente de forma sencilla: si
suponemos f(z1) = f(z2), entonces

2(zy — 1) + 3 =2(xy — 1)* + 3,
lo que equivale a |z — 1| = |23 — 1|. Esto implica x; = x,, siempre que x,x2 > 1.

La situacion ya no es tan sencilla si consideramos una funcién polinémica de
grado 3, que no sea tan simple como f(z) = 2® + c. ;Serd posible obtener una ex-
presiéon como la dada en (1) para la inversa de una funcién ctbica cualquiera? Lo
expresado en (1) puede hacerse de forma general mediante la conocida regla de
la resolvente, que se obtiene completando cuadrados como se hizo en el ejemplo.
¢Hay una regla como la de la resolvente para ecuaciones polinomiales de grado 3?

Teniendo en cuenta el éxito obtenido en el caso cuadratico, resulta natural pre-
guntarse si es posible hallar una expresién para la inversa de funciones polino-
miales (en un intervalo donde estas resulten inyectivas) que involucre solamente
a los coeficientes de los polinomios junto a las operaciones de suma, resta, pro-
ducto, divisién y la extracciéon de raices cuadradas, ctbicas, etc.

Revista de Educacién Matemitica, Vol. 39 N° 2 — 2024



8 M. Carena y R. Toledano

En este articulo veremos que ya paran = 3 esta no es una tarea sencilla. Més pre-
cisamente, abordaremos el caso particular de una funcién tan simple como la defi-
nida por f(z) = z*+ax, cona € R, y veremos cémo y cudndo podemos hallar una
expresion para f~! aplicando la resolvente de una ctibica de la forma 2* +mz = n,
con m y n enteros, descubierta inicialmente por el matematico italiano Scipione
del Ferro en el afio 1515 y redescubierta afios més tarde por los matematicos ita-
lianos Nicolo Fontana (més conocido como Tartaglia) y Girolamo Cardano. Esta
resolvente involucra raices cuadradas y ctdbicas, junto con operaciones de suma,
resta, multiplicacién y divisién, que es uno de nuestros requisitos. Haremos un
recorrido por el método hasta llegar a una expresion para la inversa 'y, luego,
veremos las opciones para trabajar con funciones ctibicas completas.

Una funcién cubica particular

Como mencionamos previamente, para a € R vamos a considerar la funcién
cubica f: R — R definida como f(z) = 2* + az, e investigar cuando esta funcion
es biyectiva para, luego, hallar una expresion explicita de su inversa f~': R — R
utilizando el método desarrollado por Tartaglia y Cardano en el siglo XVI para
hallar la resolvente de la ecuacién z*® + ma = n.

Notemos primero que si a < 0 entonces f no es inyectiva en R: en este caso po-
demos escribir a = —bcon b > 0, y asi factorizar a f como producto de polinomios
lineales con coeficientes reales

f(z) = z(2® + a) = 2(2® — b) = z(z — VD) (z + VD).

Esta factorizacién nos dice, en este caso, hay tres nimeros reales distintos que
tienen la misma imagen por f, esto es

0= f(0) = f(Vb) = f(—V)

y, en consecuencia, f no es inyectiva cuando a < 0. Veamos ahora que f es inyec-
tiva en R cuando a > 0. Para ver esto, utilizaremos algunos resultados basicos del
calculo diferencial de funciones reales de una variable. Antes que nada, recorde-
mos que una funcién f es estrictamente creciente en un intervalo I si para cada par
de elementos z; < z de I se tiene que f(z;) < f(z2). Una funcién estrictamente
creciente en un intervalo / es necesariamente inyectiva en I pues, si no lo fuese,
habria dos elementos distintos z; y x5 en [ tales que f(x1) = f(x2). Pero al ser
elementos distintos ocurre que o bien x; < x5 0 bien x5 < x;, con lo cual o bien
f(z1) < f(x2) obien f(xs) < f(z1), contradiciendo que f(z1) = f(z2).

Veamos que f(z) = 2* + ax es estrictamente creciente en R cuando a > 0.
Para ello fijemos dos ntimeros reales cualesquiera z; < x,. Por un lado es claro
que ax; < azy. Ademads, recordemos que u® —v® = (u—v)(u® +uv +0v?), y que este

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 39 N° 2 — 2024



La inversa de una funcion ciibica 9

altimo factor es positivo para todo u y v que no sean ambos nulos, puesto que
0 < (u+v)* =u?+0v*+ 2u,

lo que implica
u? + 0 > % (u2 +v2) > —uv.
Entonces
2} — 2§ = (z1 — 22) (2} + 23 + 2122) <0,

de lo que se concluye que =3 < z3. Asi
f(zy) = 23+ azy < 25+ azy = f(22).

De esta manera queda demostrado que f(z) = 2® + ax es estrictamente creciente
en R cuando a > 0y es, por lo tanto, inyectiva en R.

Para el lector familiarizado con los resultados bésicos del cédlculo diferencial, el
crecimiento de f en R también puede deducirse a partir del signo positivo de la
derivada de f en R — {0}, mds el hecho que f(z) < Oparaz < 0, f(0) =0y
f(z) > 0 cuando = > 0.

Recordando que f(z) = 2®+ax no es inyectiva cuando a < 0, vemos que hemos
demostrado en realidad que f(x) = 2® + ax es inyectiva en R si y solo sia > 0.

Resta verificar que f(z) = 2 + ax es sobreyectiva como funcién de R en R. La
sobreyectivad de f se cumple para todo a € R, pero es mas sencilla la argumen-
taciéon cuando a > 0, que es el caso que nos interesa pues ya vimos que f no es
inyectiva cuando a < 0. Por lo tanto supondremos que a > 0y, con esta condicién,
tenemos que demostrar que para cada c € R existe = € R tal que f(z) = ¢, es decir
que para cada ¢ € R la ecuacién

(2) 2 +ar = c.

tiene solucion en R.

A partir de los gréficos de nuestra funcién ctbica f con valores concretos del
pardmetro a > 0, se puede conjeturar que, efectivamente, la ecuacién (2) siempre
tiene solucion para cada ¢ € R ya que esto significa, geométricamente, que la
graficas de f y la de la recta horizontal y = c tienen un punto en comun. Esto
parece que siempre va a ocurrir debido a que f(z) = 2* + ax es estrictamente
creciente cuando a > 0, como se observa en el gréafico contenido en la Figura 3.

Pero que una funcién sea estrictamente creciente en todo R no significa que su
grafica tenga un punto en comun con cualquier recta horizontal. Por ejemplo la
funcién f(z) = arctan(z) (lainversa de y = tan(z) en (—m/2,7/2)) es estrictamen-
te creciente en todo R pero su grafica nunca se cruza con las rectas horizontales
de ecuacién y = ¢, con ¢ fuera de (—n /2, 7/2) (ver Figura 4).

Revista de Educacién Matemitica, Vol. 39 N° 2 — 2024



10 M. Carena y R. Toledano

Y Y

y = arctan(x)

flx)|=a®+x

FiGura 3 Ficura 4

Nuestra tarea es, por lo tanto, hallar una manera rigurosa de probar que la ecua-
cién (2) tiene solucién para todo ¢ € R mds alld de la “evidencia” aportada por las
gréficas. Notemos que resolver (2) para un valor dado y € R equivale a demostrar
que la funcién

F(x) =2 +az —c
tiene una raiz real para cada nimero real c fijo, pues vemos inmediatamente que
tener F'(z,) = 0 equivale a que z( es una solucién de (2). Con este punto de vista
podemos usar las herramientas del Célculo para funciones reales de una variable.
Mads precisamente, usaremos el teorema de Bolzano el cual establece que si g(z) es
una funcién continua en un intervalo [a, b] tal que g(a) y g(b) tienen signos opues-
tos, entonces existe zy € [a, b] tal que g(zo) = 0 (ver, por ejemplo, el Teorema 1
del Capitulo 7 de (Spivak, 1998)). Antes de utilizar el teorema de Bolzano vemos
que si a = 0 o ¢ = 0 es sencillo verificar que (2) tiene solucién: si a = 0 entonces
r = ¥y es soluciéon de (2) mientras que si ¢ = 0 entonces z = 0 es solucién de (2).
Podemos suponer entonces que a > 0y que ¢ # 0. Evaluando F(z) enx = c/ay
en r = —c/a vemos que
C 03 C C3 03
F(o)=% v F(g)=-m2=- (W%)-

Asfi, cuando ¢ > 0 tenemos que F(c¢/a) > 0y F(—c/a) < 0, mientras que sic < 0
tenemos que F'(c/a) < 0y F(—c/a) > 0. Por ser F' continua en todo R vemos que,
en particular, F'(x) es continua en el intervalo [—c/a, ¢/a] si ¢ > 0 0 en el intervalo
[c/a,—c/a] sic < 0. Todo esto nos dice que estamos en las condiciones del teorema
de Bolzano, con lo cual podemos asegurar que existe zy € [—c/a,c/alsic > 00
xo € [¢/a,—c/a] sic < 0 tal que F(zp) = 0. Como ya vimos antes, esto equivale a
decir que z; es solucién de (2). Hemos demostrado de esta manera que si a > 0
la funcién f(x) = z* + ax es biyectiva como funcién de R en R.

Esto asegura la existencia de la funcién inversa de f en este caso pero, ahora,
nos interesa saber si podemos hallar una expresion concreta para f~!(z). Tal como

Revista de Educacién Matemitica, Vol. 39 N° 2 — 2024



La inversa de una funcion cibica 11

vimos en la Introduccién, esto se puede conseguir “despejando” = de la ecuacion
23 + ar = y en funcién de y. Este es el objetivo de la siguiente seccién, y se abor-
daré en base al estudio de la resolvente de la ecuacion 2 + maz = n paramy n
enteros, realizado por Scipiano del Ferro, Tartaglia y Cardano en el siglo XVI. Para
esta parte nos basaremos fundamentalmente en lo expuesto en el Capitulo 2 del
excelente libro (Tignol, 2016), trabajo que también contiene una gran cantidad de
referencias histéricas que hemos incluido en este texto.

Ecuaciones cabicas particulares

Antes del siglo XV se consideraba imposible resolver ciertas ecuaciones po-
linémicas de grado 3. Pero en el afio 1545, Cardano publicé un método algebraico
que permitia resolver analiticamente cualquier ecuacién ctbica. La clave de este
método estuvo en haber sabido hallar previamente una solucién para ecuaciones
ctbicas del tipo

(3) 2+ ma = n,

donde m y n son enteros. La solucién algebraica de esta ecuacion fue obtenida por
primera vez alrededor del afio 1515 por Scipione del Ferro, profesor de matemati-
cas en Bolonia quien, por alguna razén, decidié no hacer publico su resultado.
Coment6 la solucién solo a algunos de sus alumnos antes de su muerte en 1526.
Pero en 1535, el matematico e ingeniero Niccolo Fontana (apodado “Tartaglia” por
su tartamudez) encontré un método para resolver (3). Esto lleg6 a oidos de Gero-
lamo Cardano, matematico, astrénomo, bi6logo, fisico, quimico, fil6sofo y escritor
italiano nacido en Pavia en 1501, quien le pidi6 a Tartaglia que le diera su solucién
para poder incluirla en un tratado sobre aritmética. Tartaglia se neg6 inicialmente
a darle su solucién ya que tenia planeado escribir él mismo un libro sobre este
tema. Tiempo después Tartaglia cambi6 de opinién, y entregé a Cardano algunas
ideas del procedimiento para hallar una solucién de (3) en forma de versos en un
poema (jidea muy original!).

Cardano no solo logré justificar la validez de las férmulas de Tartaglia sino que,
ademads, pudo encontrar un método para resolver cualquier ecuacién ctibica. Pu-
blic6 estos resultados en su famoso tratado de matematica “Ars Magna” en 1545,
dando el debido crédito a Tartaglia y a Scipiano del Ferro, pero esto no pudo evitar
el inicio de una enemistad eterna con Tartaglia, ya que este tltimo aseguraba que
Cardano le habia prometido no publicar su solucién (aunque Cardano afirmaba
que jamads habia hecho tal promesa).

El método para resolver (3) establece que es suficiente con encontrar valores ¢
y u tales que

(4) t—u=n y tu:<%>3.

Revista de Educacién Matemitica, Vol. 39 N° 2 — 2024



12 M. Carena y R. Toledano

Luego,

z=t—u
es una solucion real de la ecuacién (2). En efecto, usando que m = 3+v/tu, tenemos
que

3
(%— \‘”’/ﬂ) +m(\3/¥— €/ﬂ> =t —u—3t3us + 3t3ui +mts — mus
2 1 1 2 2 1 1 2
=t—u—3t3us 4+ 3t3u3 + 3t3u3 — 3t3us
={—u=n,
como queriamos ver.

Entonces el problema se transforma en encontrar, si es que existen, valores de ¢
y u satisfaciendo (4). Esto conduce a resolver el sistema de ecuaciones

X-Y = a
XY = b
Para resolverlo podemos despejar la variable Y en la primera ecuacién, y luego
reemplazar en la segunda para obtener que X debe satisfacer
X?—aX -b=0.

Asi, Cardano consigue reducir el caso ctibico al cuadrético, cuyas soluciones estan

dadas por

a-++va?+4b

X =
2

De aqui se obtiene Y = X — a.

Volviendo entonces al sistema (4), podemos hallar los valores de ¢ y u como

=@ V6

Notar que ¢ y u serdn ntimeros reales siempre que

4m?
A=n’+—>0.
n—|—27 =

Llamaremos a A el discriminante de la ecuacién (3).

Es importante mencionar que no toda solucion de z* + mx = n se obtiene con
esta formula de Cardano. El problema es sencillo de visibilizar cuando m < 0 ya
que, como vimos en la seccién anterior, la funcién f (r) = 23 + ax no es inyectiva
cuando a < 0. Por lo tanto, para m < 0 es posible que la recta horizontal y = n
cruce a la gréfica de f(z) = 2° + mx en mds de un punto, con lo cual la ecuacién
2 + ma = n puede tener mas de una solucion real. Este es el caso de la ecuacion
23416 = 12z considerada por Cardano para ilustrar su método. Aqui estamos ante

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 39 N° 2 — 2024



La inversa de una funcion cibica 13

la funcion f(z) = 2® — 12z, que no es inyectiva. La recta y = —16 cruza a la grafica
de f(z) = 2® — 12z en los puntos (—4, —16) y (2, —16), como puede observarse en
la imagen siguiente.

v f@)

Ficura 5. Gréfico de f(z) = 2° — 12z y de y = —16.

Entonces z = —4 y x = 2 son dos soluciones de 2 + 16 = 12z. Este ejemplo
fue construido por Cardano sabiendo que = = 2 es solucién pero, al aplicar su
férmula, obtuvo la solucién z = —4, ya que

—-16\*  [-12\° 16
=yl —2) +(=2) - =2 =v64—_64—8=-8,
2 3 2
-16\*  [(-12\° 16
U = T + T +?: 64—64+8:8,
de donde deduce que

r=v-8—-V8=-2-2=—-4

es la solucion de z* + 16 = 12z hallada con el método de Cardano. Esta situa-
cién seguramente disparé en Cardano la siguiente (muy interesante) pregunta:
(cudntas soluciones tiene una ecuacién cabica? Esto lo condujo a investigar so-
bre el niimero de soluciones de una ecuacién ctbica llegando a la conclusién de
que podian llegar a tener tres soluciones como méximo. Es interesante notar que
a las soluciones negativas, como z = —4 en el caso de la ecuacién 2* + 16 = 12z,
Cardano las denominaba soluciones “falsas” o “ficticias”. Todavia estaban muy le-
jos de sus consideraciones las soluciones complejas que podian aparecer con sus
férmulas cuando el discriminante A es negativo. Estas eran consideradas por el
mismo Cardano como expresiones “absurdas” que solamente servian para mos-
trar que sus férmulas no siempre conducian a la solucién esperada. Debido a esto
sus férmulas para resolver ecuaciones ctibicas tardaron mucho tiempo en ser com-
pletamente aceptadas. En este sentido vale la pena recordar que recién a mediados
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14 M. Carena y R. Toledano

del siglo XVIII las expresiones algebraicas que involucraban raices cuadradas de
nimeros negativos comenzaron a ser tratadas y manipuladas naturalmente co-
mo numeros, llegdndose a demostrar que estos nuevos objetos tienen estructura
de cuerpo, formando lo que hoy en dia conocemos como el cuerpo de los niimeros
complejos. Mdas atin, a mediados del siglo XVIII ya estaba completamente aceptado
en la comunidad matematica que los nliimeros reales no son mas que niimeros
complejos particulares.

Por suerte todas estas cuestiones no representan ningtin problema para el prin-
cipal objetivo de esta seccion, que es “despejar” = de la ecuacioén

xg—i—a:c:y,

cuando a > 0. Ya sabemos que en este caso la funcién f(z) = 2® + ax es biyectiva
como funcién de R en R asi que ya sabemos que z se puede expresar en funcién
de y. Esto nos garantiza la existencia de tal funcién pero no nos da ninguna pista de
como es. La respuesta a esta interesante pregunta la tiene la férmula de Cardano,
la cual nos dara una expresiéon concreta para esta funcién. Més precisamente, to-
mando

se tiene que

es la tnica solucién real de 23 + ax = .

Vemos asi que al aplicar el método de Cardano hallamos una expresién para
la funcién inversa de f(z) = z* + ax para a > 0, y estd dada por

x2+a3+x 3 /x2+a3 z
4 27 2 4 27 2"

Como puede observarse, la expresion para la inversa de una funcién tan sencilla
como f(x) = 2 + ax no es para nada trivial. En la Figura 6 se ilustra el caso a = 1.

Ecuaciones ctibicas generales

Aunque no profundizaremos demasiado en los detalles del método de Cardano
para obtener todas las soluciones de

az® +br* +cx+d =0,

donde a # 0, presentaremos la idea general del mismo.
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Ficura 6. Gréfico de f(z) = z® + x y de su inversa.

El primer paso es reescribir la ecuacion en forma normal, dividiendo ambos
miembros por a:

b c d
(5) 2+ —2?+ -z + - =0.

a a a
Ahora se lleva esta ecuacién a lo que se conoce como forma reducida, que se ob-
b.

tiene haciendo la sustituciéon z = z — 3

(6) 2 4pz+q=0,
donde

_c b? B 20° be n d

p= a 3a?’ = 27a3  3a?2  a

Para comprobarlo basta con reemplazar z = z-+7- en (6) y operar para obtener (5).

La ecuacion (6) es del tipo de las estudiadas en la seccién anterior, con m = p
y n = ¢, por lo que podemos aplicar el método de Cardano. El discriminante
para esta ecuacion es A = ¢* + %. Dependiendo si el discriminante es positivo,
negativo o igual a cero, se obtendran las diferentes soluciones:

» Caso A > 0: la ecuacién posee una solucién real y dos complejas. La so-
lucién real z se obtiene como se trabajoé en la seccién anterior, y también
pueden darse expresiones que determinan las dos soluciones complejas
conjugadas (que no incluiremos aqui).

» Caso A =0:

e sip = ¢ =0, la ecuacién posee una tinica solucién real (triple) z = 0;
e en caso contrario, puede probarse que la ecuacién posee entonces dos
soluciones reales, una simple z; = % y una doble z; = %".
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» Caso A < 0: puede demostrarse que la ecuacion tiene tres soluciones reales
distintas, las que pueden determinarse explicitamente gracias a la férmula
de De Moivre (pero no incluiremos dichas soluciones en este trabajo).

Luego, a partir de los valores de z obtenidos como solucién de (6), se obtienen

las soluciones para (5) mediante la sustitucién z = z — .

Otras ecuaciones

Todo lo expuesto anteriormente deja en evidencia la gran diferencia de dificul-
tad que se presenta entre la resolucién de ecuaciones cuadraticas y las ctbicas.

Adaptando las técnicas de Cardano, su alumno Ferrarilogr6 obtener una férmu-
la para determinar raices de polinomios de grado 4, reduciendo el problema a
encontrar raices de un polinomio de grado 3.

En terminologia actual, lo que estos matemaéticos italianos lograron demostrar
fue que las ecuaciones de grado 3 y 4 son resolubles por radicales, es decir que sus
raices se pueden calcular con férmulas que involucran solamente a sus coeficientes
junto con las operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién y extracciones
de raices cuadradas, ctbicas, etc. Por mucho tiempo se intent6 demostrar que las
ecuaciones de grado 5 o superior también son resolubles por radicales, hasta que
a principios del siglo XIX el matemaético italiano Paolo Ruffini, y posteriormen-
te el matematico noruego Niels H. Abel, establecieron finalmente que esto no es
posible para ecuaciones polinémicas generales de grado mayor o igual que 5 (ver,
por ejemplo, el Capitulo 13 de (Tignol, 2016)). Es importante recalcar que lo de-
mostrado por Ruffini y Abel no implica que no se puedan encontrar ecuaciones
particulares de grado 5 o superior que sean resolubles por radicales.

Si se flexibiliza el requisito de ser resolubles por radicales y se permiten otras
funciones, entonces hay una resolvente para la ecuacién de grado 5. Mds preci-
samente el matematico francés Charles Hermite demuestra en 1858 que hay una
resolvente para la ecuacion general de grado 5 si al conjunto de la funciones ad-
mitidas en la resolucién por radicales se le agregan las denominadas funciones
elipticas, que son funciones muy especiales que aparecen en el cdlculo de ciertas
integrales. Todo esto y mucho méds estd magistralmente expuesto en el libro (Klein,
1913).
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ResuMeN. La ensefianza de las matemadticas se enriquece notablemente con la resolucién
de problemas, especialmente cuando se incorporan estrategias, diversas representaciones
del objeto matematico y herramientas tecnolégicas. Estos elementos permiten desarrollar
una amplia gama de destrezas y habilidades, complementando el tradicional lapiz y pa-
pel. El propésito de este articulo es describir los procesos para abordar la solucién de un
problema sobre lugares geométricos, partiendo de dos elementos dados: una recta y un
punto. En esta experiencia de aula, participaron diez estudiantes de segundo semestre de
la carrera de Matematicas Aplicadas en una universidad del norte de México. Se destacé
el papel fundamental del software GeoGebra, que facilité la exploracién, comprobacién,
prediccién y descubrimiento de varios tipos de soluciones, utilizando diferentes registros
de representacién. Ademas, se evidenciaron diversas formas de razonamiento matematico,
desde el ensayo y error hasta el desarrollo de procesos analiticos bien estructurados, asi
como una variedad de estrategias de solucién que requirieron el dominio de conocimientos
y el uso sistematico de la tecnologfa.

Palabras clave: GeoGebra, resolucién de problemas, estrategias.

AssTrRACT. Mathematics teaching is enriched by problem resolution, apart from knowledge,
a great variety of skills and abilities are generated when strategies, representations of the
mathematical object and technological tools are incorporated, added to those developed
using pencil and paper. The purpose of this article is to describe the processes approaching
problem solutions of geometric places from two given elements (a line and a point). Ten
second-semester students of the Applied Mathematics program at a university in northern
Mexico participated in the classroom experience. The role played using the GeoGebra
software was notorious, which helped to explore, verify, predict and discover various
types of solutions, using different representation registers, as well as different forms of
mathematical reasoning ranging from trial-error to the development of well-structured
analytical processes and a variety of solution strategies that involved mastery of knowledge
and the systematic use of technology.

Keywords: GeoGebra, problem solving, strategies.
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§1. Introducciéon

A pesar de los cambios realizados en los curriculos oficiales de matemaéticas
en los tltimos afos, la competencia conocida como resolucién de problemas ha
perdurado. Esto posiblemente se debe al valor agregado que esta competencia
tiene en el desarrollo de destrezas tales como la comunicacién, la comprension, la
realizacion de calculos y procedimientos, entre otras. Estas destrezas son resumi-
das por Echenique (2006) en la siguiente frase: “Una persona matematicamente
competente es aquella que comprende los contenidos y procesos matematicos
bésicos, los interrelaciona, los asocia adecuadamente a la resolucién de diversas
situaciones y es capaz de argumentar sus decisiones” (p. 16).

Resolver problemas no es una tarea facil, ya que implica enfrentarse a una situa-
cién desconocida, lo cual puede generar incertidumbre, desconfianza, desapego,
rechazo e incluso deseos de renunciar desde el principio. Polya (1965) sugiere
que para que los estudiantes resuelvan problemas, deben estar motivados para
hacerlo sin recibir ayuda excesiva o insuficiente. Comienza con la comprensién y
ofrece ideas a través de preguntas, incluso generales, que llevan a los estudiantes a
pensar en soluciones sin decirles realmente qué hacer. Porque una caracteristica
atribuible a la resolucién de problemas es precisamente el uso del razonamiento,
el cual puede surgir con preguntas como: “;Cuél es la incégnita? ;Cudles son los
datos? ;Cuadl es la condiciéon?” (Polya, 1965, p. 26).

Son numerosas las contribuciones que se pueden extraer de la resolucién de pro-
blemas y amplio es su impacto en los procesos didacticos en el aula de matematicas.
En particular, se destacan las ideas de Arteaga, Macias, y Pizarro (2020), quienes la
caracterizan como una potente herramienta que permite articular ideas y movilizar
“capacidades y habilidades como la sintesis, el andlisis, la visualizacién, la argu-
mentacion, la fluidez, la audacia, la autonomfa, etc.” (p. 279). Estos procesos se
convierten en elementos clave para los estudiantes, quienes posteriormente podran
autorregular su propio trabajo intelectual y enfrentar favorablemente situaciones
mas generales y complejas dentro y fuera del &mbito escolar.

Otros aportes que se atribuyen a la resolucién de problemas estdn relacionados
con los procesos didacticos, donde se evidencian métodos clave del pensamiento
heuristico matematico, como la “induccién, la deduccién, la generalizacion y la
particularizacion” (Defaz, 2017, p. 17). Son precisamente estos elementos los que
se ponen en practica durante la resolucién de problemas, lo que contribuye al
desarrollo cognitivo del resolutor y fomenta una postura reflexiva ante la vida.
Teniendo en cuenta lo anteriormente expuesto, reportamos una experiencia de aula
realizada como parte de una investigacion mas amplia en la que nos planteamos
describir y analizar las formas de razonamiento de los estudiantes cuando se
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enfrentan a la resolucién de un problema, el uso que hacen de la tecnologia y el
dominio de conocimientos que poseen.

§2. Dos referentes conceptuales

En este apartado se hard referencia a dos temas relevantes que se tuvieron en
cuenta durante la experiencia en el aula: la resolucién de problemas y el uso
de la tecnologia. Se destacard la importancia de ambos y su combinacién. Es
bien sabido que la resolucién de problemas ha sido una fuente de inspiracién
desde la antigiiedad, y en tiempos actuales no es la excepcion. Varios autores
(Mason, Burton, y Stacey, 1989; Santos-Trigo, 2016; Schoenfeld, 1985), entre otros,
contindan manteniendo vigente esta actividad a través de su produccién cientifica,
considerandola hoy dia tanto una competencia matemadtica como una linea de
investigacion.

2.1. Laresolucién de problemas. Aunque la literatura reporta varios autores so-
bre este tema, la perspectiva a considerar en este articulo es la de Schoenfeld (1985).
Este autor realiz6 un conjunto de investigaciones donde comparé el desempefio
de estudiantes de primeros semestres de carreras de matematicas con el trabajo
que ejecutan los matematicos profesionales al resolver los mismos problemas. De
sus investigaciones dedujo que en la resolucién de problemas intervienen cuatro
dimensiones, las cuales, ejecutadas en conjunto, hacen posible la resolucién de
problemas de forma exitosa. Estas dimensiones son: el dominio de conocimientos,
el sistema de creencias, las estrategias heuristicas y las estrategias metacognitivas.

El dominio de conocimientos se refiere al conjunto de recursos matemdticos que
posee el resolutor y que puede emplear en la resolucién del problema, como axio-
mas, definiciones, algoritmos, teoremas, etc. Las estrategias heuristicas, definidas
por Polya (1965) y retomadas por Schoenfeld (1985), son métodos de biisqueda y
exploracién ante lo desconocido, resultando ttiles en la resolucién de problemas.
Ejemplos de estas estrategias son particularizar, resolver un problema mds simple,
estudiar casos especiales, usar ensayo y error, iniciar de atrds hacia adelante, entre
otras.

Las estrategias metacognitivas se refieren a las acciones que emprende el re-
solutor para ejercer control sobre el proceso de solucién, como monitorear si ha
entendido el enunciado, revisar silos cdlculos estan bien ejecutados o sila respuesta
obtenida corresponde a la solucién del problema. En caso de encontrar algtn error,
el resolutor debe tener la habilidad de seleccionar otros recursos o redireccionar el
proceso empleando estrategias heuristicas diferentes. El sistema de creencias es
una compleja red de concepciones que tiene el resolutor y que afecta (positiva o
negativamente) su desempefio en la resoluciéon de problemas.
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Por otro lado, existen diversas percepciones sobre la resolucién de problemas,
que van desde la negacién o imposibilidad de afrontarlos hasta sentirse incompe-
tente para hacerlo. En este sentido, es relevante lo planteado por Echenique (2006),
quien refiere que en el proceso de resolucién intervienen aspectos internos como
el esfuerzo, la concentracion, el interés, el gusto por aceptar retos, la tranquilidad
para afrontarlos, la perseverancia, la creatividad, la autoconfianza, los estados
emocionales, etc. Ademads, los propios procesos de investigacién, como analizar
los datos del enunciado y su relevancia, pensar en posibles vias de resolucién que,
aunque no forman parte de los contenidos propiamente matematicos, desempenan
un papel importante y ayudan a resolver con éxito la tarea.

2.2. Elpapel delatecnologia enlaresolucién de problemas. Segiin Santos-Trigo
(2016), la tecnologia se ha convertido en una necesidad actual, ya que contribuye al
desarrollo de habilidades cognitivas en diversas areas del conocimiento, incluida la
resolucion de problemas y la creacién de conjeturas. Esto no se limita a los entornos
escolares, ya que también en la vida cotidiana se ha convertido en un recurso
indispensable para la bisqueda de informacién, la comunicacién de resultados y
la interaccién entre individuos, entre otros aspectos.

Es un hecho que la era tecnolégica ha llegado para quedarse, y tanto las autorida-
des como los individuos tienen la responsabilidad de proporcionar las condiciones
para capacitarse en su uso. En particular, al describir la competencia digital, Santos-
Trigo (2016) indica que se refiere a que los estudiantes desarrollen recursos y
habilidades en el uso de tecnologia digital en la resoluciéon de problemas. Este
documento tiene como objetivo emitir diferentes soluciones utilizando recursos
matemadticos como los teoremas, definiciones y procesos analiticos, asi como apro-
vechar los recursos tecnolégicos que proporciona la geometria dindmica.

La integracion de la tecnologia en las actividades, que se describiran mas adelan-
te, se asume desde la perspectiva de la Mediacion Semiética (Mariotti, 2009). Bajo
este marco, se postula que un artefacto puede ser utilizado por un profesor como
una herramienta de mediacién semiética con la intencién de desarrollar signos ma-
tematicos, los cuales se hallan separados del uso del artefacto pero que mantienen
una relacion semidética. En este contexto, un elemento central en el medio didactico
de una actividad matematica que los estudiantes intentan resolver es el papel del
profesor. Dicho papel es actuar como guia en el proceso de mediacién semiética,
permitiendo que los estudiantes evolucionen en la comprensién de los signos, ya
sea a través de gestos, produccién oral o escrita, o construccién realizada con el
uso de un software de geometria dindmica.

La mediacién semiética postula que la construccién del conocimiento es una
consecuencia de una actividad instrumental donde los signos y objetos matemati-
cos emergen y evolucionan dentro de la actividad matemaética con el apoyo de la
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interaccion social entre los estudiantes. Por lo tanto, el andlisis del trabajo mate-
matico de los estudiantes mientras un componente tecnolégico media la actividad
se centra en el uso del artefacto durante la resolucién de una tarea especifica, re-
conociendo la construccién del conocimiento dentro de la solucién de la tarea.
Asi, el artefacto se emplea como un mediador semiético, lo que implica que el
profesor debe guiar a los estudiantes para relacionarse con los significados que
emergen del funcionamiento del artefacto y los significados que se evidencian de
esta experiencia mientras se intenta resolver una tarea o problema.

La resolucién de problemas en si misma aporta grandes beneficios al desarrollo
del pensamiento, y cuando se combina con el uso de la tecnologia, “enriquece el
aprendizaje de las matematicas” (National Council of Teachers of Mathematics
NCTM, 2000, p. 26) en varios aspectos. Por un lado, permite explorar diferentes
representaciones de los objetos matematicos, como tablas, ecuaciones, gréficas,
etc. Asimismo, facilita la exploracién de ideas y conjeturas que pueden refutarse o
aceptarse en poco tiempo. También es posible utilizar la tecnologia sin tener un
dominio amplio de conocimientos y habilidades en los procesos analiticos, ya que
puede proporcionar ideas y orientaciéon sobre lo que se debe buscar y utilizar.

Ademas, permite corroborar resultados y visualizarlos en una gran cantidad de
casos, lo que constituye una representacion visual incluso cuando no se dispone de
una version analitica de la situacién. El uso de la tecnologia hace que los procesos
de busqueda de soluciones sean mas eficientes sin excederse en tiempo, como
podria suceder con el lapiz y el papel.

§3. Disefio de la experiencia didactica

En el programa oficial del curso de Geometria Analitica de la Licenciatura en
Mateméticas Aplicadas se incluye una unidad denominada Circunferencia, prece-
dida por otra que trata sobre la Linea Recta. Se consideré que los alumnos contaban
con el dominio de conocimientos necesarios para enfrentarse a la resolucién de
problemas en estos temas. Ademds, es importante mencionar que ya tenian al
menos seis meses de experiencia utilizando el software de geometria dindmica
GeoGebra. Cada tema se desarrolla con el apoyo del software como mediador
semidtico por parte de los alumnos y se complementa con los procesos analiticos
que la asignatura requiere.

La experiencia que se reporta en el presente manuscrito involucra a un grupo de
10 alumnos de segundo semestre, que estaban cursando la asignatura de Geometria
Analitica. Para la resolucién del problema asignado, algunos de los estudiantes se
agruparon en parejas. La tarea se llevé a cabo en el laboratorio de computo de la
facultad, donde tenfan a su disposicién una computadora y varias horas de clase
para explorar méas opciones de solucién.
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En cuanto a los conocimientos previos, se asume que los alumnos contaban, en
términos de Schoenfeld (1985), con un dominio de conocimientos adquiridos en
el bachillerato, asi como durante el curso de Geometria Euclidiana del semestre
anterior, y los adquiridos hasta el momento en Geometria Analitica. Entre estos
conocimientos destacan el postulado de Euclides: “con un centro y un radio se
construye una circunferencia”. También sabian que:

e la distancia de un punto a una recta se representa mediante el segmento
perpendicular que los une,

e una circunferencia c es tangente a una recta ¢t en un punto P si y sélo si la
perpendicular a ¢ por P pasa por el centro de ¢,

e diferentes formas de la ecuaciéon de una recta, en particular, la ecuacién
normal cuya forma es: % = 0 (Lehmann, 2009), en esta ecuacion los
coeficientes A, B y C se obtienen de la ecuacion general de la linea recta:
Ax + By +C = 0. La forma normal es de gran utilidad para calcular la
distancia de una recta a un punto (z1, y1), esto se logra reemplazando las
coordenadas particulares del punto en la ecuacién, dando como resultado la

distancia

. |A.Z‘1 + By1 + C|

VA? + B?
e Asi mismo sabian calcular la distancia entre dos puntos y conocian las dife-
rentes formas de la ecuacién de una circunferencia.

d

El problema propuesto fue una variante del ejercicio sobre circunferencia propuesto
por Lehmann (2009) en los ejercicios del grupo 15, inciso 24: “Hallar la ecuacién
de la circunferencia que pasa por el punto A = (7,—5) y es tangente a la recta
r—y—4=0enel punto B = (3, —1)” (p. 103). A este ejercicio se le realizaron dos
modificaciones: en primer lugar, se eliminé el punto de tangencia B, y, en segundo
lugar, se incorpord la exploracion con el software GeoGebra. Por lo tanto, el nuevo
enunciado fue el siguiente:

Usa GeoGebra para visualizar el problema. Describe qué procesos ana-
liticos deben llevarse a cabo para solucionar el problema. Encuentra la
ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A = (7, —5) y es
tangente a la recta cuya ecuaciéon es v — y — 4 = 0. ;Cuéntas soluciones
tiene el problema?
La Teoria de la Mediacién Semiética propone un ciclo didéctico (Mariotti y Maffia,
2018) para la implementacién de tareas y actividades matematicas donde se em-
pleara un mediador semi6tico, que en nuestro caso es el programa de geometria
dindmica GeoGebra. Dicho ciclo se adapté a nuestras necesidades, resultando en
lo siguiente:

1. Se propone a los estudiantes el problema anteriormente descrito. Para la resolu-
cién debian utilizar GeoGebra y ademads deben realizar soluciones analiticas.
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2. Se realiza una etapa de produccién de signos con el GeoGebra en parejas.
3. Se realiza una discusién con el profesor sobre las producciones realizadas y se
hace entrega de los archivos generados para analizar la construccion realizada.

Para recopilar la informacién, los alumnos debian entregar los archivos electrénicos
construidos en GeoGebra con la o las soluciones encontradas. Estos archivos se
recibieron a través de la plataforma Schoology. Ademés, las soluciones analiticas
construidas con lapiz y papel se reportaron en fisico. También se tomaron algunas
fotografias durante la implementacién del problema con los estudiantes, como se
mostrard mas adelante.

Es fundamental mencionar que la otra parte de la evidencia empirica orquestada
proviene de entrevistas individuales semiestructuradas con los estudiantes que
resolvieron el problema, tras revisar sus archivos y soluciones escritas. Las construc-
ciones en GeoGebra, que conforman la evidencia, se complementan con algunas
respuestas de los estudiantes, lo cual contribuye al analisis semi6tico realizado. Por
altimo, es importante destacar que la profesora titular del curso fue la encargada
de redisefiar e implementar el problema, ademds de realizar las entrevistas. Su
papel principal fue mediar durante el proceso de construccién y trabajo con el
software, respondiendo a las dudas de los estudiantes y fomentando el didlogo
con los equipos en los casos en los que no se observaba un progreso notable en las
estrategias de solucion.

§4. Resultados de la experiencia didactica

Una vez revisadas todas las evidencias proporcionadas por los alumnos, pro-
cedimos a clasificarlas en dos categorias segtin el tipo de soluciones presentadas.
Una categoria fue denominada soluciones particulares, las cuales se definieron
asi porque consistian en casos particulares de la resolucién del problema. La otra
categoria fue denominada soluciones generales, donde se encontraron respuestas
que abarcaban a las soluciones particulares y ademds incluian otros lugares geo-
métricos. En estas soluciones, se emplearon mayores elementos de conocimiento
matematico y se aplicaron otras estrategias (ver Tabla 1).

A continuacién, se hara referencia a los diferentes enfoques que llevaron a
cabo los estudiantes. Se observé que no tuvieron dificultades para comprender el
enunciado del problema; desde el principio, tuvieron claridad sobre lo que se les
pedia. Sin embargo, les llevé varios minutos idear un camino de solucién, ya que
no era evidente de inmediato. Aqui radica la riqueza del problema, ya que no se
trataba simplemente de aplicar algtin algoritmo particular, sino de pensar en cémo
encontrar al menos una solucién. Polya indica que primero se debe comprender el
problema, mientras que Schoenfeld sugiere que entender el problema puede llevar
mas tiempo que la propia solucién. De hecho, con algunos alumnos ocurrié que
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Tipo de soluciones Tipo de estrategia Cantidad de soluciones
Ensayo y error 1
Particulares
Trazado de recta perpendicular 1
Trazado de una recta paralela 2

Construccion de la Bisectriz

1 Infinitas
Generales Trazado de una recta
Perpendicular
Rastro
Construccion de Parébolas Infinitas

TaBLa 1. Resumen general sobre tipos y estrategias empleadas en la
resolucion del problema planteado.

parecian no estar haciendo nada, cuando en realidad estaban dedicando tiempo a
disefiar una estrategia para abordarlo.

4.1. Caracteristicas de las soluciones particulares. La estrategia del ensayo y
error estuvo presente en la resolucion del problema. Los alumnos que la aplicaron
explicaron el proceso seguido de la siguiente manera: “se trata de trazar una
circunferencia cualquiera y mover el centro hasta que coincida con la recta dada”.
En la Figura 1, se observa el uso de la técnica de ensayo y error porque la recta
no es tangente a la circunferencia; esta fue construida por aproximacién. Aunque
el resultado no cumple con la prueba del arrastre, este método ayudé a iniciar la
exploracion y a realizar posteriormente trazos més acertados.

Ficura 1. Alumnos explorando el problema mediante la estrategia
ensayo-error con GeoGebra.

El uso de trazos auxiliares es comtin en geometria y se evidenci6 en las solu-
ciones presentadas. Por ejemplo, la mayoria de los estudiantes trazé una recta
perpendicular a la recta y que pasara por el punto dado (7, —5). Aunque este trazo
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se utilizé con diferentes propdsitos, para algunos alumnos la recta perpendicular
sirvi6 para determinar el didmetro de la circunferencia, como se muestra en el caso
de la Figura 2. (Es importante aclarar que la alumna no modificé la etiqueta del
punto dado (7, —5), por lo que en la imagen aparece con la letra E).

10 12 14 16 18 20 22

Recta tangente x-y-4=0

Recta perpendicular a la recta dada
F es el pie de perpendicular

| es el segmento que es el diametro
G es el punto medio de |

Ficura 2. Trazado de una recta EF, perpendicular a la recta dada,
que ayuda a generar el didmetro de una circunferencia solucién.

Al preguntar sobre la estrategia, la alumna explica: “se utiliza una perpendicular
alarecta que pase por el punto dado, esto porque la recta tangente es perpendicular
al diametro y el punto medio seria el centro de la circunferencia”. Esto es coherente
con lo que Schoenfeld (1985) define como dominio de conocimientos, ya que esta
realizando trazos con los conceptos geométricos que posee.

Otros alumnos que también realizaron trazos auxiliares construyeron una recta
perpendicular (punteada) a la recta dada que pasara por el punto dado, como se
muestra en la Figura 3. Esta recta fue utilizada para hallar el radio (segmento rojo).
Ademés, realizaron otros trazos, como una recta paralelaalarectaz —y —4 =0
que pasara por el punto dado (7, —5) y una circunferencia. Estas construcciones
ayudaron a encontrar una solucién (circunferencia azul), aunque el punto de
tangencia en esta solucién no es el pie de la perpendicular, como si lo fue el caso
anterior.
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Ficura 3. Construccion de trazos auxiliares: rectas, circunferencia y
segmento.

4.2. Caracteristicas de las soluciones generales. A continuacion, se presentan
dos resultados que se catalogaron como generales, obtenidos al explorar con el
software de geometria dindmica GeoGebra. En el primero, se introducen varios
trazos auxiliares como punto, recta y bisectriz, mientras que en el segundo se
identificé que el centro de la circunferencia buscada pertenece a una parébola.
En ambas soluciones se identifica el aporte del movimiento y una infinidad de
soluciones.

4.2.1. El centro de la circunferencia pertenezca a una bisectriz. El hecho de que el
centro de la circunferencia pertenezca a una bisectriz puede suscitar la pregunta
inicial del lector y de nosotros mismos: jde qué bisectriz estdn hablando si en
el enunciado del problema nunca se mencioné? Y tiene razén, puesto que no
hay tal objeto geométrico en el enunciado, pero en la mente de los alumnos que
lo exploraron si. En términos de Santos-Trigo (2021), los alumnos activaron su
esquema cognitivo y pudieron trazarlo y explorarlo en el software GeoGebra sin
que representara demasiado tiempo y trabajo. El uso del software permiti6 la
exploracién de la idea de forma sencilla, ya que los métodos analiticos hubiesen
requerido de procesos mas elaborados.

Los alumnos Angel y Miguel lo pensaron, optaron por hacerlo y lo explicaron
con sus propias palabras de la siguiente manera:

“Se traza una recta cualquiera que no sea paralela a la recta dada y que
pase por el punto A, se traza la interseccion entre las rectas y se traza la
bisectriz del &ngulo formado. Luego se traza una perpendicular de la
segunda recta que pase por el punto A, se halla la interseccién entre la
bisectriz y la perpendicular, y ese es el centro.”
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Las palabras anteriores se ilustran en las Figuras 4 y 5. Es importante aclarar que
la construccién con nombres fue realizada por los autores del articulo con el fin de
mostrar graficamente las palabras de los alumnos y hacerlas comprensibles para el
lector. Ademads, es necesario aclarar que el punto B y la bisectriz que aparecen en la
construccién fueron inventados por los alumnos. Ellos emplearon varios conceptos
de la geometria euclidiana, como la idea de que el centro de una circunferencia
tangente a dos rectas no paralelas pertenece a la bisectriz de uno de los angulos
formados por estas rectas.

recta dada

bisectriz

recta auxiliar

punto libre B en la recta dada ," <+
i punto A, dado

FiGura 4. Solucién general presentada por Miguel y Angel donde el
centro de la circunferencia pertenece a la bisectriz. Fuente: elabora-
cion propia.

Con esta estrategia de trazos auxiliares, se puede observar la evolucién de los
significados (Mariotti, 2009) y el uso de recursos disponibles (dominio de conoci-
mientos) como plantea Schoenfeld (1985). Por otro lado, el software GeoGebra
proporciona una manera de visualizar multiples soluciones mediante la activacion
del rastro. En este caso, el rastro lo deja la circunferencia cuando el punto libre B,
construido sobre la recta x — y — 4 = 0, permanece en movimiento. Es importante
aclarar que los elementos auxiliares construidos, como el punto B, la recta auxiliar
y la bisectriz, fueron creacién propia de los alumnos, y para ello no hubo participa-
cién ni sugerencia por parte del docente. La gama de soluciones que proporcioné
esta estrategia es amplia, y parte de ellas se pueden apreciar en la Figura 5.
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Ficura 5. Familia de circunferencias tangentes a la recta y que pasan
por el punto A, cuyo centro se encuentra en la bisectriz. Extendiendo
la solucién de Miguel y Angel.

4.2.2.  El centro de la circunferencia pertenece a una pardbola. Hubo dos grupos de
alumnos que coincidieron en considerar que el lugar geométrico de todos los
centros de las circunferencias solucién corresponde a una pardbola. Miguel inicié
con la definicién del lugar geométrico, mientras que César comenzé con el proceso
analitico y lo dedujo después.

Al preguntarle al alumno Miguel sobre cémo obtuvo la idea de la parédbola,
menciona que record6 haber visto el tema de las secciones cénicas en el bachillerato
y la definicién de parédbola, indicando que es el lugar geométrico de los puntos
del plano que equidistan de un punto fijo llamado foco y una recta fija llamada
directriz. Asoci6 los elementos dados en el enunciado del problema con los de la
definicién: la recta R es la directriz y el punto A corresponde al foco. Vale la pena
destacar que en el curso de geometria analitica donde se aplic6 el problema atin no
se habia visto la pardbola, pero fue un elemento de los conocimientos previos del
bachillerato que result6 ttil para que el alumno presentara una soluciéon general.

En la Figura 6 se muestra la pardbola a la que se refiere Miguel. Aunque ya habia
realizado y solucionado el problema con GeoGebra (caso de la bisectriz), él decidi6
continuar explorando el problema por su cuenta en el software Desmos, que tenia
instalado en su celular. Es evidente que esta pardbola efectivamente corresponde
a la solucion general del problema, empleando una estrategia diferente y sus
conocimientos previos.
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Circunferencia equidistante

desmos

“ +

(m)

Y
]

Ax+By+C=0

La ecuacidn de la recta puede ser vanada
con los deshzadores de |la carpeta de abajo

Constanles de la recta

El punto A , es el punto equidistante, siéntase
libre de mover el punto

[ﬁ'."ﬁ)
W Ratulo: A

Los puntos C1 y C2 son los centros de los
circulos, siéntase libre de moverlos

Cordenadas de A

«

Ficura 6. Solucién general, elaborada por Miguel, que corresponde
a una pardbola y el uso del software Desmos.

También como solucién general el alumno César present6 su respuesta de dos
formas. Una de ellas fue elaborada con recursos analiticos, en la que considerd una
igualdad de distancias: la primera es la distancia del punto A = (7, —5) y la recta
x —y —4 = O usando la forma normal y la segunda corresponde a la distancia entre
el punto A y un punto desconocido de coordenadas (z,y). A través de este proceso
el alumno halla el lugar geométrico de todos los centros de las circunferencias.
Estas distancias son iguales porque ambas corresponden al radio de la misma
circunferencia. A continuacién (Figura 7), se muestra una imagen del manuscrito
del alumno y posteriormente su transcripcion para la mejor comprensién del
proceso seguido.
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Ficura 7. Solucién analitica construida por César.

DRF:DA,F

|1x—1y—4|)2 ’

PP V73— —72+ (y+5)

( V2 U s
2 2 _ =
22+ 4% + 16 22;(:3/ 81‘+8y:x2_14x+49+y2+10y+25
24+ 42+ 16 — 22y — 8z + 8
224y + Qxy T+ Y — 22 442 — 142 + 10y + 74

2 + 9% + 16 — 22y — 8z + 8y = 222 + 2y — 28z + 20y + 148
207 + 2y — 282+ 20y + 148 — 2?2 — 2 — 16+ 22y + 82 — 8y =0
2?4+ y? + 22y — 20+ 12y +132=0

Por lo tanto 22 + y? + 2xy — 20z + 12y + 132 = 0 es el lugar geométrico de
todas las circunferencias tangentes a x — y — 4 = 0 y que pasan por (7, —5).

También César usé el software GeoGebra para hallar la solucién, ver Figura
8. Es notorio que, pese a realizar exploraciones con otros recursos encontré la
misma solucién que habia planteado en parrafos anteriores. Esta solucion analitica
corresponde a una parabola rotada, en la cual se encuentran todos los centros de las
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circunferencias que se constituyen en una solucién general al problema planteado.
Es posible verificar este resultado calculando el discriminante B? — 4AC de la
ecuacién cuadrética con dos variables:Az* + Bxy + Cy® + Dx + Ey + F = 0 que
para este caso particular corresponde a 0 por lo que representa una parébola.

Ficura 8. Solucién con software GeoGebra construida por César.

4.2.3.  Visualizacion del lugar geométrico. Al usar la herramienta de rastro de Geo-
Gebra sobre el centro de la circunferencia, se genera la solucién general que co-
rresponde al lugar geométrico pardbola, como se muestra en la Figura 9. Esta
solucién coincide con la respuesta que algunos alumnos habian encontrado de
forma independiente a través de varias estrategias. Otra de las riquezas del uso
de la tecnologia es que "permite ver mas y mejor", ya que este lugar geométrico
muestra muchas soluciones posibles al problema, y sin errores de construccién,
algo que hubiera sido imposible de visualizar exclusivamente con 14piz y papel.
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Wsactriz

Ficura 9. Pardbola generada en GeoGebra, con los centros de las
circunferencias tangentes a la recta R por el punto A. Fuente: elabo-
racion propia

§5. Reflexiones finales y aportes para la ensefianza

Luego de haber atestiguado los procesos de solucién, asi como el desarrollo de
los signos involucrados en el trabajo en el ambiente de geometria dindmica a través
de los significados construidos por los estudiantes, haber revisado los trabajos
de los alumnos, analizado las respuestas dadas durante las entrevistas, etc., nos
permitimos enunciar cada una de las siguientes reflexiones para la ensefianza,
que se encuentran sustentadas en la resolucién de problemas, particularmente en
planteamientos de Polya (1965) y Schoenfeld (1985), y su conjuncién con el uso
de tecnologia sugerido por Santos-Trigo (2021), Santos-Trigo y Camacho (2018) y
Mariotti (2009).

En el aula se debe propiciar la resolucién de problemas porque, de acuerdo con
Schoenfeld (1985), los alumnos movilizan los conocimientos y enriquecen el razo-
namiento matemadtico. Esto ocurre porque, usando el dominio de conocimientos
y las herramientas del software, los estudiantes exploran mds soluciones, buscan
diferentes opciones y se ven motivados a ponerse retos e idear una diversidad de
soluciones. Se hizo evidente que los alumnos estuvieron pensando, incluso cuando
tuvieron a su disposicién apuntes, libros, computadoras e internet.

La utilizacién de diferentes estrategias en la resolucién de problemas (estrategias
heuristicas y metacognitivas) resulté ttil porque motivé a los alumnos a explorar,
dudar, crear, inventar y mantenerse activos en el problema, incluso después de
que el tiempo de clase habia concluido. Este fue el caso de varios alumnos que
comenzaron con la estrategia del ensayo y error, pero luego refinaron sus procesos
y pudieron encontrar soluciones més consistentes.
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El aporte del uso de la tecnologia fue significativo, ya que permitié explorar de
manera libre y rapida cada idea que surgiera y descartar otras, que quizas con lapiz
y papel habria sido més dispendioso. También hubo alumnos que interactuaron de
diversas formas con la tecnologia e incluso les sirvié como medio para corroborar
lo encontrado con lapiz y papel.

El rol de la profesora fue crucial, ya que ademds de redisefiar el problema, estu-
vo presente como mediadora, guiando a los alumnos para que descubrieran sus
propias potencialidades. Mediante la formulacién de preguntas clave durante el
trabajo con el software de geometria dindmica o en las entrevistas realizadas poste-
riormente, tales como ";tu construccién pasa la prueba del arrastre?". La profesora
ayudo a los alumnos a desarrollar significados matemadticos mas robustos, en linea
con la Teoria de la Mediaciéon Semiética. El papel del docente como mediador
es esencial en la resolucién de problemas que involucran un artefacto como un
software de geometria dindmica.

La resolucién de problemas se destaca como un medio que enriquece y fortalece
el aprendizaje de las matemaéticas. Esto se hizo evidente cuando los alumnos mos-
traron diferentes enfoques para abordar el problema y una variedad de respuestas,
algunas equivocadas, algunas generales y otras particulares, que les permitieron
movilizar una mayor cantidad de estrategias, conocimientos y habilidades, apoyan-
dose en las herramientas del software. Se hace notar ademas, que la formulacién
de problemas puede realizarse a partir de los materiales de los cuales dispone
el profesor, siempre y cuando sean redisefiados con la intencién de potencializar
procesos como la generalizacién y la construccién de conjeturas, mas alld de la
utilizacion precisa de procedimientos bien establecidos.

Es notable cémo los alumnos no se limitaron a repetir teoremas y definiciones
durante la resolucién de problemas, sino que emplearon su tiempo en explorar
dénde y como aplicarlos de manera significativa. Esto refleja un enfoque mas pro-
fundo y reflexivo sobre los conceptos matemaéticos, en lugar de simplemente seguir
procedimientos mecénicos. Ademas, se destacaron ideas propias que mostraron
ingenio, como la construccién de una recta auxiliar por parte de Miguel y Angel.

El uso de recursos tecnolégicos para explorar problemas permitié fomentar la
creatividad, ya que brind¢ la posibilidad de pensar, ensayar ideas y descartarlas
rdpidamente cuando fuera necesario. Esto proporcioné un sentido de libertad
que ampli6 las posibilidades de los alumnos, incluso cuando no tenian una com-
prension completa de las formas analiticas. Estos aspectos resaltan varios de los
planteamientos de Santos-Trigo (2016) sobre el uso de tecnologias digitales, al ofre-
cer oportunidades para analizar formas de construir y explorar representaciones
para resolver problemas, asi como para formular conjeturas y relaciones.
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LAS PROPIEDADES UNICAS DEL 73
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ResuMEN. Primero mostramos un gran nimero de propiedades del namero 73 y su reverso
el 37. Luego contamos la Conjetura de Sheldon que dice que el 73 es el tnico primo que
satisface dos propiedades concretas y damos una idea de la demostracién de Spicer y
Pomerance. Finalmente, consideramos ntumeros de Sheldon en sucesiones enteras.

Palabras clave: Ntimeros primos, reversos de ntimeros, Conjetura de Sheldon.

AsstrAcT. First we present several properties of the prime 73 and its reverse 37. Next, we
introduce the Sheldon conjecture stating that 73 is the only prime satisfying two specific
properties. Later, we give an idea of the proof of the conjecture given by Pomerance and
Spicer. Finally, we consider Sheldon numbers defined on integer sequences.

Keywords: Prime numbers, reverse numbers, Sheldon conjecture.

§1. Introducciéon

Desde muy pequefio me gustan los ntimeros impares, pero no sé por qué, ‘feeling’
que le dicen. Y algunos impares me gustaban més que otros, comoel 3,el 7o el 11,
pero no el 15, y no sabia por qué. Desde que cursé Algebra I de la Licenciatura en
Matematica en FAMAF (UNC) me gustan mucho los ntimeros primos y entonces
entendi por qué algunos impares si y por qué otros no. Naci en el ‘73 y soy hincha
del Rojo. Ese afo Independiente de la mano (del pie dirfa) del Bocha gané todo
(Copa Libertadores, Copa Interamericana, Copa Intercontinental). Me encanta el
73!

37
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También me gustan Los Simpsons y The Big Bang Theory. En los episodios de estas
series, ademds de criticas mordaces a la sociedad, suele haber algunos guifios a
temas de matematica y fisica actuales de investigacién, muy interesantes, por lo
general conjeturas. Esta vez, lo que me llam6 la atencion es que en la serie The Big
Bang Theory, alld por el 2010 y justamente en el Capitulo 73, el personaje Sheldon
Cooper afirma rotundamente que 73 es el mejor nitmero de todos y da sus motivos.
Resulta que 73 es un niimero primo que tiene ciertas propiedades muy interesantes,
en particular en relacién a su reverso 37, que también es primo.

Implicito en el didlogo con sus colegas estaba que 73 es el tinico ntimero primo
con esas propiedades. Este hecho seguramente llamé la atencién de algunos mate-
maéticos seguidores de la serie. En particular, la de Chris Spicer y colaboradores,
que en 2015 estudiaron un poco mds estas propiedades y enunciaron la que llama-
ron la Conjetura de Sheldon, que dice que 73 es el tinico primo con esas propiedades.
Unos afios mas tarde, en 2019, el mismo Chris junto a Carl Pomerance pudieron
probar la Conjetura de Sheldon.

La idea de este articulo es, por un lado, dar cuenta de algunas propiedades
del ntimero 73 (y su amigo el 37) que me parecen curiosas y fascinantes. Por
otro lado, explicar de forma clara la Conjetura de Sheldon y esbozar la idea de
la demostracién de la prueba de Spicer y Pomerance sobre dicha conjetura. O
sea, mostrar por qué, desde ahora, yo también pienso que 73 es un niimero super
copado (como el rojo). Y que ya no es que me guste mucho, si no que desde ahora
soy uno de sus fans.

§2. Propiedades del niimero 73 y su reverso 37

El namero 73 es primo, es decir sus tinicos divisores positivos son el 1 y el 73. Es
el primo ntiimero 21 en la lista infinita de primos, cosa que se denota por

73 = par.

O sea, en general p,, denota el n-ésimo primo natural. Ademads, 21 = 7 - 3, por lo
que podemos escribir mas sugestivamente

73 = pr3.
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De hecho, 73 es un primo gemelo. Los primos gemelos son, por definicién, pares
de ntimeros primos que difieren en 2, es decir primos de la forma

{p,p+2}
con p € N. Los primeros pares de primos gemelos son
{3,5}, {5,7}, {11,13}, {17,19}, {29,31}, {41,43}, {59,61}, {71,73}, etc.

Aungque parezca raro, no se sabe si existen infinitos pares de primos gemelos. La
Conjetura de los Primos Gemelos asegura que si. El par més grande conocido es

2.996.863.034.895 x 2!2900%0 1y 2.096.863.034.895 x 21290000 4 1/

con 388.342 cifras decimales cada uno.
Como 73 = 64 + 8 + 1, tenemos las descomposiciones en sumas de cuadrados y
cubos
B=8+3=4"+21+1°
(estas sumas de dos cuadrados y tres cubos son tnicas) y ademads que

(21)  73=204+2°420=(1001001), y 73=8+8'+8"=(111)s

son sus expresiones en sistema binario y octal.

Siguiendo con la representacion binaria, de los 7 digitos binarios que representan
al 73, 3 son 1’s. Mas atin, el indice primo de 73 es 21 y en binario tenemos

(2.2) 21 = (10101)y = (111)5 - (11)o.
Ademads, 21 =3-7y 7+ 3 = 10 y tenemos la relacién
(21)3 = (Tho,
que mds sugestiva y simétricamente podemos escribir
(3-7)3 = (7)s47.

Resulta que 373 también es un primo, el nimero 74 = 37-2. ;Cudntas coincidencias!

Como ya habras notado, las expresiones binarias y octales en (2.1) y (2.2) son
todas capictias (son sus propios reversos). Sin embargo (73)0, i.e. 73 en sistema
decimal, no es capictia. Su reverso es el 37, que es el duodécimo primo, o sea

37 = pia.

Notar que el indice primo de 37 que es 12 es el reverso del indice primo del 73 que
es 21. Volveremos més adelante sobre esta curiosidad que se las trae, y que ya hace
un poco de cosquillas. Mas atin, los cuadrados de los indices primos de 37 y 73
también son reversibles:

122 =144 y 21 = 441.

Creer o reventar.

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 39 N°2 — 2024



40  Ricardo A. Podesti

A partir de ahora mostraremos una gran cantidad de sorprendentes (para mf)
propiedades de este par de ntimeros. Sin embargo, no puedo dejar de mencionar
esta curiosidad del 37 y su indice 12. Cuenta la anécdota que cuando Hardy fue a
visitar a Ramanujan al hospital alld por 1917 éste le dijo: "he venido en un taxi cuyo
namero 1729 me parece que no tiene ninguna propiedad interesante’; a lo que
Ramanujan respondié: ‘No, para nada, es muy interesante, es el menor nimero
que se puede escribir como suma de dos cubos de enteros positivos de dos formas
distintas’. En efecto

1729 = 1° +12° = 9° + 10°.
Notar que 1729 = 7-13-19 y que sino se aclara que la suma es con cubos de enteros
positivos, entonces el menor niimero que satisface eso es 1729/19 = 91 pues

7-13=91 =06+ (-5)* =4° + 3%

Hardy qued6 impresionado por la anécdota y al contérsela a Littlewood este
contestd: ‘todo ntimero entero es uno de los amigos personales de Ramanujan’.
Bueno, resulta que 1729 es el menor namero que puede representarse por la forma
cuadratica de Losch

a® + ab + b*

de cuatro formas distintas: (a,b) = (25,23), (32, 15), (37,8), (40, 3). O sea, 1729 es
minimal satisfaciendo estas dos propiedades que involucran cuadrados y cubos y
la expresion

1729 = 37 + 8- 374 8 = 1° +12°

involucra tanto a 37 como a su indice primo 12.

Propiedades aritméticas bdsicas de 37 y 73. Ahora veremos algunas curiosidades
y propiedades en comtn de estos ntimeros, en particular, aquellas que los ligan o
relacionan.

Para empezar, tenemos que
73=2-37-1,

lo cual dice que 37 es el promedio de los divisores de su reverso: 37 = £, Ademas,
se tiene que
73 = 37* — 36° = (37 — 36)(37 + 36) = 36 + 37.

O sea, 73 es diferencia de cuadrados (involucrando a su reverso) y es un ndmero
amable (polite) por ser suma de ntimeros consecutivos (involucrando a su reverso).
El 37 también es un niimero amable pues 37 = 18 + 19. Ademads, es diferencia de
cubos consecutivos

37=4"-3"=64-27
lo que lo convierte en un primo cubano, es decir de la forma p = (n + 1)* — n? con
n > 0. Los primeros primos cubanos son 1,7, 37, 61.
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Simetrias. Teniendo en cuenta los primos y sus indices p2; = 73 y p12 = 37, tenemos
que 73 =37+3-12y

73+ 21 =94,

37+ 12 = 49.

Es decir, la suma del primo y su indice es el reverso de la suma del reverso y su
indice. O sea, tanto el primo, su indice y la suma del primo y el indice son todos
reversibles. jSorprendente! De yapa, vemos que sus indices son ambos de la forma
9k — 6 para k’s consecutivos. En efecto,

37 =po.2-s y 73 = po.3—6-

Residuos cuadriticos. Un entero z es residuo cuadratico médulo n si existe a € Z tal
que

r=a’> (méd n).
Resulta que 37 es un residuo cuadratico médulo 73 y, reciprocamente, 73 es un
residuo cuadrético médulo 37. En efecto

37 =16 (méd 73) y 73 =6 (mod 37).

En términos de los simbolos de Legendre, esto se expresa ast:

() -1- (%)

Mads y mds simetrias, jqué bonito!

Primos sexies. Ademads, 37 y 73 son primos sexies (el nombre viene de un juego de
palabras en inglés entre ‘six’ y ‘sex”), pues forman parte de un par de primos de la
forma

{p,p + 6},

ambos de manera doble. En efecto, tenemos los pares sexies
{31,37}, {37,43}, y {67,73}, {73,79}.

Aca menciono que 37 es un primo primo, pero 73 no lo es. Los ntimeros primos
primos (cousin primes) son pares de nimeros primos que difieren en 4, es decir
primos de la forma

{p.p+4}.
Luego {37,41} es un tal par, peroni 73 —4 = 69 ni 73+ 4 = 77 son primos. Lastima.
Resumiendo, 73 es primo gemelo, 37 es primo primo y juntos forman un par de
primos sexies.

Cuadrados mdgicos y apocalipticos. El cuadrado magico mas pequefio, usando sélo
nimeros primos y el 1, tiene al 37 en el centro e involucra al 73 también
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31|73 7
13 | 37 | 61
67| 1 |43

Su constante magica (es decir la suma de filas, de columnas y de diagonales) es
37-3 =111

Como todos sabemos, la suma de los n primeros naturales es

i=142+4-+n=1in(n+1)
=1

La ruleta tiene 37 nimeros, del 0 al 36, y su suma es...
041+ +36 =253 = 666,

el jniimero de la bestia! La suma de los primeros 73 ntimeros naturales es

(2.3) 1424 +73="101=37.73.

El siguiente es un cuadrado magico 6 x 6 apocaliptico, pues su constante méagica
es 666 = 18 - 37, formado sélo por niimeros primos y que involucra a 37 y 73:

3 | 107 5 | 131109 311
7 13311193 ] 11 | 83 | 41
103 | 53 | 71 | 89 | 151 | 199
113 61 | 97 | 197 | 167 | 31
367 13 | 173 | 59 | 17 | 37
73 | 101 | 127 | 179 | 139 | 47

Tridngulos rectangulos. Tanto el 37 como el 73 son primos pitagéricos, o sea
primos de la forma

p=4k + 1,
es decir que pueden ser la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo. De hecho, el
teorema de Fermat sobre suma de cuadrados, dice que un primo p es suma de dos
cuadrados, de forma tinica salvo el orden, si y s6lo si

p=2 6 p=1 (mdd 4).
En efecto, tenemos las ternas pitagoricas (12, 35, 37) y (48, 55, 73) pues
122435 =37 y 48 +55%° =732

Y aqui, una vez més, la magia: el cateto menor de cuya hipotenusa es 37 es 12, que
es el indice primo de 37. El cateto menor de cuya hipotenusa es 73 es 48 = 4 - 12y
su reverso es 84 = 4 - 21, donde 21 es el indice primo de 73...
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e Como consecuencia del teorema de Fermat de sumas de cuadrados, sélo los
primos pitagéricos pueden ser la norma de algtn elemento en el anillo de enteros
Gaussianos

Zli] ={a+1ib:a,beZ}.
Recordemos que la norma de a + ib es N(a + ib) = a? + b* (el médulo al cuadrado
como numero complejo). Como se tienen las factorizaciones

73 = (8 — 3i)(8 + 3i) = 8* + 37,
37=(6+14)(6—1) = (1 +6i)(1 —6i) = 6>+ 17,
73y 37 sonnormas de enteros Gaussianos, pero no son primos en el anillo de enteros

Gaussianos. La expresion 37 = 6% + 12 dice que 37 es un primo de Cunningham (o
sea, aquellos expresables de la formap = a* + 1 con a, k > 1).

e Como curiosidad adicional, notamos que el 37 es un ntimero congruente. Un
numero n se dice congruente si es el area de un tridngulo rectangulo de lados
racionales a, b, ¢ con drea igual a n = 1ab. Los niimeros congruentes mas chicos
son 5, 6 y 7. Por ejemplo 7 es congruente pues

R (IS o R

Equivalentemente, un nimero n es congruente si existen 3 cuadrados racionales
a?, b* y ¢* en progresion aritmética tales que

V' —a*=c -V =n.
Y para aquellos que saben un poco mas de teoria de ntimeros, un ntimero n es

congruente si y sélo si la curva eliptica

y? = 28 — n’z

tiene rango positivo, o sea tiene un punto racional con y # 0.

Bueno, resulta que el 37 es congruente pues existe el tridngulo rectangu-
lo con catetos a = 450660/777923 y b = 777923/6090 e hipotenusa ¢ =
605170417321/4737551070, en efecto se tiene

450660 2+ 777923\° /605170417321
777923 6090 ) — \ 4737551070 ) °
y se cumple que

1 450660 777923 225330 2-3-5-7-29-37 .-
2 777923 6090 6090 @ 2-3-.5-7-29 O
De hecho, 37 es el decimoséptimo ntimero congruente.

Numeros triangulares, hexagonales y estelares. Con respecto a los niimeros trian-
qulares
T, =in(n+1), n>1,
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tenemos que tanto la diferencia como el producto de 73 y 37 son ntimeros triangu-

lares

73— 37 =36 ="1g,
(2.4)

7337 =2701 = Trs.

(Recordar que en (2.3) vimos que 773 = 1+ - - - + 73). Notar que el reverso de 2701
es 1027 y si sumamos ambos tenemos

2701 + 1027 = 3773.
Mas aun, como 3773 = 7% - 11, la suma de los divisores propios de 3773 es...

s(3773) = > d =1027.

d|3773
d<3773

Luego, podemos escribir
3773 =3773 — s(3773).

Y la cosa no termina ahi. El 2701 no sélo es el niimero triangular 73 si no que
también es el nimero hexagonal ntiimero 37. El n-ésimo nitmero hexagonal es

H, =n(2n—-1), n> 1.
Luego, Hs; = 37 - 73y, por énfasis, vuelvo a escribir
H37 - 37 . 73 = T73.
e Ademas, 37 es el cuarto niimero hexagonal centrado. El n-ésimo niimero hexago-
nal centrado es
H,=3n+3n+1=3n(n+1)+1,

conn > 0, de donde tenemos la relacién

(2.5) H, =1+6T,.

O sea
H;=27T4+9+1=1+613 = 37.

Gréficamente, los primeros 4 niimeros hexagonales

1 7 19 3T
200 @®
L @eCCoCO

LN @ecoe L JejoNoNel ]
® @C® #0C0O® ®#COOCOW®
o0 @ecoe® | JejoNoNoy ]
e e | JojoNol |
oe0®

El siguiente diagrama ilustra la descomposicién de ntimeros hexagonales centrados
en suma de ntimeros triangulares como en (2.5)
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Notar que (expandiendo y simplificando) se cumple
H,=(n+1)7>-n’

de donde, usando sumas telescépicas, se obtiene la identidad
> Hi=(n+1)"
k=0

Son notables las series

oo r

n=0

e El n-ésimo niimero estelar se define como
(2.6) Sp=06n(n—1)+1, n > 1.
Notar que 37 y 73 son el tercer y cuarto ntimeros estelares pues
Sy =18-2+1=37 y Sy =24-3+1=73.

Los primeros ntiimeros estelares son 1, 13, 37, 73, 121 y, graficamente:

1

13

37

13

121
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Cabe destacar el hecho fortuito de que el producto del segundo, tercer y cuarto
nimeros estelares es un namero estelar:

S77=35.113=13-37-73=5,-55-5,
involucrando a nuestro par de primos 37 y 73 una vez maés...
De la definicién (2.6) es claro que
Sn, =127, + 1.

Graficamente, a esto se lo puede interpretar reagrupando el punto central y 12
triangulos mas pequefios. Por ejemplo, el tablero del juego de las damas chinas es
una estrella de S; = 121 puntos

Tenemos 6 tridngulos exteriores de 10 puntos cada uno (60) y sabemos que el
hexdgono interior es de 61 (H, = 61) y por lo tanto se lo puede descomponer como
6 tridngulos mds de 10 puntos y el punto central (ver figura de la pagina 45).

Notablemente, se tiene la serie de los reciprocos

f: 1T (-2)
S, 23 2v3/°
Para més propiedades de todos estos niimeros ver por ejemplo las sucesiones

A000217, A000384, A003215y A003154 en la Enciclopedia en linea de sucesiones
enteras (OEIS).

Numeros de Hogben El n-ésimo niimero poligonal central de Hogben es
nd+1
n+1’
El 73 es el noveno nimero de Hogben pues

H,=n’—n+1= n > 1.

Hy=9"—-9+1="81 =73

Notar que se cumple 72 + 1 = 72 4+ ZtL = 245 M4s aun, el indice primo de 73, 21,

también es un namero de Hogben pues

Hs =52 —5+1=21.

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 39 N°2 — 2024


https://oeis.org/A000217
https://oeis.org/A000384
https://oeis.org/A003215
https://oeis.org/A003154

LAS PROPIEDADES UNICAS DEL 73 47

Los primeros ntiimeros de Hogben son
1,3, 7,13, 21, 31, 43, 57, 73, 91, 111, 133, etc.

Estos ntimeros satisfacen ciertas recurrencias; por ejemplo dos ntimeros de
Hogben consecutivos H,, 41 y H,, difieren en 2n,

Hn+1 = %n +2n
y para tres términos consecutivos se cumple

Hitz = 3Hpyo — 3Hng1 + Hao

Al colocar los ntimeros naturales en una espiral concéntrica desde el 1y rotando
en sentido horario, los nimeros de Hogben quedan en la diagonal principal (;por
qué?). Si bien 37 no es un nimero de Hogben, este queda en la diagonal secundaria
o antidiagonal.

4221722723724 257 26]

fa1 {207 7879 10]27]

laolio|e 1721128
39[18]5 a3 [12]29

|38f17: 161514 13|30
37 36 353433 32 31

Notar que mientras que 73 = Hy, para el 37 tenemos
37=1(31+43) = 1(He + Hr)
y su indice primo 12 satisface
12 = H7 — He.

O sea, 73 y su indice primo 21 son ntimeros de Hogben y 37 y su indice primo 12 son
respectivamente el promedio y la diferencia de ntimeros de Hogben consecutivos.

Todos los nimeros de Hogben H,, se escriben como (111) en base n — 1 (o sea,
son repitunos en base n — 1), pues

n—12*+n—-1D+1=n>-n+1=%H,.
En nuestros casos de interés tenemos
Hs = (111)4 =21 y Hog = (111)8 =1T73.

Se sabe que: (a) H, es el mdximo ntimero de 1’s que una matriz n x n inversible
con entradas {0, 1} puede tener, (b) H,, es el nimero maximo de regiones interiores
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de la interseccién de n circulos, (c) el nimero de ciclos que hay en el grafo rueda
W,, paran > 3.

ER Y W
PARN //‘\
Al L _—
£, N el
LN \ /ﬁ\:
I-.ll? I.rlr-o e
.—"F T =
/ \
‘x‘m - =l ! \‘}
i§
- - ‘\\ |,-"
-, -~ . _."
e e

Para mds propiedades de estos nimeros ver la sucesion A002061 en OEIS.

Primos de la forma... Aqui veremos varias propiedades aritméticas particulares
P tal que 37 y 73 son primos consecutivos que cumplen esa propiedad P.

Tenemos que 37 y 73 son:

(a) Primos de la forma 2k + 1,3k + 1,4k + 1,6k + 1,9k + 1,12k + 1, 18k + 1y
36k + 1. Y son primos consecutivos de la forma

9%k +1

(y por lo tanto de la forma 18k + 1y 36k + 1), los primeros son 19,37, 73, 109.

(b) Primos consecutivos de la forma 9 - 2" + 1 pues
37=9-2°+1 y 73=9-2°+1.

Los primeros primos de esta forma son 19, 37, 73, 577, 1153, 18433, 147457. Mas
generalmente, son primos consecutivos de la forma

(2.7) 2°3b 41, a,b> 0.
Los primeros son

(2.8) 7.13,19,37,73,97,109, 163, 193, 433, 487, 577, 769, 1153, 1297.

(¢) Numeros consecutivos que cumplen
con n natural y ¢(n) la funcién de Euler que cuenta el nimero de coprimos
con n entre 1 y n. Claramente si p es primo se tiene que ¢(p) = p — 1y que
o(p*) = p*~(p — 1) para todo k y se sabe que ¢ es multiplicativa, es decir
p(mn) = p(m)p(n) si (m,n) = 1.

Se cumple que

e(37)=36 vy

w
©
—

w

D
S~—

I

30(2%)p(3*) =3-2-6 = 36,
©(73) =72 y 30(72) =3p(2%)p(3%) =3 -4-6 = T72.
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Los primeros ntimeros asi son
7,13,19,37,73,91,97,109, 163, 193, 433, 487,577,703, 769, 793, 925, 1153.

Notablemente, los primos en esta secuencia, son los de la sucesién (2.8). En
efecto, sip = 223" + 1 es primo, entonces

3p(p —1) = 3p(2)¢(3") = 3- 271813 - 1) = 23" = p — 1 = ¢(p).

(d) Primos consecutivos que son el promedio de dos cuadrados de primos, es decir
primos de la forma

30° + %)
con py ¢ primos. Equivalentemente, son primos de la forma z? + y* con z >
y > 0 tales que

r—y=p y Tty=gq
son primos. En efecto,
s+ ) =3z -y’ + (= +y)’) =2 +y°

dedondez =1(p+q)ey=3(q—p).
Tenemos que

37=64+1>  con 6-1=5 y 6+1=7,
73=8+3 con 8-3=5 y 8+3=11,
y también tenemos que
37 =1(5"+7) y  T3=1(5*+117).
Los primeros primos de este tipo son 17, 29, 37, 73, 89, 97, 109, 149, etc.
(e) Primos consecutivos de la forma a? + b°, pues
37=6"+1° y 73 =32+ 25,
Los primeros primos de este tipo son 2, 5,17, 37, 73, 89, 101, 113, 197, 233, 257.
(f) Primos de la forma n? + n + 17 con n € N U {0}. Los primeros son
17,19,23,29,37,47,59, 73,89, 107,127,149, 173,199, 227, 257, 359, 397, 479, 523.
Lo interesante aqui es que Legendre en 1798 observé que el polinomio entero
p(r) =2* + 2 +17

toma valores primos para los 16 enteros consecutivos x = 0,1,...,15. Por
ejemplo p(0) = 17, p(4) = 37, p(7) = 73y p(15) = 257, pero

p(16) = 16> 4+ 16 + 17 = 16(16 + 1) + 17 = 17°.
(9) Primos consecutivos de la forma

(n—1)F,_1 +nkF,
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donde F,, es el n-ésimo nimero de Fibonacci. Los primeros ntimeros de Fibo-
naccison 1,1, 2, 3,5, 8y se tiene

37T =4F; +5F;=4-345-5=12+ 25,
73=05F;+6F;=5-54+6-8=25+48.
(h) Primos consecutivos de la forma 3z? + 25y2. Tenemos
37=3-22+25-1 y 73=3-4+25-1%
Los primeros son 3, 37, 73,103, 127, 457, 463, 547, 607, 613, 643, 673, 733.
(i) Primos consecutivos de la forma 522 + 17y2. Tenemos
37=5-2+17-1? y 73=5-1"+17-2%
Los primeros son 5, 17, 37,73, 97, 113, 173, 193, 197, 233, 277, 313, 317.

(j) Primos consecutivos p tales que 4p + 1y 6p + 1 son también primos. Tenemos
las ternas
(37,149,223} 'y {73,293,439}.
Los primeros son de la forma 13, 37, 73, 97, 193, 277, 373, 409, 433, 577, 673, 709.

(k) Primos consecutivos p tales que 2p + 1 tiene 3 factores primos:
2:37T+1=75=3-5-5 y 2:73+1=147=3-7-T7.

Los primeros son de la forma 13, 31, 37, 73, 97, 103, 127, 137, 139, 181, 193, 199,
211.

Primos de la suerte. Un niimero suertudo o niimero de la suerte es un namero natural
que es generado por una especie de criba que explicamos a continuacién, donde el
cribado elimina los nliimeros segtin su posicién y no su valor. Veremos que tanto
37 como 73 son primos suertudos.

Digamos que 1 es un nimero suertudo y comenzamos a cribar solo los ntiimeros
impares:

(29) 1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39,...

El primer nimero mayor que 1 es 3, asi que declaramos a 3 un nimero de la suerte
y tachamos todos los ntimeros de la lista de arriba, no que sean multiplos de 3, si
no que ocupen una posicion que sea multiplo de 3 en la lista (2.9), i.e., 5,11, 17, 23,
29,35y ast:

1,3, 8, 7,9, ¥ 13, 15, ¥, 19, 21, 28, 25, 27, 24, 31, 33, 38, 37, 39, ...
Nos quedan los nameros

(2.10) 1,3, 7,9, 13, 15, 19, 21, 25, 27, 31, 33, 37, 39,...
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El primer ntimero nuevo que sobrevivio es el 7, asi que declaramos al 7 suertudo y
borramos todos los nimeros de la lista que estdn en una posicién multiplo de 7
en (2.10), i.e. 19, 39, y asi sucesivamente. El proximo ntimero de la suerte es el 9 y
continuando con este proceso se obtienen los niimeros suertudos.

Los primeros numeros de la suerte son
1,3,7,9,13,15,21,25,31,33,37,43,49, 51,63,67,69, 73, 75,79, 87, 93,99, 105, etc.

Un primo de la suerte es un nimero primo que es suertudo. Los primeros primos de
la suerte son
3, 7,13, 31, 37, 43, 67, 73, 79, etc.

Se conjetura que hay infinitos primos de la suerte, pero esto tampoco se sabe.

Primos de Pierpont y origamis. Tanto 37 como 73 son primos de Pierpont. Un
ndimero primo p es un primo de Pierpont si se lo puede escribir como

p=2"-3"+1
conr,s > 0 (notar la diferencia con (2.7) donde los exponentes no son 0)). Los
primeros primos de Pierpont son
2,3,5,7, 13, 17, 19, 37, 73, 97, etc.
En efecto, ya vimos que
37=22.32+1 y  73=2%.3"41.

A.M. Gleason probé6 en 1988 (Gleason, 1988) que un poligono regular de n
lados puede construirse con regla, compds y un trisector de dngulos, y por lo tanto
doblando papeles (origami), si y sélo si

n=2"3p -y

conr,s > 0, donde los p;’s son primos de Pierpont distintos.

Comparemos esto con el resultado clasico de poligonos construibles solamente
con regla y compéds. El teorema de Gauss-Wantzel (clasico, 1836) asegura que un
poligono regular de n lados es construible con regla y compas si y sélo si

Z

n=2" o) n=2p;- - pg
donde r > 0y los p;’s son primos de Fermat distintos, es decir primos de la forma
22" + 1 para algin m € N.
Redondeando, no es posible construir poligonos regulares de 37 y 73 lados sélo

usando regla y compds, pero si es posible construirlos si permitimos ademaés usar
un trisector (o equivalentemente, plegado del papel). {Qué maravilla!

Ntmeros de Waring. Un problema famoso en teoria de ntimeros es el propuesto
por Edward Waring en1770. El se preguntaba si para cada namero natural fijo &,
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existe un s € N tal que todo natural n puede ser escrito como la suma de a lo sumo
s potencias k-ésimas de enteros. Es decir, si dado £ existe un s tal que para todo n
existen nq,...,ns € Z tales que

n:nlf+-~-+n];

(pudiendo algunos n; ser 0). Desde entonces se lo conoce como el problema de
Waring. La respuesta afirmativa general fue dada en 1909 por Hilbert en el que se
conoce como Teorema de Hilbert-Waring. Al menor natural s tal que todon € N
se lo puede escribir como a lo sumo s potencias k-ésimas se lo denota g(k) y se lo
llama el k-ésimo nitmero de Waring.

Obviamente que g(1) = 1. Por el famoso teorema de los cuatro cuadrados de
1770 de Lagrange sabemos que todo natural es suma de a lo sumo 4 cuadrados.
Pero 3 cuadrados no son suficientes, pues los cuadrados médulo 8 son 0,1y 4y
entonces todo niimero congruente a 7 médulo 8 no puede ser suma de 3 cuadrados
(7=2%+41%+ 1% + 1?). Entonces tenemos que

g(2) = 4.

El teorema de Lagrange fue conjeturado por Bachet en la edicién de 1621 del libro
Aritmética de Diofanto. Se cuenta que Fermat decia que tenia una prueba pero que
no la publicé...

A partir del teorema de Hilbert en 1909, los casos para k pequefios fueron
resueltos durante el siglo XX. Que ¢(3) = 9 fue probado independientemente por
A. Wieferich en 1909 y por A.J. Kempner en 1912. Chen Jingrun (1964) y S.S. Pillai
(1940) probaron respectivamente que

g(5)=37 'y g(6)=T73.

Finalmente en 1986, R. Balasubramanian, F. Dress y J.-M. Deshouillers probaron
que g(4) = 19. Es decir, 37 y 73 son ntiimeros de Waring consecutivos.

J.A. Euler, el hijo de Leonhard Euler, not6 en 1772 que g(k) < 2" + | (2)F| — 2.
Dickson, Pillai, Rubugunday, Niven y otros probaron que
gk) =2+ 1)1 -2 si 24+ <2,
donde {z} denota la parte fraccionaria de x € R. Pero no se conoce ningtn valor de

k tal que 25{(2)*} + [(2)*] > 2¥, y Mahler probé que sélo puede haber un nimero
finito de tales k. En 1990, Kubina y Wunderlich mostraron que

(211) g(k) =2+ (3)"] -2

vale para todo k < 471.600.000 y se conjetura que vale para todo k. Los primeros
valores de los nimeros de Waring son entonces

1,4,9,19, 37,73, 143,279, 548, 1079, 2132, 4223, 8384, etc.
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Chequeamos la formula (2.11) en los casos que nos interesa:
g(B) =22+ [(2)°] —2=32— 28] —2=30+ [T+ 3] =37,
g(6) =20+ |(3)°) —2=64+ 2] —2=62+ [11 + 2] = 73.

Cosa’e mandinga.

Numeros de Sierpinski y de Riesel. Un niimero de Sierpiriski (resp. de Riesel) es
un impar k € N tal que

k-2"+1 (resp.k-2"—1)

es compuesto para todo n € N. En 1956 Hans Riesel prob6 que existen infinitos
numeros de Riesel y en 1960 Wactaw Sierpifiski probé que existen infinitos niimeros
de Sierpiriski.
La sucesion de los nimeros de Sierpiniski conocidos comienza
78557, 271129, 271577, 322523, 327739, 482719, 575041, 603713, 903983.

John Selfridge probé en 1962 que el ntimero 78557 es de Sierpiriski y conjeturé que
es el mas chico (atdn no se sabe si lo es). Mas atin, Selfridge probé que

78557 - 2" +1
tiene un factor en el conjunto de cubrimiento
(2.12) {3,5,7,13,19, 37,73}
para todo n. Por ejemplo,
78557 - 2° + 1 = 628457 = 73 - 8609,
78557 - 212 41 = 321769473 = 3 - 43 - 47 - 73 - 727,
78557 - 221 + 1 = 164745969665 = 5 - 73 - 451358821,

78557 - 227 + 1 = 10543742058497 = 37 - 167 - 40427 - 422009.
Mas generalmente se tiene que
78557 - 2*" + 1 es multiplo de 3,
78557 - 2'"*1 + 1 es multiplo de 5,
78557 - 2% + 1 es miltiplo de 7,
78557 - 212"t 1 1 es multiplo de 13,
78557 - 2187115 1 1 es multiplo de 19,
78557 - 23627 4 1 es multiplo de 37,
78557 - 293 + 1 es multiplo de 73,
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para todo n > 0.

En 1956, Riesel prob6 que 509203 es un niimero de Riesel. La sucesién de niimeros
de Riesel conocidos comienza:

509203, 762701, 777149, 790841, 992077, 1106681, 1247173, 1254341, 1330207,
1330319, 1715053, 1730653, 1730681, 1744117, 1830187, 1976473, 2136283,
2251349, 2313487, 2344211, 2554843, 2924861, 3079469, 3177553, 3292241, 3419789,
3423373, 3580901, 3661529, 3661543, 3781541, 3784439, 4384979, 4442323,
4485343, 4506097, 4507889, 4570619, 4626967, 4643293, 4953397.

Se conjetura que 509203 es el mas chico. Por ejemplo, los ntiimeros de Riesel
777149, 790841, 1106681, 1715053, 3079469, 3580901, 4485343, 4570619 y 4953397
tienen conjunto de cubrimiento dado en (2.12). Por ejemplo, tenemos que

777149 - 23 — 1 = 6217191 = 32 - 73 - 9463,
777149 - 212 — 1 = 3183202303 = 73 - 43605511,
777149 - 2%1 — 1 = 1629799579647 = 3% .23 - 47 - 71 - 73 - 32321,

777149 - 2%° — 1 = 53405272625905663 = 37 - 103 - 14013453850933.

O sea, 37 y 73 son ntimeros consecutivos en los conjuntos de cubrimiento de
muchos ntimeros de Riesel y Sierpiriski.

§2. La Conjetura de Sheldon

Hasta aqui hemos visto muchisimas curiosidades que comparten el niamero 73
y su reverso 37. Ahora veremos cudles son las propiedades que hacen que este par
sea unico.

Como ya mencionamos en la introduccién, en el episodio 73 (2010) Sheldon
afirma ante sus amigos que 73 es el mejor nimero de todos. Y lo justifica asi: 73
es el primo ntiimero 21. Su reverso es el primo 37, que es el primo ntimero 12 y
12 es reverso de 21 que es (ta-tan, ta-tan..) el producto de 3 y 7. Més atin, 73 en
binario es 1001001, que es capicia, es decir, su reverso es el mismo 1001001, y tiene
7 digitos y 3 unos. Y aunque Sheldon no lo dijo explicitamente, deja entrever que
73 es el inico nimero con estas propiedades.

En 2015, Jessie Byrnes, Chris Spicer y Alyssa Turnquist, en homenaje a Sheldon,
definieron un primo de Sheldon como el primo que satisface estas condiciones
(las daremos formalmente mas abajo) y conjeturaron que 73 es el inico primo
asi, bautizando a esta como la Conjetura de Sheldon. Justamente, en esta seccién
seguiremos su articulo (Byrnes, Spicer, y Turnquist, s.f.) bastante, por ser muy
claro y pedagdgico.
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Propiedad espejo. El reverso (o espejo) de un niimero natural n, denotado por
rev(n), es el nimero escrito con sus digitos en orden inverso. Por ejemplo,

rev(2024) = 4202, rev(1980) = 891 y rev(10000) = 1.

Formalmente, si
n =ag---aaq
es la representacién decimal de n con 0 < a;, < 9 parai = 1,...,k, entonces el
reverso de n es
rev(agag_1 -+ a2a1) = a1az -+ Qp_1Qy.
Si un ntimero n es igual a su propio reverso, es decir
rev(n) = n,
decimos que el ntimero n es palindromo (también palindrémico o capiciia). Los primos
palindrémicos como 101 u 11311 son raros. Claramente, hay infinitos nameros
capictas, pero se desconoce si hay infinitos primos palindrémicos.

Bueno, ya podemos dar la definicién de la primera propiedad.

Definicién 3.1 ((Byrnes y cols., s.f.)). El n-ésimo primo p,, satisface la propiedad espejo
si el reverso de p,, es el rev(n)-ésimo primo, es decir si

(3.1) 1eV(Pn) = Drev(n)-

Notar que hay dos afirmaciones en la propiedad previa:
(a) La primera es que el reverso de p,, es un primo (no garantizado).

(b) La segunda es que rev(p,) es el rev(n)-ésimo primo (definitivamente no ga-
rantizado).

Estudiemos un poco cada una de estas afirmaciones por separado. Los primos
palindrémicos claramente satisfacen la primera, pero no son los tinicos. Por ejemplo

389 y rev(389) = 983

son ambos primos, al igual que 73 y rev(73) = 37. Aunque hay condiciones obvias
que impiden que un primo satisfaga esta propiedad, como que no pueden comenzar
con los digitos 2, 4, 5, 6 y 8, los primos que satisfacen (a) son bastante comunes.
De los primeros 10 millones de primos, el 14,99 % satisfacen la primer condicién.

La segunda mitad de la propiedad espejo afirma que rev(p,) es el rev(n)-ésimo
primo. Esto es una condicién mucho maés fuerte que la primera. Los primos 2 = p;,
3 =pa, 5 =p3, 7= Dpsy 1l = p; satisfacen esta propiedad trivialmente porque tanto
n como p, son palindromos. De hecho, esto es general, si un primo capictia tiene
indice capicta, entonces obviamente satisfara la condicién (b) y por lo tanto la
propiedad espejo.
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Incluidos en esta lista estan el 73 = po; y el 37 = p12 pues
rev(73) = rev(pa1) = Previzr) = P12 = 37

y obviamente rev(37) = rev(pia) = Drev(12) = P21 = 73. Mirando a los primeros
10 millones de primos otra vez, la cosa resulta muy diferente. S6lo hay un primo
mayor que 73 que satisface la propiedad espejo y es

143.787.341 = ps.114.118

Anecdéticamente, aqui también, como en el caso de los primos de un digito, el
primo y su indice son capictas.

Propiedad producto. Para un natural n, denotaremos por II(n) el producto de sus
digitos. Por ejemplo,

[(73) =21,  TI(123.456.789) = 9! vy  11(2024) = 0.
En general, sin = (ay - - - a1)19 entonces
II(n) =ag---ay.
Estamos en condiciones de dar la segunda propiedad que nos interesa.

Definicién 3.2 ((Byrnes y cols., s.f.)). El n-ésimo primo satisface la propiedad producto
si el producto de sus digitos es igual a n. En simbolos, si

(3.2) (p,) = n.

Notar que si el primo p contiene a 0 como digito entonces no cumplira la propie-
dad producto pues
II(p) = 0.
Este sencillo hecho reduce significativamente el ntimero de primos que pueden
satisfacer la propiedad producto. Supongamos que ¢ es un primo de k digitos.
Claramente, ¢ no puede ni empezar ni terminar en 0. Supongamos que para los
demads k — 2 digitos los ntiimeros del 0 al 9 son igual de probables. La probabilidad
de que ¢ no contenga un 0 es
9 \ k-2
(%) -

Hay una probabilidad relativamente alta de que un primo pequefio no contenga
un digito 0. Sin embargo, para primos mayores la probabilidad es muy pequefia.
Por ejemplo, para un primo de 512 digitos de longitud, dicha probabilidad es
4,6 x 10~%, aproximadamente.

Como II(n) es el producto de los digitos de n, y éstos pertenecen al conjunto de
digitos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, deducimos que 2, 3, 5y 7 son los tnicos factores
primos posibles de II(n), es decir es de la forma

(3.3) II(n) = 237 58 7, i,5,k,1>0.
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En teoria de ntimeros, a los enteros que tienen pocos factores se los conoce como
nameros suaves. Formalmente, a los enteros cuyos factores primos son menores o
iguales que m se los llaman m-suaves. Por ejemplo, 72 = 23 - 32 es 3-suave y 125 = 5
es 5-suave, pero no 3-suave. Asf,

(3.4) II(n) es un ntmero 7-suave para todo n.

En particular, si n tiene un factor primo mayor que 7, entonce p,, no satisface la
propiedad producto. Esto 16gicamente reduce enormemente el ntimero de enteros
que pugnan por ser primos de Sheldon.

Sabemos que 73 = p; satisface la propiedad producto pues
T(73) =7-3 =21
y también la cumple el 17 = p; trivialmente pues
M(17)=1-7="1.

El tnico primo mayor que 73 de entre los primeros 10 millones de primos que
cumple esta propiedad producto es el primo 2.475.989 pues

2.475.989 = P181.440

y se tiene que
I1(2.475.989) = 20 . 3% . 5.7 = 181.440.

Primos de Sheldon. Damos finalmente la definicién de los primos que nos intere-
san.

Definicién 3.3 ((Byrnes y cols., s.f.)). A un niimero natural que satisface la propiedad
espejo y la propiedad producto se lo llama primo de Sheldon.

Es decir, p,, es primo de Sheldon si

(3.5) 1eV(Pn) = Drev(n) y I(p,) = n.
Ademas, por (3.3) y (3.4) sabemos que el indice n es 7-suave de la forma
(3.6) n =213 587 i, 7,k 1> 0.

Por lo visto hasta ahora, sabemos que
® 73 = py; es un primo de Sheldon,
y de entre los primeros 10 millones de primos s6lo encontramos:
e uno que satisface la propiedad espejo 143.787.341 = pg114.11s,
e y otros dos que satisfacen la propiedad producto: 17 = p; y 2.475.989 = p1g1 440.

Sin embargo, 143.787.341 = ps114.118 NO satisface la propiedad producto y 17 = p;
y 2.475.989 = p1s1.440 NO satisfacen la propiedad espejo. Es decir, entre los primeros
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10 millones de primos solo el 73 es un primo de Sheldon. ;Podemos decir algo
mas?

Este es un buen momento para finalmente enunciar la Conjetura de Sheldon

Conjetura 3.4 ((Byrnes y cols., s.f.)). 73 es el tinico primo de Sheldon.

§3. ;Sheldon tenia razén!

En la bisqueda de probar la Conjetura de Sheldon, intentaremos primero cono-
cer un poco mads sobre la naturaleza de los primos de Sheldon. Veremos que de
existir mas primos de Sheldon, estos estan acotados y deben satisfacer propiedades
aritméticas bien concretas. Mas adelante usaremos estas cosas para probar que 73
es el tnico primo de Sheldon. En esta seccién seguiremos el articulo (Pomerance y
Spicer, 2019).

Si hay otro primo de Sheldon, es grande pero no tanto. Ya vimos que no hay
primos de Sheldon p,, mayores a 73 entre los primeros 10 millones de primos
(n < 107). O sea que si hay un primo de Sheldon p mayor a 73 debe ser muy
grande... jpero no tanto! Veremos que necesariamente p < 10%.

Para ello necesitamos recordar algunas cosas. Dado z € R, se denota por 7(x) al
nimero de primos menores que z, es decir

m(x)=#{peP:2<p<uz}

Por el famoso teorema del ntimero primo (probado en 1896 independientemen-
te por Hadamard y de la Valleé Poussin) sabemos que 7(x) es asintéticamente
equivalente a la funcién z/ log(z), en simbolos

x

i) ~ log(z)

(donde log es la funciéon logaritmo natural). Esto significa que

i T8

Se sabe que, salvo para valores pequenos de z, 7(z) es mayor que z/log(z). En
efecto, Rosser y Schoenfeld probaron en 1962 (Rosser y Schoenfeld, 1962) que

T
log(z)

Ahora estamos en condiciones de ver que los primos de Sheldon estan acotados
superiormente.

(4.1) x> 17 = m(x) >

Proposicién 4.1 ((Byrnes y cols., s.f.)). Si p, es un primo con la propiedad producto
entonces p, < 10%,
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Demostracion. Supongamos que p,, tiene k digitos, digamos p,, = ay, - - - aza,. Luego,
(4.2) ar - 10871 < p, < 10",

Ademas, el producto de esos digitos es menor que a; - 9*7!, es decir

k
(4.3) (p,) = Hai < ap -9
i=1
Usando la desigualdad (4.1), para p, > 17 tenemos que
Dn
4.4 n=m(p,) > .
(4.4) (Pn) > ety

Por lo tanto, si p,, satisface la propiedad producto, tenemos n = II(p,,) y juntando
las desigualdades (4.2), (4.3) y (4.4) tenemos

ay - 1071 _ P
log(ay - 10=1) " log(p,)
Mirando los extremos llegamos a que log(ay, - 10*71) > a, - 10" /a;, - 9¥1, 0 sea
10N k-1
9)

Claramente, si la desigualdad de arriba falla para a; = 9, entonces falla para
cualquier otro valor de a;. Algunas cuentas muestran que la desigualdad es vélida
para k < 46, pero falla para k = 46, es decir

<n<ag-9L

(4.5) log(ay) 4 log(10F71) > <

10 45
log(9) + log(10%%) < (3) .

Haciendo induccién en ¢, sale que log(9) 4 log(10%) < (4)* vale para todo ¢ > 45,
es decir que (4.5) falla para todo k > 46. Luego, p, < 10%°. O

Los autores Pomerance y Spicer conjeturan (Conjecture 2.2 en (Pomerance y
Spicer, 2019)) que los tinicos primos con la propiedad producto son los 3 ya
mencionados previamente:

Pr = 177 P21 = 73 y P181.440 = 2.475.989.

Ademés, realizaron una busqueda por computadora para n < 10'? sin encontrar
otros nuevos primos de esta forma.

Si hay otro primo de Sheldon es muy raro. Como un primo de Sheldon debe
satisfacer tanto la propiedad producto como la propiedad espejo, que son muy
especiales y ya vimos muy restrictivas (a juzagar por los ejemplos encontrados),
nos preguntamos si podemos decir algo més sobre estos primos.

A continuacién listamos propiedades que un primo de Sheldon debe tener.

Proposicién 4.2 ((Pomerance y Spicer, 2019)). Si p,, es un primo de Sheldon con
n > 109, entonces
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(a) nes 7-suave;

(b) el digito principal de p,, estd en {1,3,7,9};

(c) 5*t n; y, sip, > 10", entonces 5% § n;

(d) p, no puede tener un digito 0 y no puede contener un digito 1 (excepto quizds por el
digito principal);

(e) el digito principal de prey(n) debe estar en {3,7,9}.

Demostracion. (a) Yalo vimos en (3.4).

(b) Es claro ya que rev(p,) debe ser primo y los primos (con mas de un digito)
deben terminaren1, 3,7 6 9.

(c) Esto se puede probar de la misma forma que la Proposicién 4.1. En particular
ag - 10kt
log(ay - 10+—1)

paraa =1,3,76 9y k > 5. La afirmacién restante sale anadlogamente.

ag - 5 - 9F 0 <

(d) Es obvio que ningtin primo que cumpla la propiedad producto puede tener un
digito 0. Para la parte que falta, supongamos que p,, tiene un digito 1 después del
digito principal. Pero

paraa=1,3,769yk > 6.
(e) Esto es consecuencia directa de que sabemos que ningtin digito que no sea el
principal p, puede ser 1. O

Ahora necesitamos recordar que el nimero de digitos de un nmero natural n
estd dado por |log,y(n)| + 1, donde |z ] es la funcién piso definida como el mayor
entero menor o igual que z. O sea,

(4.6) n = (ay---a1)1o = k = [logyo(n)] + 1.
Por ejemplo n = 1973 tiene 4 digitos y
log,o(1973) | + 1 = [3,295127] + 1 = 4.

Con esto ya podemos probar una propiedad mas para los primos de Sheldon y
es que su indice no es divisible por 100.

Proposicion 4.3 ((Byrnes y cols., s.f.)). Si p, es un primo de Sheldon con n > 10*°
entonces 100 £ n.

Demostracién. Supongamos por el absurdo que 100 | n. Entonces rev(n) tiene por
lo menos dos digitos menos que n. Por otro lado, p, y rev(p,) tienen el mismo
numero de digitos porque p,, es primo y no puede terminar en 0.
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La idea es mostrar que el nimero de digitos de p,cy(») s demasiado chico para
corresponder al nimero de digitos de rev(p,,).

Para ello usaremos las siguientes cotas (ver (Bach y Shallit, 1996) y (Dusart,
1999))

(4.7) nlog(?) + nlog(log(n)) < pn, < nlog(n) + nlog(log(n)).
Usando la cota superior para piey(n) y el hecho que rev(n) < {5 < = tenemos
Previn) < Tev(n)log(rev(n)) + rev(n)log(log(rev(n))
< ¢log(%) + ¢ log(log())
< Zlog(Z) + 2 log(log(n)).

Usando las propiedades del logaritmo y la funcién piso, vemos que el niimero
de digitos de prev(n) €s a lo sumo de

log,o (15 log(15) 4 & log(log(4)) | + 1 = |log,, (nlog(f) + nlog(log(n))] .

Usando la cota inferior en (4.7) para p,, tenemos que

Pn > nlog(2) 4+ nlog(log(n)) > nlog({;) + nlog(log(n)).

Luego, el nimero de digitos de p,, es por lo menos
|log, (nlog(75) + nlog(log(n)) | +1

De esta manera, el niimero de digitos de p,,, y por lo tanto de rev(p,) porque
tienen el mismo ntimero de digitos, es por lo menos uno mas que el nimero de
digitos de prev(n) Luego,

Prev(n) 7 1€V (Pn).
Esto es absurdo, pues p,, es primo de Sheldon y por lo tanto 100 { n. O

Dado un primo grande que es candidato a ser primo de Sheldon, vemos si no
cumple alguna de las propiedades de las Proposiciones 4.2 0 4.3 y lo descartamos.
La prueba se basara fuertemente en esto.

Por ejemplo, si p,, es un primo de Sheldon entonces n es 7-suave y no divisible por
100. Esto restringe la basqueda un montén. S6lo 3039 de los primeros mil millones
de nimeros (n < 10'%) son de esta forma. En otras palabras, sélo este criterio deja

afuera al 99,9997 % de los primeros mil millones de primos como posibles primos
de Sheldon.

La prueba de Pomerance y Spicer. Resulta que 73 es el tinico primo de Sheldon y
Pomerance y Spicer se tomaron el trabajo de demostralo. Es imposible entrar aqui,
por dificultad y extensién, en los detalles por demés técnicos de la demostracion,
asi que s6lo intentaremos dar una idea, salteando los detalles.
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Dos cotas importantes. Se sabe que el logaritmo entero

) < dt
0= [

definido y considerando por Gauss, aproxima mejor a 7(z) que la funcién z/ log(z)
del teorema del ntimero primo.

Definamos las funcién aritmética

para n € Ny la funcién real

T
log()
para = € R>(. En los Lemmas 4.3 y 4.5 de (Pomerance y Spicer, 2019), los autores
llegan después de bastante trabajo a estas cotas (quizds sea la parte mas dificil de

E(z) = (5,5 x 107 +2,3 x 107° + 1,202 x 10—%«) log ()

la demostracién).

Proposicién 4.4 ((Pomerance y Spicer, 2019)). Sea p,, el n-ésimo primo.

(a) Sip, < 10" entonces

3,9 19,5 )
log(pn) ~ (log(pn))*/°
(b) Si p, > 10" entonces |C(n)| < E(li(n)™!).

0 < C(n) < /pn (1,95 +

Gracias a esta proposicion, la demostracién consiste en descartar todos los can-
didatos a primos de Sheldon usando los resultados previos (Proposiciones 4.2 y
4.3) distinguiendo los casos en que p, < 10" y 10" < p,, < 10%.

En general, dado n grande es dificil saber cuél es el primo n-ésimo asociado.
Pero es facil calcular el inverso de li(n). Notar que (a) de la proposicién se usa
justamente para estimar el error de aproximar p,, por li(n)~'. Si solo conocemos n
aun asi podemos usar (a) de la proposicion, combinado con la cota derecha de
(4.7) para n > 6. Por ejemplo, supongamos que n = 3%. ;Quién es el primo p,?
Calculamos

(4.8) 1i(3%)~! = 2,05844182653518213541 x 10"

con un error menor al 0, 01. El error dado por (4.7) y la parte (a) de la Proposicién
(4.4) es < 3 x 10°. Luego, deducimos que p,, tiene 19 digitos y que los 9 primeros
digitos son 205844182. Claramente

(49) Pn = 205844182@11@10 RN H10A]

no es un primo de Sheldon, pues fallara la propiedad producto (ya que I1(p, ) = 0).
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Descartando primos menores que 10", Definamos el nimero
N := 2,341 x 107,
y notemos que por (a) de la Proposicion 4.4 se tiene

pn < 10 = n < N.

Los autores comienzan la bisqueda listando todos los nimeros 7-suaves hasta
N. Es decir, ntimeros de la forma 273°5°7¢ tales que

0 < a <logy(N),

0 < b <logs(N/2%),

0 < ¢ < logs(N/2"3"),

0 < d < log,(N/2°3"5°).

En particular, hay 57.776 enteros de esta forma. Se descartan los 7.575 que son
menores que 10" pues ya habian sido previamente barridos al encontrar los 3
primos que satisfacen la propiedad producto.

Luego usan las Proposiciones 4.2 y 4.3 para descartar los 50.201 valores de n que
faltan. Primero se descartan los n tales que 100 | n 6 5* | n, dejando 13.335 ntmeros.
Luego se quedan con aquellos que tienen el digito principal de p, en {1,3,7,9}.
Esto reduce la lista a a 6.893 candidatos. Estimando p,, con li(n) ™! como en (4.8)
y (4.9), las autores se quedan con 309 candidatos cuyos primeros 5 o 6 digitos
coinciden con los primeros 5 o 6 digitos de li(n)~! (usando la Proposicion 4.4).
Para esos n restantes, los autores calculan rev(n), y por (e) de la Proposicién 4.2,
so6lo hay 60 de éstos tales que el digito principal de prey(,,) estd en {3,7,9}. De éstos,
55 tienen los primeros 5 digitos conocidos. Las 5 excepciones corresponden a los n
tales que rev(n) es uno de estos

4.019.155.056, 4.032.803.241, 4.079.545.092,
12.427.422.237,  29.794.252.274.

Estos son suficientemente pequefios como para poder calcular los primos p,, direc-
tamente:
97.496.326.163, 97.841.660.857, 99.024.780.191,
316.109.730.941, 785.009.387.557.
Todos tienen un digito 0 o un digito 1 interior por lo que son descartados por parte
(d) de la Proposicion 4.2.

Con los 55 niimeros restantes, se usa el test del producto con rev(n) como arriba
y esto elimina todos salvo 6 niimeros. Estos n son muy grandes para calcular sus
Primos prev(n), pero se estudian el nimero de digitos y sélo 2 de ellos tienen la
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misma cantidad de digitos que el primo p,,. Para esos 2 primos, se conocen los
primeros 6 digitos de p,, y los primeros 5 digitos de p,ev(n), que deberian ser los
altimos 5 digitos de p,, si este fuera un primo de Sheldon. El producto de estos 11
digitos por la cantidad apropiada de potencias de 9 (para los digitos desconocidos)
es demasiado pequefia para satisfacer la propiedad producto. Esto completa la
busqueda hasta 10'°.

Descartando primos menores que 10%°. Ac4 se aplica el mismo método que antes pero
ahora usando la parte (b) de la Proposicién 4.4:

P <10% = n <9 746 x 10"

Se calculan ntimeros 7-suaves hasta esta cantidad, hay 1.865.251 de ellos. Quitando
los que son menores a 2, 34 x 10'7 y aquellos que son divisibles por 100 0 125 queda
una lista de 213.449 ntimeros. Cada uno de éstos da un primer digito para p,, y
seleccionando solo aquellos tal que el primer digito estd en {1,3,7,9} nos deja
con 112.344 nimeros. Luego se chequea que para cada uno de ellos se pueda usar
li(n)~! para determinar el niumeros exacto de digitos de p,,.

Luego se testea si los primeros 5 digitos de p,, no son ambiguos y resulta que,
salvo 167, todos son de esta forma. Para aquellos que satisfacen la propiedad,
multiplicamos los primeros 5 digitos por la potencia apropiada de 9 para tener una
cota superior sobre el producto de digitos de p,,, manteniendo sé6lo los 992 de ellos
donde esta cota es por lo menos n. Luego, se repite este procedimiento pero con
los primeros 6 digitos. Todos, salvo 27, tienen los primeros 6 digitos determinados;
y, de los que quedan, todos, salvo 278, son descartados por que el producto de sus
digitos es muy pequefio. Luego, uno se queda con aquellos tal que el producto de
los primeros 6 digitos divide a n, s6lo hay 142 de estos.

Asi, nos queda un remanente de 336 = 167 + 27 4 142 nimeros n que atin no
pudimos descartar. Para éstos, se verifica que el nimero de digitos y el primer
digito de pyev(n) estd determinado por li(rev(n))~'. Ahora, se descartan aquellos
para los que el nimero de digitos de p,, no coincide con el ntimero de digitos de
Prev(n) Y aquellos cuyo primer digito de prev(») No estd en {3,7,9}. Esto solo deja 44
numeros... Para cada uno de éstos, li(rev(n)) ! determina los primeros 5 digitos
de prev(n), y todos estos valores de n fallan el test de multiplicar los primeros 5
digitos prev(n) por la potencia apropiada de 9 y compararlo con n. Esto completa la
demostracién de que 73 es el tinico primo de Sheldon.

Ya puedo escuchar retumbando en mi cabeza a Sheldon gritando un estridente
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ese especie del ‘jEureka!” de Arquimides moderna...

La historia, como no podia ser de otro modo, se cierra de forma perfecta: una
pizarra con partes de la demostracién de Pomerance y Spicer de la conjetura de
Sheldon aparece en el episodio 274 (abril de 2019) de la serie.

Finalmente, todo lo hecho en el articulo estd hecho en base 10, pero bien se
podria definir nimeros de Sheldon en una base b. La propiedad producto se basa
en la representacion en base 10, pero esto puede ser cambiado. Pomerance y Spicer
dan el siguiente ejemplo: 226.697 es el primo nimero 20.160, y su representacién
en base 9 es (3748659). Multipicando estos digitos entre si da 20.160, o sea que
226.697 = pao.160 satisface la propiedad producto en base 9.

§4. Numeros de Sheldon en sucesiones.

Finalmente, dejamos de seguir los trabajos de Spicer y colaboradores ((Byrnes y
cols., s.f.) y (Pomerance y Spicer, 2019)) para dar una generalizacién propia de
los primos de Sheldon, a niimeros de Sheldon en sucesiones. Es decir, pasamos
de buscar ntimeros que satisfacen ciertas condiciones en la sucesién de niimeros
primos a buscar ntimeros que satisfagan esas condiciones en otras sucesiones.

Las propiedades espejo y producto que hemos visto involucran el reverso de
numeros indexados y producto de los digitos de los nimeros. Estas propiedades
pueden definirse en general para cualquier sucesién de ntiimeros {a,} y por lo
tanto podemos hablar de nimeros de Sheldon en {a,, }.

Definicién 5.1. Sea A = {a,};°, una sucesion de niimeros naturales. Decimos que el
niimero a,, satisface la propiedad espejo (PE) si el reverso de a,, es el rev(n)-ésimo término
de la sucesion, es decir si

1ev(an) = Grev(n)-
Decimos que a,, satisface la propiedad producto (PP) si
I(a,) = n.

Luego, a,, es un niimero de Sheldon en A si a,, satisface la propiedad espejo y la propiedad
producto.
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No hemos puesto condiciones sobre la sucesion; pero, para descartar casos
triviales, conviene pensar que no hay repeticiones, por lo que conviene suponer
que a, # a,, para todo n # m. Tampoco es necesario pedir que la sucesiéon sea
creciente, pero es usual asumirlo.

Notar que con esta generalidad (una sucesién cualquiera) no hay mucho que se
pueda decir. Sin embargo si n es capictia y a,, satisface la PP entonces a,, debe ser
capicta pues

rev(an) = Grey(n) = Un.
Del mismo modo, si a,, es capictia y satisface PP entonces n es capictia necesaria-
mente. Y si ambos a,, y su indice n son capictias entonces a,, debe satisfacer PP. O
sea, dos cualesquiera de las condiciones implica la tercera. Estos son candidatos
naturales a nimeros de Sheldon en A.

Denotamos por £(A) y P(A) a los conjuntos de ntimeros que cumplen la propie-
dad espejo y la propiedad producto en A, respectivamente, y denotamos por S(A)
al conjunto de ntiimeros de Sheldon en A. Luego, tenemos

S(A)=E(A)NPA).
Lo que dice el Teorema de Pomerance-Spicer es que
S(P) = {73}

donde P = {p,} es la sucesiéon de primos positivos y vimos que E(P) =
{73,143.787.341} y que P(P) D {17,73,2.475.989} y se conjetura que vale la igual-
dad.

Podemos entonces preguntarnos por los niimeros de Sheldon en los naturales
N o bien en sucesiones famosas como los ntimeros de Fibonacci { F,,}, de Catalan
{C,} odeBell { B,,}, etc. O bien para nimeros triangulares {7, }, hexagonales { H,, }
(k-poligonales en general), estelares {S,,}, etcétera.

Para los naturales tenemos lo siguiente.

Proposicion 5.2. Los niimeros de Sheldon en N son los digitos {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Demostracion. En primer lugar es claro que todo natural satisface la PE. En efecto,
como a, = n para todo n, se tiene que
rev(a,) = rev(n) = Grey(n)-
Sobre la propiedad producto debemos ver si
II(n) =n.

Es claro que todo n € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} la cumple. Veamos que ningtin n > 10
la puede cumplir. Supongamos que n tiene k digitos con £ > 2, luego

n = (bk"‘bl)lo = bklokil + - +6210+b1
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conb; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} paratodoi = 1,...,ky by # 0. Tenemos que
I(n) = by, - by -+ by - by < by -9 y n > by, - 10571,

Luego II(n) < n para todo n > 9.
De este modo,

S(N)=&(N)NP(N) =NnN{l1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9},

como querfamos ver. O

Sobre las sucesiones mas famosas como la de Fibonacci y los nimeros de Catalan
conjeturamos que no poseen ntiimeros de Sheldon, es decir

S{F.}) =S{Cn}) = 2.

Aqui los niimeros F,, y C,, crecen muy rapido y el argumento de ntimeros de digitos
usado por Pomerance y Spicer (ver prueba de Proposicién 4.3) se aplicaria aqui
del mismo modo.

Mas atin, uno podria estudiar primos de Sheldon en subsucesiones de los primos.
Es decir, shay primos gemelos, o primos primos, o primos sexies de Sheldon? ;Hay
primos de Fermat, o de Mersenne, o de Germain de Sheldon? ;Hay primos de Chen,
o de Cunningham, o de Proth, o de Woodall, o de Wagstaff de Sheldon? En este
caso, las Proposiciones 4.2 y 4.3 siguen siendo vélidas por tratarse de sucesiones
de primos, pero hay que estudiar la propiedad espejo en cada caso, pues cambian
los indices. Dejo planteados estos interrogantes para el lector curioso.

Otra variante mds que se me ocurre, es reemplazar la propiedad producto por
la propiedad suma y definir primos de Sheldon aditivos. Un primo aditivo de
Sheldon es un primo p,, que satisface la propiedad espejo y tal que la suma de sus
digitos es n. O sea, si definimos

Xn)=ar+- - +a
donde n = a; - - - a; entonces p,, satisface la propiedad suma si
X(pn) = n.

Maés generalmente tenemos lo siguiente.

Definicién 5.3. Sea A = {a,,}5°, C N. Un a,, es un niimero aditivo de Sheldon en A si
a,, satisface la propiedad espejo y la propiedad suma, o sea si

rev(an) = Grev(n) y Y(an) = n.
Denotemos por A({a,}) al conjunto de nimeros en {a, } que satisfacen la pro-

piedad suma (adicién) y por S,({a,}) a los niimeros aditivos de Sheldon en {a,},
luego

Sa({an}) = E({an}) N A({an}).
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Es facil ver que el conjunto de ntimeros aditivos de Sheldon de N es también el
conjunto de digitos, es decir

S.(N)=4{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Como la suma de los digitos de un nimero crece mucho menos que el producto
de esos mismos digitos (genéricamente, salvo casos triviales) es de esperar que de
haber ntimeros aditivos de Sheldon estos sean pequefios.

Damos a continuacién algunos ejemplos de sucesiones donde encontramos
algunos niimeros de Sheldon. En muchas otras sucesiones no encontramos ntimeros
de Sheldon pequefios.

Ejemplo 5.4. Sean {B,,}, {C,,} y { P, } las sucesiones de nimeros de Bell, de Catalan
y de Pell, respectivamente. Sus primeros términos son

B, =1,2,5,15,52,203,877,4140,21147,115975,
C, =1,2,5,14,42,132,429, 1430, 4862, 16796,
P, =1,2,5,12,29,70, 169,408, 985, 2378, 5741, 13860,
Sea {b, } cualquiera de estas sucesiones. Tenemos b, = 2. Todos estos son niimeros
de Sheldon (tanto aditiva como multiplicativamente). Como el indice y el ntimero

es 2 que es capicia, la propiedad espejo es automatica y tanto la suma como el
producto de los digitos de 2 es 2.

Ejemplo 5.5. Sea {F},} la sucesién de ntiimeros de Fibonacci. Esta comienza
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610, 987, 1597.

Claramente, F; = 1y F5 = 5 son nameros de Sheldon en { F}, }, tanto multiplicativa
como aditivamente.

Ejemplo 5.6. Sea {p,} la sucesiéon de primos de Proth definidos como los primos
de la forma k-2™+1 donde k es impar y k < 2™ con m > 1. Esta sucesién comienza

3,5,13,17,41,97,113,193, 241, 257, 353, 449, 577,641,673, 769, 929.

Luego
p11 = 353

es un numero de Sheldon aditivo en {p, } pues como n y p, son capicaas, la pro-
piedad espejo se cumple y, como

3+5+3 =11,

también se cumple la propiedad aditiva.

Ejemplo 5.7. Sea {P,} la sucesién de nimeros pentagonales
P, =n(Bn-1).

2
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Sus primeros términos son 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, 92, 117, 145, 176, 210, 247, 287,
330, 376, 425. Luego

P, =22
es un numero de Sheldon en { P, } tanto aditiva como multiplicativamente pues
como 4 y 22 son capicuas, la propiedad espejo se cumple automaticamente y como

242=2.2=14

también se cumple la propiedad aditiva.

Ejemplo 5.8. Sea {J,,}>°, la sucesion de nameros de Jacobsthal

2" — (=1)"

—

El ntimero J, cuenta, por ejemplo, la cantidad de formas distintas en que un
rectdngulo de (n — 1) x 2 puede ser embaldosado solo usando dominés 2 x 1y
cuadrados 2 x 2. La sucesiéon empieza 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85, 171, 341, 683, 1365,
2731. Luego

T =

Jo =171
es un numero de Sheldon aditivo en {J,,} pues 9y 171 son capictiasy 1 +7+1 = 9.

Ejemplo 5.9. Sea {M,,}>° , la sucesién de nimeros de Motzkin. M, es el nimero
de formas en que se pueden trazar cuerdas que no se intersecan entre n puntos en
un circulo y se los puede calcular con la férmula

[n/2]
1 2k n
M=) k+1(k> <2l<:)
k=0
Sus primeros términos son 1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, 323, 835, 2188, 5798. Luego
MQ =2 y Mg = 323

son nimeros de Sheldon en {//,,} aditivos (M, también multiplicativo).

¢Cudles son los conjuntos de nimeros de Sheldon para las sucesiones dadas en
los ejemplos?

Para concluir damos dos sucesiones (subsucesiones de la sucesién de capictias)
que poseen una cantidad infinita de ndmeros de Sheldon aditivos. Sea

C={c,}={1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,22,...,99,101,...}
el conjunto de nameros capictias de N. Sea U = {R,,}>° , la sucesion de repitunos
(repunits). Es decir,

10" -1

R, =
9

— 101+ ... 1102 +1 1=11---1
0" 4 +10° + 10 +
n-veces

para todon € N. O sea, la sucesién es 1,11,111,1111, 11111, etcétera.
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Proposicién 5.10. El conjunto de niimeros aditivos de Sheldon en U es C.

Demostracion. Es claro que como R, es capicta, R, satisface la propiedad espejo
si y solo si n es capicta. Luego £(U) = C. Ademas, la suma de digitos de R, es
obviamente n, es decir ¥(R,,) = n para todo n. O sea que A(U) = N. De este modo
tenemos que

S.(U) = E(U) N A(U) = C,

como queriamos ver. O

SeaD = {D,} la sucesién de repidigitos (repdigits) definida asi: se toman todos
los niimeros naturales de la forma

dd---dd
—_——

k-veces

con 1 <d <9 undigitoy k£ € N. Es decir,
{D,} ={Rn,2R,, ..., 9R, }72;.
Los primeros términos son
1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,22, 33,44, 55,66, 77, 88, 99,
111,222, 333,444, 555,666, 777,888,999, 1111, 2222, ... ,9999.

Proposicién 5.11. El conjunto de niimeros aditivos de Sheldon en D es

Su(D) ={Dyy, : k € C}.

Demostracion. Es claro que como D, es capictia para todo n, luego D, satisface la
propiedad espejo si y solo si n es capictia. Notar que Dy = 9, Dis = 99, Doy = 999
y en general se tiene
Do, =99---9 = 9Ry.
k-veces

Estos nimeros satisfacen la propiedad suma pues X(Dyy,) = 9k. Es facil convencerse
que estos son los tinicos repidigitos que satisfacen la propiedad suma. Luego, los
nimeros de Sheldon en D son los Dy, con 9% capicua. O

Los primos de Sheldon aditivos de {R,,} son los ntiimeros Dy, formados por
repeticiones de un ntimero 9k de 9’s tal que 9k resulta capictia. Los primeros de
estos nimeros son

D9 = D9-1> D99 = D9-117 D171 = D9-19: D252 = D9-287
D333 = D9-377 D414 = D9-46> D585 = D9-657 D666 = D9~747
D747 = D9-837 D828 = D9-927 D909 = D9-1017 D999 = D9-111

D1881 = D9~2097 D2772 = D9-3087 D3663 = D9-4077 D4554 = D9-506~
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Comentarios finales

Resulta interesante, y por que somos curiosos, preguntarnos por el niimero 73 en
la cultura. Por ejemplo, es curiosa la siguiente anécdota. A mediados de los afios ‘80
la editorial Hyspamérica le hizo una propuesta a Jorge Luis Borges: seleccionar 100
libros indispensables y escribir un prélogo para cada uno. La muerte lo sorprendié
escribiendo el prélogo del libro ntmero 73, que es nada mas y nada menos que ‘El
libro de los muertos’...

Para muestra basta un botén, por lo que solo dejo estas dos pequenas referencias.
Por cuestiones de tiempo y espacio no incluiré detalles aqui (pero sugiero que el
lector haga su propia busqueda profundizando estos items y buscando nuevos):

e Los sonetos 37y 73 de William Shakespeare, que datan del afio 1609 (jprimo!).
Sélo damos el 73.

SoNNET 73

That time of year thou mayst in me behold

When yellow leaves, or none, or few, do hang
Upon those boughs which shake against the cold,
Bare ruin’d choirs, where late the sweet birds sang.

In me thou see’st the twilight of such day
As after sunset fadeth in the west,

Which by and by black night doth take away,
Death’s second self, that seals up all in rest.

In me thou see’st the glowing of such fire

That on the ashes of his youth doth lie,

As the death-bed whereon it must expire,
Consum'd with that which it was nourish’d by.

This thou perceiv’st, which makes thy love more strong,
To love that well which thou must leave ere long.

Recordamos que los sonetos son poemas de 14 versos. En los idiomas la-
tinos estdn divididos en 2 cuartetos y 2 tercetos, pero el soneto inglés esta
estructurado en 3 cuartetos y un distico final.

e Las Proposiciones 37 y 73 del Libro X de Los Elementos de Euclides. Estan
curiosamente relacionadas tratando el tema de rectas mediales y ap6tomas,
casos particulares de lo que Euclides llama rectas irracionales.
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ROPOSICION 37: Si ] )

P 7: Si se suman dos rectas mediales conmensurables sélo en cuadrado
que comprendan un rectdngulo racional, la recta entera no es racional; lldmesela
primera bimedial.

ProprosICION 73: Si se quita de una recta racional otra recta racional que sea conmen-
surable solo en cuadrado con la recta entera, la recta restante es irracional; lldmese
apotoma.

Nunca viene mal volver a leer a Euclides; y, para aquel que no sabe, aprender
sobre las rectas bimediales y ap6étomas.

Para terminar, sélo decir que el dia niimero 73 de un afio no bisiesto es el 14 de
marzo (14 como los versos de un soneto). O sea, jel famoso dia Pi! (7-day en inglés,
pues la fecha es 3/14 (reversa de la fecha latina 14/3) y 3,14 es una aproximacién a
7). Ademas,

365 =573,
por lo que este dia es un quinto exacto de un afio natural.

Sin embargo, una mejor aproximacién racional a 7 es % En efecto, tenemos
T~ 3,141592654 y

B4 _ 157 _ 9 T
3,14 ~ 155 = 55 = 3+ 55

2 = 3+ 1~ 314285714286.
De donde 3,14 < 7 < £ pero

m — 3,14 ~ 0,00159265358,
Z _ 71 ~0,00126448926.

7

Por eso, y por que este afio justo es bisiesto, es que envié el trabajo el 22 de julio
(22/7 en paises latinos). Y como se habran alineado los planetas... que el articulo
va de las péaginas 37 ala 73.
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dSClbiClS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

los perimetros de los poligonos regulares inscriptos y circunscriptos a una
circunferencia se obtienen sacando promedios?

1. INTRODUCCION

Efectivamente, esto es asi, aunque no se trata del promedio de toda la vida,
si no que estos perimetros se obtienen usando la media armonica y la media
geomeétrica.

Sea C: una circunferencia de radio % es decir de diametro 1, sea P, un poli-
2
gono regular de n lados inscripto en C: y sea Q, un poligono regular de » lados
2
circunscripto a C:. En la figura vemos dibujados un pentagono y un decagono

(regulares) inscriﬁtos y un pentagono regular circunscripto.
‘ \ ‘ i Qs

Llamamos con letras minusculas a los correspondientes perimetros, es decir que

p, = Perimetro(P,) y ¢, = Perimetro(Q,).

En esta nota queremos estudiar propiedades de esta sucesion de perimetros
con el objetivo final de obtener la longitud de la circunferencia C: que, por de-
finicion, es z. Vale la pena observar que, por una cuestion de prof)orcionalidad,
si consideraramos poligonos inscritos y circunscritos a una circunferencia C, de
radio r, entonces sus perimetros serian rp, y rq,, respectivamente.

Revista de Educacién Matemdtica. Vol. 39, N° 2 — 2024 74



¢JSabias qué...? 75

El siguiente teorema establece dos propiedades fundamentales de p, y g, vy,
en particular, nos dice como calcular estos perimetros cuando duplicamos la
cantidad de lados.

Teorema.

En las notaciones previas tenemos:

2p,q
{a) a4y = — y Doy = V Pn2n-

Pt a,

(b) {p,} es una sucesion creciente, {g,} es una sucesion decreciente, y

P, < q, para todo n € N.

(c) lim p, = lim g,.
n—oo

n—o0

Hagamos unos breves comentarios sobre el teorema.

(1)

Las formulas de la parte (@) tienen caracter recursivo, es decir que sabien-
do p, y ¢, podemos encontrar g¢,,, y luego conociendo p, y ¢,, obtenemos
py,- ASI, para arrancar, necesitamos saber p, y g, para cierto valor inicial
de n,. Por ejemplo, si comenzamos sabiendo las medidas de los cuadrados
inscritos y circunscritos podemos ir sucesivamente calculando los peri-
metros de los poligonos regulares inscritos y circunscritos de 8, 16, 32,
... lados. Similarmente, si calculamos el perimetro de los triangulos equi-
lateros inscritos y circunscritos podemos ir sucesivamente calculando los
perimetros de los poligonos regulares inscritos y circunscritos de 6, 12,
24, 48, ... lados.

La propiedad (c) es, en definitiva, la que nos permite decir que = es (por
definicion) el limite de estas sucesiones.

Las formulas de la parte (a), corresponden a la media arménica y la media
geométrica respectivamente. Hablaremos brevemente de estas medias.

2. MEDIAS ARMONICA, GEOMETRICA Y ARITMETICA

A continuacion, repasamos brevemente las definiciones de media armonica y
geomeétrica, y luego pasamos a la demostracion del teorema.

Media armoénica. Dados dos numeros positivos x e y, la media armodnica (o pro-
medio armonico) de ellos es “el inverso del promedio de sus inversos”, es decir:

-1 1\ L
x4y 1
Marm(x’y) = <T> = 1 1 )
—_ + —_
x Y
2
que desarrollando resulta
2xy
Marm(x’ y) = X + y
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Un caso tipico en donde aparece el promedio armoénico es cuando queremos
“promediar velocidades”. Por ejemplo:

Supongamos que salimos a dar una vuelta en bicicleta, saliendo des-
de la ciudad A hasta la ciudad B, y luego regresamos. Como B esta
mas alta que A, fuimos de A a B a un promedio de 16 km/h, pero
regresamos de B a A a un promedio de 22 km/h. ;Cual fue nuestra
velocidad promedio en todo el paseo?

Te invitamos a resolver el problema. A primera vista podria parecer que falta
el dato de la distancia entre A y B, pero no es necesaria (plantear el problema
suponiendo que la distancia es d, la respuesta no dependera de d). A quienes
se sientan tentados a pensar que la velocidad promedio fue de 19 km/h, les
adelantamos que no lo es, y para verlo intuitivamente resulta que en el recorrido,
anduvimos mas tiempo a 16 km/h que a 22 km/h, y eso hace que la velocidad
media sea menor a 19 km/h. La respuesta es, efectivamente, la media armonica
de 16 y 22, que es aproximadamente 18,5 km/h.

Media geométrica. Dados dos numeros positivos x e y, la media geométrica (o
promedio geométrico) de ellos es “la raiz cuadrada del producto de ellos”, es
decir:

M, (x,y) = \/xy.
Este promedio aparece cuando promediamos escalas. Por ejemplo:

Supongamos que una colonia de bacterias se duplica en el ler dia,
pero se triplica en el 2do. En promedio, ¢con qué factor de escala
diario ha crecido la colonia de bacterias?

Nuevamente te invitamos resolver el problema por tu cuenta. Si querés inten-
tarlo jno leas el siguiente parrafo! Como el que avisa no traiciona, ahora damos
la solucion al problema. Si originalmente la colonia tenia g bacterias, luego del
ler dia tiene 2 X f, y luego del 2do dia tiene 3 X 2 x f bacterias. El problema pre-
gunta el factor de escala diario k que deberiamos aplicar para obtener el mismo
resultado. Esto obliga a que kxkXxf =3Xx2Xf, es decir que k = /2 X 3 = 2,45, que
es la media geomeétrica de 2 y 3.

Notar que lo que dice (a) del teorema es que las longitudes de los perimetros de
los poligonos regulares inscriptos y circunscriptos de 2n lados se obtienen como
la media armonica y geométrica de los perimetros de los poligonos regulares
inscriptos de n lados y circunscriptos de n y 2rn lados, respectivamente, es decir

@n = M4 (Pp> 4,) y Pon = Mgeo(pn’ G2n)-
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Tanto la media armoénica como la media geométrica son menores que la

media aritmética (que es el promedio usual de x e y):

x+y
i

Es mas, en realidad tenemos M, < M,,, < M,

arm — geo — aritm?®

2xy x+y
<A/xyL ——

x+y -~ Y=

y te dejamos la tarea de demostrar estas desigualdades.

Maritm(x’ y) =

es decir

3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA

Después de todo lo dicho, estamos en condiciones de encarar la prueba del
teorema.

Llamemos «a, a la medida del angulo central del poligono regular de » lados y
sean, respectivamente, (P, y £(Q,) las medidas de los lados de P,y Q,. Tenemos
asi que

p,=nt(P) y q,=n72Q,).

Comenzamos obteniendo 7(P,) y £(Q,) en términos del angulo a,.
En la figura podemos ver que

£(P,) = 2BE = 2sen (=
=T =200 (%)
y
a}’l
sen (?>
a, ’
> (5)
Al duplicar la cantidad de lados, el angulo

del poligono se divide en dos, asi que
a}’l

£(P,,) = 2sen< 2 >

al’l
(%)
a, :
() A
Ahora vamos a relacionar 7(P,) y £(Q,) con £(P,,) y £(0Q,,) utilizando principal-
mente las formulas del “seno y coseno del doble del angulo”:

£(0,) = 2BC = 2tan<%) )

y

£(Qy,) =2

(3.1) sen(x) =2sen<§>cos<%> y cos(x) = cos? (%) — sen? (%)

De este modo tenemos

£(P,) = 2sen<%> =4sen<%>cos <%>,
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es decir

an
=
4

Por lo tanto, obtenemos que

(3.2) £(Py,) = 20 (P,)C(Qy,)-

Por otro lado,

sen(ﬂ)
2 sen ?" 2—052 »
(PO, cs(3) e (3)
a, a, ’
£(P)+£(Q,) 28%(%)”8%(?) COS<7>+1
(%)

4
2 2 =2(0y,);
2 cos? (—") cos (f) :
es decir que
AP0,
(3.3) 2(Qy,) = 2P) 170

Finalmente, teniendo en cuenta que

pp=nt(P) y 4, =n2(Q,)

y que, por lo tanto,

Py = 2n I’ﬂ(PZn) y qon = 2n f(QZn)
las formulas (3.2) y (3.3) implican las formulas de la parte (a) del

teorema.

Dejamos la parte (b)) como tarea para el lector (aunque no es tan sencillo) y
pasamos a la parte (¢). En la figura anterior, usando la desigualdad triangular,
obtenemos que

CD<DE+CE

y por lo tanto

a,- P, =n(2ﬁ—2ﬁ> <2nCE.
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Como los triangulos AOEDy ADEC

y por lo tanto

Qlla
SIS
21|

= == 2
qn—an2n-CD-DE=;pnqn.

E

son semejantes, resulta que

Dado que p,, g, < 6 para todo n (queda para el lector justificar esto) resulta que

O<qn—pn<£
n

para todo n y esto demuestra que lim,_, (g, — p,) = 0. Teniendo en cuenta que

ambas sucesiones son monoétonas y acotadas, resulta que ambas convergen y

por lo tanto

lim g, = lim p,,

n—0o0

como queriamos probar. Esto implica que la longitud de la circunferencia de
radio 1, que por definicion es z se obtiene como limite de estas longitudes de
perimetros regulares inscriptos y circunscriptos.

Para concluir, usemos las formulas de la parte (a) del teorema para aproximar

el valor de z.

Calculamos =

Por ejemplo, es sencillo calcular

ws]
o~
4

n
4

8

16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096

[F=TRN-- IR -  TRT I U R I

A==
NP O

Vemos en la planilla que con 2048 lados, podemos estar estamos seguros

=RAIZ(
B

p_n
2,828427125
3,061467459
3,121445152
3,136548491

| 3.140331157.|

3,141277251
3,141513801

3,14157294
3,141587725
3,141591422
3,141592346

P =2V2~ 2828

*C6)

qn
4
3,313708499
3,182597878
3,151724907
3,144118385
3,14222363
3,141750369
3,141632081
3,14160251
3,141595118
3,14159327

Cé

O L~ ;AW R e

=le e
N = O

Q4=4.

16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096

de que 3,1495 indican los primeros 5 digitos de z.

=(2%B5*C5)/ (B5+C5)

B

p_n
2,828427125
3,061467459
3,121445152
3,136548491

c

qn

4
3,313708499
3,182597878
3,151724907

3,140331157 | 3.144118385.|

3,141277251
3,141513801

3,14157294
3,141587725
3,141591422
3,141592346
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La idea de aproximar la longitud de la circunferencia a través de poligonos regulares

de muchos lados es la piedra basal del llamado método de exhaucion de Arquimedes
de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.). Arquimedes es considerado uno de los cientificos
mas destacados de la antigiiedad, muy especialmente en matematica. A tal punto,
que la famosa medalla Fields tiene grabado su rostro en una de sus caras.
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Comparfiero del alma
Semblanza de Juan Carlos Pedraza por Carlos Borches

A noticia corrié por la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la UBA
L y el Departamento de Matematica del CBC sembrando dolor, tristeza y si-
lencio: Juan Carlos Pedraza, matematico, universitario en sentido cabal, duefio de
una personalidad entrafiable que no pasaba inadvertida, habia fallecido el 1ro de
agosto a la edad de 66 afios.

Juan Carlos nacié el 3 de noviem-
bre de 1957 en el barrio portefio de Li-
niers, el menor de tres hermanos de
una familia de trabajadores. Sus her-
manos mayores abrieron el surco in-
gresando a Exactas y alli se anot6 Juan
Carlos a fines de 1975, aprobando el in-
greso pocos dias antes del nefasto 24 de
marzo.

Transit6 su carrera durante afios po-
liticamente duros, aprovechando los
resquicios que abria la confianza para
intercambiar ideas y experiencias entre
teorema y teorema, incluso con quien
dirigi6 su Tesis, el matemaético espafiol
Manuel Balanzat, que lleg6 al Rio de

la Plata cargando con la derrota de la
Guerra Civil.

Cuando la dictadura comenz6 a agrietarse, Juan Carlos fue del grupo que armé
la Gremial Docente en torno al reclamo de salarios adeudados a los docentes del
Curso de Ingreso. En ese primer paso, ain en dictadura, convergié con quienes
habian creado el Centro de Graduados en un bloque que represent6 a la mayoria
del Claustro en el proceso de recuperacion de una facultad herida por el exilio y
bolsones de mediocridad.

En esas circunstancias creci6 la figura de Juan Carlos como la persona capaz de
escuchar, acercar ideas y proponer soluciones que emergian con la contundencia
de la razén y los consensos.

Con la misma actitud se entreg6 a la tarea de conducir el Departamento de Ma-
temaética del Ciclo Basico Comuin (CBC) , donde era docente desde su creacion, y
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luego de la Secretaria Académica del CBC. Tarea dificil si se tiene en cuenta que
el CBC naci6é con numerosas demandas de las distintas facultades de la UBA. El
Departamento de Matematica del CBC, con el esfuerzo de Juan Carlos y muchos
otros docentes, fue més alla de la demanda esperable de las Facultades de la UBA
transformdndose en un centro que salié a buscar a aquellos estudiantes que tenian
un espiritu matemético y no lo sabian. La organizacién de ciclos de muestras de
Juegos Matematicos, edicién de libros, la creacién de la Revista Q.E.D., la colabo-
racién enla Olimpiada Matematica Argentina, fue parte de esa exitosa tarea donde
el Departamento de Matematica convergi6 con la Facultad de Ciencias Exactas.

Y por esa misma senda sigui6 fuera de la UBA como miembro fundador de
la Comisién de Visibilidad de la UMA y subdirector de la Revista de Educacién
Matematica.

Juan Carlos tenia la habilidad de traducir un problema matematico a un juego
u otras circunstancias mas amigables para quienes carecian del lenguaje propio
de la Matematica. Y lo hacia con placer, divirtiéndose, con una armonia especial
con la vida, como cuando se lo veia caminando con Susana, su esposa, o hablando
de Lucia y Marcelo, sus hijos.

Es dificil recordar charlas con Juan Carlos sin que ha-
ya un chiste, una idea profunda para pensar,un proble-
ma matemadtico, un disco de rock de los 70, una pelicula
o un libro recomendado.

Como decfa Willy Durédn, actual decano de la
FCEyN, “Perdimos un imprescindible, un tipo que iba-
mos a consultar en los momentos dificiles, como los ac-
tuales”.

En paises como el nuestro, donde las instituciones
cientificas no se terminan de consolidar y los climas po-
liticos adversos ocasionan exilios, vocaciones frustra-
das, destruccién de los recursos humanos que el pais
necesita, personas como Juan Carlos Pedraza son los
que se ocupan de reconstruir las instituciones vy, si los
vientos los acompafan, crecer para generar ambitos propicios para cultivar mas

talentos. Como el rayo, se nos fue un imprescindible, un amigo, “compafiero del
alma, tan temprano”.

CarLOs BorcHEs

Prof. Dpto. Matemitica del CBC.

Coordinador Programa de Historia de la FCEyN-UBA.
(X)) borches@de.fcen.uba.ar
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Seccion de Problemas

por Diego A. Sulca

Para esta edicién he elegido una serie de problemas que seguro podran plan-
tearlos en cualquier reunion social, teniendo garantizado un debate en el que sur-
girdn ideas de las mas variadas hasta dar con las soluciones. El primero es sutil,
y mds que la solucién en si, lo interesante es la discusiéon que se abre al inten-
tar resolverlo en el aire. Lo he adaptado a una situacién que me tocé vivir, pero
el problema concreto se enuncia en a lo sumo dos lineas. Los dos siguientes son
ejercicios basicos de lo que se llama ”Légica Proposicional”, una rama de la L6-
gica. Por supuesto, para resolverlos no hace falta nada de Légica Proposicional,
pero siempre estd bueno saber que hay toda un drea de estudio dedicada a eso.
Finalmente, el Gltimo problema es el menos interesante a nivel matematico, pero
quizds es el més importante a nivel informativo. Nos recuerda la importancia de
elegir contrasefias seguras.

Problema 1. En los aeropuertos grandes es comdn encontrar cintas transportado-

ras que la gente usa ya sea para avanzar mas rapido, o bien para descansar de
caminar sin dejar de avanzar. Para quienes no las conocen la forma mas répida
que se me ocurre para describirlas es decir que son como una escalera mecanica
horizontal. Normalmente, la velocidad de estas cintas es bastante menor que la
velocidad a la que camina una persona promedio (digamos la mitad, para fijar
una idea).

En estos dias pasé por un aeropuerto en donde habian dos cintas transportado-
ras en paralelo. Solo una de ellas funcionaba, la otra estaba quieta y debia ser para
caminar en la direccién opuesta. Yo estaba con mi hija en brazos, y para hacer un
poco de tiempo nos metimos a la cinta que funcionaba. En la cinta yo caminaba
a la velocidad de siempre, pero ahora respecto de la cinta (de modo que para al-
guien parado afuera de la cinta nos moviamos més rapido de lo usual). A mi hija
le encant6 el efecto, a tal punto que cuando salimos de la cinta en el otro extremo
quiso que volviéramos por la cinta. Pero como les dije antes, la cinta que debia
servir para volver no funcionaba. Como no habia gente en ese momento, a modo
de diversion decidi que volviéramos por la cinta que si funcionaba, a pesar de que
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esta se movia en la direccién opuesta. Al igual que antes, caminaba a la misma ve-
locidad de siempre, pero respecto de la cinta (de modo que para alguien parado
afuera de la cinta ahora nos moviamos mas lento).

Cuando logramos salir al extremo inicial, mi hija quiso que repitiéramos el viaje
completo. Sin embargo esta vez habia gente. Para entretenerla decidi que repitié-
ramos el viaje pero por la cinta que no funcionaba. Es decir, fuimos y volvimos
caminando por la cinta que no funcionaba.

(Qué nos llevé més tiempo, ir y volver en la cinta que funcionaba, o ir y volver
en la cinta que no funcionaba?

Problema 2. Imaginen que caminan hacia un pueblo donde se sabe que cada habi-

tante o bien siempre dice la verdad o bien siempre miente. Ademas en este pueblo
se habla un idioma del cual lo tnico que ustedes entienden es SI o NO. Mientras
caminan se dan cuenta que mas adelante el camino se bifurca y no saben cuél de
los dos caminos deberan tomar. De repente ven a un habitante del pueblo que
viene caminando en la direccién opuesta. El sefior viene muy apurado de modo
que solo tienen tiempo para escribir una sola pregunta en el traductor, y ademas
quieren que la respuesta a la pregunta sea SI o NO, pues es lo tinico que van a
entender cuando el sefior responda ;Qué pregunta harfan?

Problema 3. Hace unos dias hubo un homicidio y detuvieron a tres sospechosos:

Antonio, Benito y Carlos. Al interrogarlos, Antonio dijo Yo no lo hice. La victima
era un conocido de Benito, y Carlos lo odiaba". Benito dijo “Yo no lo hice. Ni si
quiera lo conocfa. Ademads, no estuve en la ciudad toda esa semana". Por su parte,
Carlos dijo ”Yo no lo hice. Vi a Antonio y Benito con la victima ese dia; uno de
ellos lo habrd hecho". Asumiendo que dos de los hombres son inocentes y que
estdn diciendo la verdad, ;quién es el culpable?

Problema 4. Hoy en dia se remarca mucho la importancia de tener contrasefias
seguras para nuestras cuentas de correo electrénico, redes sociales, etc. Normal-
mente se pide que la contrasefa tenga entre 8 y 12 caracteres (y a veces mds), y que
use digitos, letras maytsculas y mintsculas, y algunos de los caracteres especiales
como*,% ,$,! @ #,(,).

Los hackers disponen de computadores que les permiten correr a fuerza bruta
aproximadamente 3 millones de combinaciones por segundo con el fin de dar con
la contrasefia.
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. ¢Cudnto le lleva a un hacker develar una contrasefia de 8 digitos, y que usa
solo los niimeros 0,1,2,...,9?

. Idem con una contrasefia de 8 digitos que solo usa ntimeros y letras mints-
culas.

. Idem con una contrasefia de 8 digitos que usa nimeros, letras mintsculas
y mayusculas, y caracteres especiales.

. Idem con una contrasefia de 12 digitos que solo usa ntimeros y letras mi-
nusculas.

Revista de Educacién Matemdtica. Vol. 39, N° 2 — 2024



86 D.A. Sulca

SOLUCIONES

Solucion 1. Una de las respuestas rapidas podria ser que se tarda el mismo tiem-
po pues la velocidad que me da la cinta a la ida me la quita a la vuelta, haciendo un
aporte neto nulo. Otra posible respuesta seria que depende de la velocidad de la
cinta, pues si nos vamos al caso extremo en que la cinta viaja a la velocidad que ca-
mino, entonces me serfa imposible avanzar en la vuelta si mantengo la velocidad
usual.

Matemaéticamente, la solucién es simple y quizas menos entretenida.

Calculemos primero el tiempo empleado al ir y volver por la cinta que funciona.
Supongamos que V' es la velocidad a la que camino normalmente, [ la longitud de
la cinta, y v la velocidad de la cinta. Sea ¢, el tiempo usado en la ida y sea ¢, el
tiempo empleado en la vuelta. Mi velocidad alaidaes V +vyalavueltaes V —v.
Se cumplen las relaciones V + v = % yV —v = é Por lo tanto, el tiempo total
empleado es

[ N I 2V
V4o V—ov V22

Calculemos ahora el tiempo T empleado en ir y volver por la cinta que no fun-

b+t =

ciona. Se tiene V = 2, por lo que T = . Comparando

2V 2l con 21
v2—v2_v_§ 1%

observamos que se tarda mas yendo y volviendo por la cinta que si funciona.

Solucion 2. No nos conviene preguntarle, por ejemplo, si el camino de la izquier-

da es el correcto, pues no sabemos si este lugarefio es de los que siempre mienten
o de los que siempre dicen la verdad. Podriamos preguntarle sobre algo eviden-
te para descubrir si es de los que siempre mienten o de los que siempre dicen la
verdad, pero nos quedariamos sin la posibilidad de preguntar sobre el camino
correcto, pues solo podemos hacerle una pregunta.

Una pregunta podria ser: ;Es cierto que si te pregunto cual es el camino correcto
vas a responder que es el de la izquierda?

Si el sefior responde que SI, entonces el camino correcto es el de la izquierda.
Esto es evidente si el sefior es de los que siempre dicen la verdad. Sien cambio es de
los que siempre mienten, al responder que SI nos estd mintiendo, y por lo tanto si
le preguntdramos si el camino de la izquierda es el correcto nos responderia que
NO. Pero como nos estaria mintiendo, entonces el camino de la izquierda seria
realmente el correcto.
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Si el sefior responde que NO, entonces el camino correcto es el de la derecha.
Esto es evidente si el sefior es de los que siempre dicen la verdad. Sien cambio es de
los que siempre mienten, al responder que NO nos estd mintiendo, y por lo tanto
sile preguntaramos si el camino de la izquierda es el correcto nos responderia que
SI. Pero como nos estaria mintiendo, entonces el camino correcto debe ser el de la
derecha.

Solucion 3. Las declaraciones de Antonio y Benito son contradictorias, por lo que
no pueden ser ambos inocentes. De manera similar, las declaraciones de Benito y
Carlos son contradictorias, por lo que no pueden ser ambos inocentes. Esto implica
que el asesino esta en la interseccién { Antonio, Benito} N {Benito, Carlos}. Luego
el asesino debe ser Benito.

Solucion 4.

1. Hay 10° posibles contrasefias de 8 digitos que solo usan nameros. Si dividi-
mos por el nimero de contrasefias que la computadora puede chequear por
segundo obtenemos 10%/(3 - 10%) ~ 33. Es decir, en 33 segundos un hacker
puede encontrar la contrasefia.

2. Sien una contrasefia de 8 digitos usamos ntimeros (10) y letras mintsculas
(26), el nimero de contrasefias posibles es 36°. Si dividimos por el nimero
de contrasefias que la computadora puede chequear por segundo obtene-
mos 36%/(3 - 10%) ~ 940369. Es decir, en 940369 segundos un hacker puede
averiguar nuestra contrasefia. Esto es approximadamente 11 dias.

3. Sinuestra contrasefa tiene 8 digitos y usa ntimeros (10), letras mintsculas
(26) y maytsculas (26), y caracteres especiales (8), el nimero de contrase-
fas posibles es 70%. En este caso al hacker le llevaria 70%/(3-10°%) ~ 192000000
segundos. Esto da aproximadamente 6 afios.

4. Si en una contrasefia de 12 digitos usamos ntimeros (10) y letras mintscu-
las (26), el nimero total de contrasefias es 36'2. Haciendo la cuenta usual,
obtendremos que en 50 mil afios el hacker puede averiguar la contrasefia.

Cabe aclarar que este célculo ird variando afio tras afio a medida que aparezcan
computadoras més potentes. Esto tampoco quita que el hacker averigiie la contra-
sefia en menos tiempo. Por ejemplo, el hacker podria asumir que la contrasefia usa
a lo sumo un caracter especial y a lo sumo una maytscula y dar con la contrasefia
mucho antes si la misma tiene estas caracteristicas.
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