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Editorial

ERRAMOS el 2020. Afio complejo, atravesado por una extensa cuarentena a
C raiz de la pandemia por COVID 19 que fuera declarada por la Organizacién
Mundial de la Salud el 11 de marzo de este afio. Un afio con muchas pérdidas de
vidas a raiz de esta peste. Un afio con profundas tristezas por las partidas de perso-
najes emblematicos de nuestro pais, como lo son los geniales Quino y Maradona.
Un afio en que la importancia de la ciencia y de la educacién se han puesto de ma-
nifiesto de una manera dolorosamente clara. La editorial de Juan Carlos Pedraza,
en el nimero 2 de este volumen, se refiere a este tltimo aspecto.

ON este niimero completamos el volumen 35 de nuestra revista y en él con-
C tamos con cuatro articulos. Rodolfo Murta y Marisa Alvarez presentan el
analisis de una tarea de lectura de graficos cartesianos en el entorno del software
GeoGebra, anticipando posibles acciones de estudiantes al resolverla. A través de
un andlisis a priori se muestran y contrastan técnicas que potencialmente se po-
drian poner en juego en este entorno de geometria dindmica con aquellas de un
entorno “de lapiz y papel”. En particular, se analizan diversas posibilidades que
las herramientas del software utilizado ofrecen para abordar este tipo de tareas.
El texto de Arnulfo Fajardo Valencia y David Benitez Mujica trae aportes que in-
vitan a pensar sobre la influencia que las creencias de los estudiantes en torno a
la matemética pueden tener en los procesos de resolucién de problemas.

Con la mirada puesta en la matematica, el texto de Ginés R. Pérez Teruel mues-
tra extensiones de los teoremas del valor medio que involucran funciones reales
de una variable real. El autor propone un uso extensivo del teorema de Rolle pa-
ra conseguir generalizaciones de los cldsicos teoremas del valor medio. A partir
de la modificacién de las funciones auxiliares que usualmente se construyen pa-
ra que satisfagan las condiciones del teorema de Rolle, es posible deducir otros
teoremas parecidos al teorema del valor medio de Lagrange. El articulo presenta
una version del teorema del valor medio de Lagrange para funciones compuestas,
llegando a una generalizacién que contiene, como casos particulares, a todos los
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4  Editorial

teoremas anteriores, incluido el propio teorema del valor medio de Lagrange. Un
interesante ejercicio de generalizacién matemadtica en accion.

El articulo de Marilina Carena trae una recopilacién de conocidos problemas
relacionados con el crecimiento exponencial, una expresién que en este afio ha es-
tado particularmente presente en noticias periodisticas o en trabajos e investiga-
ciones cientificas asociadas con la pandemia por COVID 19; un tipo de crecimiento
que desafia la intuicién y merece una atencién especial en la educacién matema-
tica. Ademds de un minucioso estudio aritmético en torno a la famosa leyenda de
Sissa y los granos de trigo en el tablero de ajedrez y del analisis pormenorizado
de la estafa del telar de la abundancia, entre otros ejemplos de crecimiento ex-
ponencial mostrados en el articulo, la autora se detiene en el anélisis de modelos
exponenciales de contagio y explica el significado de una expresién que atravesé
el discurso sanitario del 2020: aplanar la curva de contagios para que el sistema sa-
nitario no colapse.

Finalmente, en este nimero podrén leer la resefia de una tesis doctoral sobre el
oficio docente en la educacién matemaética de jévenes y adultos. Se trata de la tesis
titulada: La ensefianza de la matemdtica en el nivel primario de la modalidad de Educacion
Permanente de Jovenes y Adultos: saberes docentes, pricticas y condiciones instituciona-
les. Esta tesis, de autoria de Nicolds Gerez Cuevas, fue dirigida por Dilma Frego-
na y Fernanda Delprado y defendida en el marco del Doctorado en Ciencias de la
Educacién de la Facultad de Filosofia y Humanidades de la Universidad Nacional
de Cérdoba. Esperamos que esta breve resefia sea una invitacién para su lectura.

ECORDAMOS que en la editorial del dltimo ntimero del volumen 34, en diciem-
bre de 2019, comentdbamos sobre la realizacién de la 14* Conferencia In-
ternational de Educaciéon Matematica, ICME 14, segtin la sigla en inglés para In-
ternational Conference in Matematical Education 14. La misma estaba prevista para
ser realizada en Shangai (China), entre el 12 y el 19 de julio de 2020. A mediados
de marzo de 2020, el Comité Organizador y la Comisién Internacional de Ins-
truccion Matematica, ICMI (International Commission on Mathematical Instruction),
resolvieron suspender el evento y posponerlo para 2021. Recientemente, el 6 de
noviembre, se comunicé oficialmente que ICME 14 se realizard, con un formato
hibrido, entre el 11 y el 18 de julio de 2021. La informacién del congreso puede
seguirse en la pagina: https://www.icmel4.org. Ojald que podamos disfrutar de
ese evento tan caro para la comunidad internacional de educacién matematica.

ARA terminar, una buena noticia, a pesar del afio dificil y atipico que esta-
mos viviendo. Queremos cerrar esta editorial compartiendo con ustedes el
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logro de un importante objetivo, tras haber transitado un proceso demorado y de-
dicado: la indexacion de la Revista en varios sistemas de informacion académica
(Latindex, DOAJ, REDIB y Google Académico). Seguiremos trabajando para lo-
grar nuevas indexaciones en otros sistemas de reconocimiento internacional.

Esperamos que en 2021 nos sigan acompafiando como lectores y como auto-
res, con contribuciones que enriquezcan las diferentes secciones que conforman
la Revista. También esperamos que 2021 sea un mejor afio para todos.

Mbénica Villarreal

Nora: Es muy importante para la RevEM contar con la colaboracién de ustedes a través del envio de contribuciones de
calidad para publicar. Solicitamos enviar los articulos preferentemente a través del sistema en la pagina web, pero si tienen
inconvenientes pueden hacerlo a la direccién de correo electrénico que figura abajo.

https://revistas.unc.edu.ar/index.php/REM/index

revm@famaf.unc.edu.ar
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Aportes para la Ensefianza de la Matemitica

INTERPRETACION DE GRAFICOS:
EL USO DE GEOGEBRA

Marisa Alvarez y Rodolfo Murta

ResuMEN. Son bien conocidos los problemas donde los alumnos y las alumnas
tienen que interpretar y “leer” informacién de un gréfico de una funcién (o de
una relacién entre dos variables) dada una situacién en contexto extramatemati-
co. Aqui suelen incluirse preguntas para hallar el correspondiente de cierto valor
de abscisa (u ordenada), donde a veces la informacién puede deducirse de forma
exacta y otras aproximada. También se pueden analizar variaciones o cuestiones
que tengan que ver con el crecimiento o decrecimiento de la funcién. Ahora bien,
(qué ocurre si el grafico viene dado en GeoGebra? Los procedimientos (o las téc-
nicas) para deducir informacién de él, ;son las mismas que al trabajar con lapiz y
papel? En este articulo anticiparemos distintos tipos de procedimientos que po-
drian implementar las y los estudiantes. Algunos de ellos estan mas cercanos al
trabajo realizado en ldpiz y papel y otros, en nuestra opinién, son sumamente no-
vedosos. Por otro lado, nos podemos preguntar cudles son los aportes, en cuanto a
conocimientos matematicos, que brinda el programa al trabajar con graficos “di-
ndmicos”. Cabe aclarar que cualquier potencialidad que tenga el software no se
puede desligar de la intencionalidad docente.

Palabras clave: registros de representacién, procedimientos instrumentales, GeoGebra.
Keywords: registers of representation, instrumental procedures, GeoGebra.



8  Marisa Alvarez y Rodolfo Muriia

AsstrACT. Problems in which students have to interpret and “read” information
from a graph of a function (or a relationship between two variables), given a
situation in an extra-mathematical context, are well known. Questions to find
the corresponding value of a certain abscissa (or ordinate), in which sometimes
the information can be deduced exactly and others approximately, are usually in-
cluded. It is also possible to analyze variations or issues related to increasing or
decreasing intervals of a function. Now, what happens if the graph is presented in
GeoGebra? Are the procedures (or techniques) for deducing information from it
the same as working with pencil and paper? In this article, we will anticipate dif-
ferent types of procedures that could be implemented by students. Some of them
are closer to the work done with pencil and paper and others, in our opinion,
are extremely novel. Besides, we may ask ourselves what are the contributions,
in terms of mathematical knowledge, that the software provides when working
with "dynamic" graphs. It should be clarified that any potentiality of the software
cannot be separated from the teaching intention.

§1. Introducciéon

Hay algunas investigaciones que dan cuenta de la “potencia” que tiene el pro-
grama GeoGebra para modelizar un problema geométrico y luego estudiar po-
sibles relaciones entre pares de variables involucradas analizando los gréficos de
las funciones resultantes (Arcavi & Hadas, 2000; Borsani et al., 2018); aunque para
trabajar con este tipo de problemas, las y los estudiantes deben tener varios cono-
cimientos geométricos y sobre todo, conocer la nocién de funcién. Es por esto que,
nos propusimos indagar sobre un contenido previo que es la interpretacion y la
lectura de gréficos; la novedad radica en que, en nuestra propuesta, los graficos
estdn presentados en GeoGebra.

Sostenemos que un gréfico dado en ldpiz y papel y otro dado en GeoGebra
son distintas representaciones. En este tltimo caso, es posible cambiar la escala,
visualizar o no los ejes, hacer zoom, trazar rectas horizontales o verticales, utili-
zando determinadas herramientas del programa, e intersecarlas con el grafico,
marcar un punto sobre un gréafico e ir desplazdndolo para ver sus coordenadas,
etc. Por lo tanto, varios de los procedimientos para leer informacién de un grafico
son distintos a los utilizados en lapiz y papel. Es por esto, que el estudio de estas
dos representaciones del objeto grafico, en lapiz y papel y en GeoGebra, debiera
diferenciarse.

§2. Referencias tedricas

En el articulo mostraremos distintas anticipaciones sobre algunos posibles pro-
cedimientos de las y los estudiantes a la hora de interpretar y leer informacién de
un gréfico dado en GeoGebra; por ello consideramos pertinente hacer referencia a
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la nocién de técnica instrumentada (Artigue, 2007). Con lo cual, es necesario men-
cionar la idea de técnica de la Teoria Antropolégica de lo Did4ctico (Chevallard,
Bosch, & Gascon, 1997). Segtn esta teoria, toda tarea se puede resolver por una
o varias técnicas, pensando a la técnica como una manera de hacer, no necesaria-
mente algoritmica, ni siquiera algoritmizable.

Una técnica es una manera de resolver una tarea y, tan pronto como uno va
mds alld del cuerpo de tareas rutinarias de una institucion determinada, cada
técnica es un conglomerado complejo de razonamiento y trabajo rutinario. Me
gustaria recalcar que las técnicas se perciben y evalitan con mayor frecuencia
en términos de su valor pragmatico, es decir, centrindose en su potencial pro-
ductivo (eficiencia, costo, campo de validez). Pero también tienen un valor
epistémico, ya que contribuyen a la comprension de los objetos que involu-
cran, por lo que las técnicas son fuente de interrogantes sobre el conocimiento
matemdtico. (Artigue, 2002, p.4, traduccion propia)"

A las técnicas utilizadas en un ambiente computarizado, (Artigue, 2007) las lla-
ma técnicas instrumentadas. También este tipo de técnicas tienen un valor prag-
maético y uno epistémico. Como se mencioné en la cita anterior, la investigadora
hace referencia al valor pragmatico cuando el sujeto puede actuar sobre las repre-
sentaciones de un objeto determinado permitiendo producir ciertos resultados.
Se habla de valor epistémico cuando luego de llevar a cabo el procedimiento, se
pudo comprender mejor al objeto en cuestion, se aprendi6 algo que hasta el mo-
mento no se conocia, se abren nuevas preguntas a ser indagadas, etc. Aligual que
en un entorno de lapiz y papel, una técnica instrumentada resulta interesante si
contiene tanto valores pragmaticos como epistémicos. Cuando se trabaja con un
problema en un ambiente computarizado es esperable que surjan, por parte de las
y los estudiantes, procedimientos propios de ese entorno. Luego, el o la docente
determinara cudles son valiosos por sus valores epistémicos y pragmaticos, para
luego sistematizarlos y darles el “status” de técnicas.

Por otro lado, una potencialidad muy interesante que tiene el programa Geo-
Gebra es la posibilidad de trabajar simultdneamente con una vista algebraica y
una vista gréﬁcal. En este articulo estaremos interesados, en particular, por las
distintas representaciones del objeto “punto”.

(Duval, 1993) fue uno de los primeros investigadores en analizar las represen-
taciones de los objetos bajo su teoria de registros de representacién semiética. La
ensefianza de la matematica trata con muchos objetos ideales, abstractos, como

IEstos nombres fueron tomados de las versiones anteriores al GeoGebra 6. En la versién actual
esas “vistas” no tienen una denominacion.
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10 Marisa Alvarez y Rodolfo Muriia

por ejemplo los nimeros, las funciones, los puntos o las figuras dentro del cam-
po de la geometria. Ahora bien, como estos objetos tedricos no son accesibles, es
necesario representarlos de alguna manera; la complejidad radica en que cada
objeto puede tener mds de una representacién. El desafio para los y las docen-
tes es doble: por un lado, que sus estudiantes sepan diferenciar al objeto de sus
representaciones y por el otro, que ademds sepan coordinarlas. Cuando se esta-
blecen vinculos y relaciones entre distintos registros de representacion se dice que
se realiza una coordinacién entre registros. Para este investigador (Duval, 1993)
la existencia de al menos dos registros de representacién de un mismo objeto, el
tratamiento (transformaciones dentro del mismo registro), la conversién de uno
al otro y la coordinacién entre los mismos, son todas condiciones necesarias para
que haya aprendizaje con respecto a la aprehension del objeto teérico en cuestion
por parte de las y los estudiantes.

§3. Un posible problema para ser llevado al aula

A continuacién, haremos un despliegue del andlisis a priori de un problema
para ser trabajado con GeoGebra. Decimos que es un estudio a priori porque tiene
un carécter anticipatorio: es previo a que la actividad se lleve a cabo en el aula. En
él, incluimos posibles procedimientos instrumentados por parte de las alumnas
y los alumnos y algunas intervenciones docentes frente a dichos procedimientos.
Esperamos que este estudio sea un insumo para la gestién de una clase.

El problema analizado es la cuarta actividad de una secuencia didéctica des-
tinada a estudiantes de segundo afio de la escuela secundaria. En los primeros
problemas de la misma’, se propone un trabajo en torno a las distintas represen-
taciones de los puntos y también se trabaja sobre las nociones de paralelismo y
perpendicularidad. Luego, se plantea comenzar a trabajar con la interpretacién y
lectura de graficos en ldpiz y papel y a continuacion, se propone esta misma tarea
con GeoGebra.

Los objetivos generales de la secuencia son: que las y los estudiantes identi-
fiquen que un punto permite relacionar dos variables en un contexto dado, que
reconozcan las distintas representaciones de un punto y sean capaces de coordi-
narlas, que deduzcan el tipo de informacién que se puede inferir a partir de un
grafico y que ademds analicen el crecimiento o el decrecimiento de una relacién
entre variables’.

*Para ver la secuencia, el lector o la lectora pueden ingresar a este enlace: https://drive.google
.com/file/d/1Q0tVj1-6jYEhW_mli_ZCVRA8SSPh2sZs/view

SHablamos de relacién entre variables porque algunos gréficos no se corresponden con el de una
funcién.
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3.1. Lectura e interpretacion de graficos. En esta seccién presentaremos la con-
signa del primer problema a ser trabajando con GeoGebra, posibles procedimien-
tos de las y los estudiantes, tanto en lapiz y papel como con el programa, y algunas
posibles intervenciones docentes.

En cuanto a los objetivos, se espera que las alumnas y los alumnos sigan rela-
cionando las distintas representaciones de un punto, utilicen y luego identifiquen
que hay varias estrategias para hallar el correspondiente de un valor de abscisa (u
ordenada) determinado. Por tltimo, se pretende poner a discusion las distintas
respuestas dadas a partir del uso del GeoGebra, en comparacién a las obtenidas
cuando el grafico viene dado en lapiz y papel.

Para abordar los objetivos mencionados, proponemos plantear la siguiente ta-
rea:

Un grupo de estudiantes realizé una excursion. El siquiente grifico muestra la distancia
del colectivo al colegio (en km) en funcion del tiempo transcurrido desde la partida.

Distancia del micro al colegio (km)

120

100

80

60

40

20

0 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11 12 13 14 1

Tiempo transcurrido desde la partida (hs)

FiGura 1. Graéfico en papel correspondiente a la tarea.

Dada la siguiente tabla, completen la primera columna viendo el grdfico en lapiz y papel.
Luego abran el archivo de GeoGebra y completen la sequnda y tercera columna. Comparen
si sus respuestas fueron las mismas analizando los dos grificos presentados.
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Respuesta | Respuesta

viendo el viendo el Herramien-

Pregunta Py Py s
graficoen | graficoen | tas utilizadas
papel GeoGebra

(A qué distancia se encontra-

ban después de una hora de

viaje? ;y después de 7 horas?

(y después de media hora?

¢En qué momento los estudian-

b) | tesse encontraban a 100 km del

colegio? ;Y a 80km? ;Y a 110 km?

(A cuantos kilémetros estaba

el lugar que visitaron?

(Cuénto tiempo duré

la visita al lugar?

¢(Hubo alguna parada a

laida? ;y ala vuelta?

(Cuanto duro la excursion

f) | completa (incluyendo el

viaje de ida y el de vuelta)?

;Cudéntos kilémetros

8) recorrio6 el colectivo?

h) A la vuelta, ;la velocidad del
colectivo fue siempre la misma?

Ficura 2. Figura 2: Tabla comparativa de respuestas a la tarea.

Como se menciona en el enunciado, el problema planteado tiene dos instan-
cias. En la primera, los alumnos y las alumnas tienen que analizar el grafico dado
en papel (Figura 1) y en la segunda, en GeoGebra®. Luego de estudiar cada gra-
fico, deben completar la informacién en la tabla (Figura 2) utilizando la columna
correspondiente y comparar la informacion registrada.

3.2. Posibles procedimientos de las y los estudiantes y algunas intervenciones
docentes. A continuacién, presentaremos diversos procedimientos por parte de
las y los estudiantes con algunas intervenciones docentes. Elegimos analizar los
apartados en los cuales las posibles estrategias permiten evidenciar el contraste
entre los procedimientos en lapiz y papel y aquellos con GeoGebra. Es por esto,
que focalizaremos nuestro estudio en los items a) y b), relacionando el trabajo en
ambos entornos.

Respecto del item a), pensamos que es
probable que las y los estudiantes respondan que no se puede saber la distancia a
la hora de haber partido porque no es un valor exacto. También anticipamos que

*Enlace al archivo: https://www. geogebra.org/classic/ehugntk?
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pueden utilizar dos reglas apoyadas perpendicularmente para dar una respuesta
aproximada a la pregunta planteada.

El item b) tiene una complejidad mayor porque el dato brindado se tiene que
identificar en el eje y. Nuevamente las respuestas son aproximadas. Al igual que
en el punto anterior, para lograr una mayor exactitud quizas los alumnos y las
alumnas utilicen dos reglas, una apoyada sobre la recta horizontal y = 100 y otra
apoyada perpendicularmente a ella sobre los puntos de interseccién con el gréfico
de la funcién. Es de esperar que solamente miren el primer valor y respondan
1,5hs aproximadamente. Aqui pensamos en no realizar ninguna intervencién para
que luego las y los estudiantes quizés entren en una contradiccién en la segunda
parte del problema con GeoGebra.

Con respecto a los 80 km, hay toda una franja horaria en la cual el colectivo esta-
ba a dicha distancia (ademas del valor cercano a 1 hora). En general, las alumnas
y los alumnos suelen identificar solamente a los extremos del intervalo, en este
caso las 7hs y las 8hs.

Si bien muchas respuestas se obtendran
de la observacion de la pantalla, esa lectura requiere de varios conocimientos ma-
tematicos, como ser: coordenadas de un punto, rectas paralelas, perpendiculares,
horizontales, verticales, entre otros. Respecto del item a) al abrir el archivo (Figura
3) no se visualiza el ntimero 1 en el eje .

B~ b e

Poligonal {‘\{I
N Distancia del micro al colegio (km)
@ r-250 : 140
Punto 120
O A=(2140) :
100
(O B= (6 140) :
. 50
O c=(.80 :
O D-(ee0 : i
QO E-@o : a0
O F=(@o0 :
20
Texto
) ) o H o 2 4 8 s
@ Distancia del micro al colegio (km)* Tiempo transcurrido desde la partida (hs)

Ficura 3. Captura de la pantalla inicial que se observa al abrir el archivo.
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14 Marisa Alvarez y Rodolfo Muriia

En caso de ser necesario, pen-
samos comentar como se hace
para cambiar la escala de los
ejes coordenados, por ejemplo,
haciendo zoom. Al hacer esto,
se podrian modificar las escalas
hasta obtener un grafico como el
de la Figura 4 y visualizar que la
distancia solicitada es de 70 km.

También se podria trazar una
recta vertical por = = 1 ingresan-
do por ejemplo los puntos (1,0)
y (1,20) en la barra de entrada
y luego mediante la herramien-
ta Recta trazar la recta que pasa
por dichos puntos (Figura 5).

Finalmente se puede marcar
el punto de interseccién entre la
recta vertical y el gréfico y leer

80

7O

&0

50

40

20

20

10

Ficura 4. Captura de pantalla del grafico con zoom en el
cual la escala muestra el 1 en el eje z y el 70 en el eje .

las coordenadas de dicho punto en la Vista Algebraica.

B o B e S

b \Vista Algebrai = [x] i ¥ Vista Grafica

® f=285.03
Punto
A=1(2140)
B = (6, 140) H 20
C=(7, 80)
D = (8, 80)
E=(9 0
F=(0, 0)
® G=(1,0
@ 4+H=(1, Zok :
€ 1=0, 70 i 60
Reeta i
® gx=1 :
Texto H 50
® textol = “Dist :
@ texto2 = “Tienm:

Poligonal | -

70

40

20

20 L 2

10

@

Ficura 5. Captura de pantalla del gréafico con zoom en el
cual la escala muestra el 1 en el eje z y el 70 en el eje y.

La estrategia previamente
descripta involucra conocimien-
tos matematicos ya que, por un
lado, para construir una recta
vertical que pasa por dos pun-
tos se tiene que identificar que
éstos tienen que tener la mis-
ma abscisa y por otro, se tienen
que interpretar las coordena-
das del punto de interseccién.

En este caso, este procedi—
miento instrumentado nos re-
sulta interesante tanto por su
valor pragmético como por su
valor epistémico.

En caso de utilizarse la he-
rramienta Punto (en lugar de
ingresarlo en la barra de entra-
da), dado que el trazado de un

punto es “a 0jo”, tal vez su abscisa no sea 1 sino algtn valor cercano. Ante esta
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situacion, una posible intervencién docente consiste en invitar a utilizar el zoom
para visualizar, apelando a la cuadricula, si ante la ampliacién la recta construida
es vertical o no. También, para fomentar la coordinacién entre los distintos re-
gistros de los puntos, se puede preguntar cémo nos damos cuenta si la recta es
vertical mirando la vista algebraica del programa.

Con respecto a la pregunta b) “;En qué momento los estudiantes se encontra-
ban a 100 km del colegio? ;Y a 80 km? ;Y a 110 km?” se podria trazar una recta
horizontal a partir de dos puntos cuyas ordenadas sean los valores indicados y
luego obtener las intersecciones de esta recta con el grafico. Por ejemplo, como se
muestra en la Figura 6, para responder la primera pregunta, se pueden marcar
dos puntos con ordenada 100 y luego con la herramienta Recta, trazar la recta que
pasa por ellos.

b Vista Algebraicad i ¥ Vista Grafica
Poligonal 2 |_||_| -
® f-285.03 :

Punto :

A= (2, 140) gg Distancia del micro al colegio (km)
B = (6, 140) : 140
C = (7, 80) :
D = (8, 80) i
E=1(9 0) i 120
E—{0r0} :

@® G =1(1.43, 100) G 1) K\ H

@_H = (6.67, 1007 : 3 ® @

® | =1Z100) 49

® K-=(6,100) :

Recta 2 an

® g y=100 ;

Texto 2

® textol = “Distar:

® texto2=“Tiemp:

60

40

20

2 4 3 g8 10 12 14
Tiempo transcurrido desde la partida (hs)

Ficura 6. Trazado de la recta horizontal y = 100 mediante dos puntos con ordenada 100.

En este caso, al utilizar la herramienta Interseccion, el software muestra dos pun-
tos de interseccién, hecho que podria invitar a la reflexion si en la resolucién en
papel solamente se identificé un s6lo momento. Aqui el valor pragmatico de este
procedimiento resulta fundamental para hallar todas las soluciones pedidas.

Para responder las preguntas de este item, otra estrategia resulta de modificar

la escala del eje y hasta que el valor en cuestién aparezca. Veamos en la Figura 7,
el caso de 110 km.
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¥ \ista Algebraice o i ¥ Vista Grafica

Poligonal (L] ] -

® f=285.03
Punto :
A = (2, 140) 3 130
B = (6, 140) :
C = (7, 80) |
D = (8, 80) 3 120
E=1(9, 0) 3
F = (0, 0) :
Texto :
® textol = "Distalié 110
® texto2 = “Tiemp:

100
50
20
70
&0
50

: 40
o 0] [»]i 4 -2 2 4 3 8

Ficura 7. Captura de pantalla donde se visualiza el valor 110 en el eje y.

La dificultad de esta estrategia radica en luego identificar cuales son los valores
de abscisa que se corresponden con 110 km.

Dado que la construccién del grafico esta hecha como una poligonal, también
anticipamos que se podria marcar un punto utilizando la herramienta Punto en
objeto sobre la poligonal y ver sus coordenadas en la Vista Algebraica. En este caso,
una estrategia podria consistir en ir deslizando el punto hasta intentar obtener
puntos con las coordenadas deseadas. En la Figura 8, se muestra cuando el punto
G tiene ordenada 110. Esta estrategia no siempre es titil porque a veces no se puede
“atrapar” el valor buscado al mover el punto sobre la poligonal.

Mas alla de que este procedimiento no tenga un alto valor pragmatico, rescata-
mos esta estrategia porque permite poner en juego la coordinacién de los distintos
registros de representacion de un punto (uno de nuestros objetivos de ensefian-
za) y ademads porque esa coordinacion se da de manera instantdnea, en tiempo
real. Es decir, no se ven fotos, sino que se van visualizando los cambios de las
coordenadas a medida que vamos moviendo el punto.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas ‘“entana Ayuda

[R] oA [ 27|

» \ista Algebraica o' i ¥ Vista Grafica
Poligonal Al @~ [a~
® f=285.03
FPunto

A= (2 140) ;

B = (6, 140) : A

C = (7, 80) i

D = (8, 80)

E ={0. 0l

F=(0, 0) : ]
® G=1(1.57, 110) : =
Taxto :
® textol = “Distanciad:
® texto2 = “Tiempo trai:

Distancia del micro al colegio (km)

120

100

80

&0

40

20

-4 -2 o 2 4 [ a8 10 1z 1
Tiempo transcurrido desde la partida (hs)

Ficura 8. Captura de pantalla donde se muestra que G tiene ordenada 110.

Luego del trabajo realizado, para finalizar la clase pensamos enfatizar que en
las dos partes de la actividad se aplicaron distintas estrategias para extraer infor-
macién de un gréfico. Los conocimientos construidos en la primera parte (lectura
de un gréafico dado en papel), como por ejemplo el trazado de rectas verticales
por un valor de abscisa hasta la intersecciéon con el grafico y luego el trazado de
una recta horizontal que contenga a ese punto de interseccién para determinar la
ordenada, se aplican y adquieren un nuevo sentido al estudiar un grafico hecho
en GeoGebra. Esto ocurre porque, en general, la selecciéon de las herramientas que
se utilizan, da cuenta de los conceptos involucrados. Es decir, varias herramientas
tienen un conocimiento matematico detras, aunque pueda ocurrir que el alumno
o la alumna no sea consciente del mismo.

Pensamos en hacer una sola puesta en comtn al finalizar todo el problema con
el objetivo de ver qué le aporta el GeoGebra a las primeras respuestas dadas vien-
do el gréfico en papel. Ademads de analizar los distintos procedimientos que po-
drian surgir en la clase, también pretendemos comparar las respuestas deducidas
de los distintos entornos.
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§4. Conclusiones

Como cierre de este articulo, queremos comentar algunas de las potencialida-
des que, a nuestro entender, tiene GeoGebra en contraposiciéon con el trabajo en
lapiz y papel. Al no encontrar bibliografia sobre actividades de lectura de graficos
en un entorno dindmico, muchas de estas ventajas las hemos ido descubriendo al
anticipar posibles estrategias de nuestros y nuestras estudiantes. En este sentido,
queremos destacar la importancia de haber realizado este anélisis a priori ya que,
ademads de permitir anticipar posibles intervenciones frente a las estrategias que
desarrollen las alumnas y los alumnos, permite al docente conocer més en pro-
fundidad el programa, ya sea, tanto sus potencialidades como sus limitaciones. Al
mismo tiempo, brinda la posibilidad de estudiar y anticipar si las posibles estra-
tegias a desplegar involucran relaciones tedricas y en caso afirmativo, identificar
las nociones que se ponen en juego, estudiar su valor pragmatico y su valor epis-
témico para decidir si serdn futuras técnicas a ser institucionalizadas. Como toda
técnica, luego se deberdn plantear problemas de ejercitacion para que las mismas
puedan ser sistematizadas.

Por otro lado, como mostramos en nuestras anticipaciones, pensamos que al
trabajar con el programa GeoGebra la cantidad de estrategias para leer informa-
cién de un grafico es mucho mayor a las disponibles en lapiz y papel. Por lo tanto,
la o el estudiante tiene un abanico mas amplio de posibilidades para arribar a una
respuesta determinada.

Ademads, una “potencia” del programa, para nosotros fundamental, es que per-
mite visualizar al mismo tiempo dos registros de un punto: la escritura como par
ordenado y su grafico. Creemos que cuanto mayor sea la cantidad de registros (de
un mismo objeto) con la cual se trabaje, mas se va a comprender al objeto en cues-
tién. A esto tltimo hay que sumarle el dinamismo del programa ya que, al mover
un punto, se visualiza instantdneamente el cambio (o no) de sus coordenadas.
Esta coordinacién en paralelo con dos registros es muy dificil (o imposible) de
abordarla en lapiz y papel.

Por ultimo, aclaramos nuevamente que tiene que haber una intencionalidad
docente detras para explotar todas las potencialidades del programa mencionadas
en los parrafos precedentes; es decir, la mera utilizacién del software no garantiza
que ocurra todo lo desplegado en este articulo.
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ESTUDIANTES EN LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS EN EDUCACION MATEMATICA

Arnulfo Fajardo Valencia y David Benitez Mojica

Resumen. Este articulo tiene como objetivo contribuir al conocimiento de las creen-
cias que tienen los estudiantes de educacién secundaria sobre las matematicas.
El andlisis se ha enfocado en dar respuesta a las siguientes preguntas: ;Desde
qué perspectivas tedricas entendemos los problemas de matemaéticas?; ;Cudl es
el concepto de creencia en el marco de la educacién matemaética?; ;Cudles son
las creencias mas comunes que tienen los estudiantes de secundaria sobre la re-
solucién de problemas?; ;Cémo inciden algunas creencias de los estudiantes en
la resolucién de problemas de matematicas? Identificamos a partir de la literatu-
ra, algunas creencias personales e idiosincréaticas que pueden incidir en la forma
como los estudiantes reaccionan frente al aprendizaje de las matematicas y deter-
minan la manera en que abordan la solucién de un problema. Concluimos que los
maestros deben generar estrategias que permitan identificar las creencias que tie-
nen los estudiantes sobre las matematicas, reforzar las que inciden positivamente
y transformar las que sean necesarias para favorecer el analisis y la resolucién de
problemas.

Palabras clave: Creencias, Resolucién de problemas, Educacién Matematica.
Keywords: Beliefs, Problem Solving, Mathematics Education.
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Asstracrt. This article aims to contribute to the knowledge of the beliefs that sec-
ondary school students have about mathematics. The analysis has focused on
providing answers to the following questions: From what theoretical perspec-
tives do we understand mathematical problems; what is the concept of belief in
the framework of mathematics education; what are the most common beliefs that
secondary school students have about problem solving; how do some of the stu-
dents’ beliefs influence the resolution of mathematical problems? From the lit-
erature, we identified some personal and idiosyncratic beliefs that can influence
the way students react to mathematical learning and determine the ways they
approach the solution of a problem. We conclude that teachers should generate
strategies that identify the beliefs that students have about mathematics, reinforce
those that have a positive impact and transform those that are necessary to favour
the analysis and resolution of problems.

§1. Introducciéon

Se identifica la resolucién de problemas como una actividad importante para
el aprendizaje de las matematicas (Schoenfeld, 1992; Trigo, 1997; Ministerio de
Educacién Nacional, 2003; NCTM, 2000; Benitez, 2006; English & Sriraman, 2010).

También se reconoce a la resolucién de problemas como un proceso central
que dinamiza las matematicas. Halmos (Halmos, 1980) plantea que aquellos que
creen que el corazén de las matematicas consiste en los problemas no estan nece-
sariamente equivocados; (Kleiner, 1986) sugiere que algunos conceptos y teorias
abstractas nacen a menudo de dar solucién a problemas especificos; (Santos-Trigo,
2019) reconoce que hay rastros de actividades de resoluciéon de problemas mate-
maticos a lo largo de la historia de las matematicas y la civilizacién humana.

En diferentes trabajos podemos encontrar definiciones y significados diferen-
ciados acerca de lo que en el presente trabajo entendemos por problema.

Por ejemplo, (Polya, 1962) considera que “tener un problema significa buscar de
forma consciente una accién apropiada para lograr un objetivo claramente conce-
bido, pero no alcanzable de forma inmediata.” (p. 117). En esta direccién, Polya
considera que un problema no puede ser resuelto de manera inmediata, para su
solucion se debe activar un proceso de bisqueda de conocimientos y de heuristi-
cas que puedan resultar de utilidad para lograr el objetivo. Esta concepcién impli-
ca que el concepto de problema es relativo al sujeto, esto es, lo que para un sujeto
puede ser un problema, para otra persona puede ser un sencillo ejercicio.

Desde esta misma perspectiva, un problema es “una situacioén en la que se pide
a un individuo realizar una tarea para la que no tiene un algoritmo facilmente ac-

cesible que determine completamente el método de solucién.” (Charles & Lester,
1982, 5).
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Segun (Puig, 1996), el proceso de resolucién de problemas se entiende como
la actividad mental y manifiesta que desarrolla el resolutor desde el momento en
que, presentandosele un problema, asume que lo que tiene delante es un problema
y quiere resolverlo, hasta que da por acabada la tarea.

Segun (Schrock, 2000) hay tres criterios que un problema debe cumplir: (1) el
estudiante debe aceptar que estara implicado en el problema; (2) debe tener cier-
to grado de obstruccién y no poseer un método para solucionar de inmediato el
problema y (3) debe explorar activamente el problema en busca de una solucién.

Estos argumentos sustentan el impulso que se viene dando en las tltimas dé-
cadas a la propuesta de ensefiar matematicas a través del método de resolver pro-
blemas. Este método se apoya en el problema como el punto de partida para el
aprendizaje y el proceso de resolucién se convierte en el camino que permite la
construccion del conocimiento matemaético. En palabras de (Onuchic, 1999), la en-
seflanza de las matematicas a través de la resolucién de problemas difiere de los
enfoques que privilegian las reglas sobre el “cémo”, abandonando de cierta ma-
nera el dominio de los procedimientos algoritmicos o la adquisicién de conoci-
mientos a través de la rutina o el ejercicio mental.

Dentro de este marco, se han realizado estudios de investigaciéon enfocados en
la educacién basica (primaria y secundaria) que evidencian la vigencia de la reso-
lucién de problemas y la preocupacién por identificar elementos didécticos que
puedan fortalecer a los estudiantes en el desarrollo de habilidades para plantear,
definir y solucionar problemas (Jones & Inglis, 2015; Lee, 2016; Reiss & Torner,
2007; Sumirattana, Makanong, & Thipkong, 2017; Yuanita, Zulnaidi, & Zakaria,
2018).

En esta linea (Bingolbali & Bingolbali, 2019), por ejemplo, reportan una inves-
tigacion que explora cémo se aborda la resolucién de problemas desde dos libros
de texto de matematicas de sexto grado en Turquia; realizan una comparacién
con los enfoques que se le da a la ensefianza de los problemas desde el plan de
estudios. Los libros se analizan desde tres enfoques de ensefianza: “para, sobre
y mediante” la resolucién de problemas. El estudio mostré que ninguno de los
libros fue guiado por un enfoque especifico de los planteados para la ensefianza,
los investigadores concluyeron que siendo el libro de texto un elemento esencial
de guia para algunos maestros, se corre el riesgo de que estos no sigan ningtn en-
foque de resolucién de problemas en la préactica, lo que podria afectar la calidad
de la instruccién sobre el tema.

(Yuanita et al., 2018) reportan un estudio que busca identificar el papel de la
representacion matematica como mediador entre las creencias y la resolucién de
problemas en estudiantes de secundaria, utilizando el enfoque de la educacién
matemadtica realista como un marco para resolver y proponer problemas que se
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basan en rutinas diarias y situaciones suficientemente conocidas por los estudian-
tes. Los resultados del estudio muestran que el uso de este enfoque aumenta la
confianza de los estudiantes al abordar la solucién de problemas de aritmética y
motiva a los estudiantes para proponer sus propias ideas frente a situaciones o
experiencias de la vida real.

(Eisenmann, Novotna, Ptibyl, & Bfehovsky, 2015) realizaron un estudio con j6-
venes entre los 12 y 18 afios de edad, en el que se exploré el uso de estrategias heu-
risticas para la resolucién de problemas; el estudio tuvo como fin desarrollar una
herramienta que permitiera describir la capacidad de un estudiante para resolver
problemas. El instrumento fue denominado cultura de resolucién de problemas
(CPS) y se fundament6 en cuatro elementos de andlisis: inteligencia, compren-
sién del texto, creatividad y capacidad de utilizar el conocimiento existente. Los
resultados de la investigacion muestran que cuando los estudiantes hacen uso de
estrategias heuristicas tales como experimentacién sistemdtica, analogias, trabajo
al revés, asi como especificacion y generalizacién, son mas exitosos al resolver pro-
blemas. Los investigadores recomiendan que, si se va a ensefiar a los estudiantes
el uso de algunas estrategias heuristicas, debe ser a través de un ntimero signifi-
cativamente alto de problemas.

Otros investigadores han fundamentado sus estudios en la propuesta de (Polya,
1945), tomando como referente las cuatro etapas que deben implementarse para
la resolucién de un problema matematico: a) entender el problema, b) disefiar un
plan, c) llevar a cabo el plan, y d) mirar hacia atrés.

(Tjoe, 2019) por ejemplo centra su estudio en el cuarto paso del enfoque de Pol-
ya, “mirar hacia atrds” , plantea que el realizar el anélisis retrospectivo de como se
resolvié un problema, permite al estudiante identificar otros métodos de solucién
del mismo problema, el estudio advierte que la préctica de “mirar hacia atrds” no
se ha integrado de manera efectiva en la instruccién en el aula por lo que propo-
ne que se pueden considerar otros estudios que examinen un marco pedagogico,
que integre la necesidad de resolver problemas utilizando diferentes métodos de
solucién.

(Albarracin & Gorgorio, 2014) realizan un trabajo de investigacién, centrado es-
pecificamente en la etapa del modelo de Polya “disefiar un plan”. El estudio est4
enfocado enlos planes y esquemas destinados a resolver problemas disefiados por
estudiantes de 12 a 16 afios. Se busca resolver problemas de Fermi que involucran
grandes ntimeros, los autores argumentan que algunas de las ideas principales
que caracterizan este tipo de problema, son la posibilidad de dividirse en pro-
blemas mas pequefios para resolverlos por separado y por medio de una estima-
cién numérica, se caracterizan ademads porque no presentan toda la informacién
que seria necesaria para solucionarlos y son ideales para llevar a los estudiantes
a disefiar un plan para resolverlos. Los resultados muestran que estudiantes de
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diferentes edades, sin experiencia alguna en abordar este tipo de problemas son
capaces de crear esquemas que incluyen estrategias matematicas adecuadas para
resolver los problemas presentados.

(Hensberry & Jacobbe, 2012) presentan los resultados de un estudio realizado
con nifios entre los cinco y once afios. Intentan aumentar las habilidades de re-
solucién de problemas de los estudiantes al hacerles seguir las fases de Polya y
llevar un diario del proceso. Estos resultados indican que llevar a los estudiantes
a escribir un diario siguiendo todos los pasos del modelo de Polya, puede condu-
cir a estrategias de solucién maés ricas y, por lo tanto, aumentar la capacidad de
los nifios para resolver problemas.

Otros investigadores realizan estudios aproximédndose més al enfoque de Alan
Schoenfeld; reconociendo que sus propuestas tienen fuertes raices en los argu-
mentos de Polya. (Schoenfeld, 1985) establece cuatro categorias para enfocar la
resolucién de problemas, a saber: los recursos, estrategias cognitivas, estrategias
metacognitivas y el sistema de creencias. Los recursos centrados en los conoci-
mientos especificos de matematicas con los que cuenta un estudiante y que pue-
den ser utilizados al abordar la resolucién de un problema, las estrategias cogni-
tivas definidas como las maneras, técnicas o estrategias implementadas para en-
contrar caminos de solucién a un problema; las estrategias metacognitivas estan
compuestas por actividades de control asumidas por los individuos para monito-
rear y autoevaluar la resolucién de un problema, con el propdsito de entender el
enunciado del problema, revisar los recursos y los caminos de solucién seleccio-
nados, monitorear los cédlculos, revisar si lo encontrado es solucién de problema
y si existen alternativas de solucién. Sobre el sistema de creencias se hard una
reflexién a continuacion.

§2. Sobre creencias

(Schoenfeld, 1985) reporta que una dimensién importante en el proceso de re-
solucion de problemas lo constituye el sistema de creencias. En este sentido, todo
lo que una persona piense acerca de las matematicas, o de una parte de ella, deter-
mina la forma como selecciona recursos y estrategias para resolver un problema.
Una idea importante en esta direccion, es que existe una estricta relacién entre las
creencias que los estudiantes tienen sobre las matemaéticas y su legado cultural.

En afios recientes hay un interés creciente sobre las creencias, principalmente
en investigaciones sobre resolucién de problemas en los niveles de la escuela pri-
maria y en la educacién secundaria. Entre otros (Papadopoulos, 2015) presenta un
estudio que busca determinar si las mismas creencias influyen en el rendimien-
to de los estudiantes de la misma manera, en los diferentes niveles educativos
(primaria, secundaria y universidad). El estudio se realiz6 a partir de la tarea de
resolver un problema escogido por su potencialidad para plantearlo a estudiantes

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 35 N° 3 — 2020



26  Arnulfo Fajardo Valencia y David Benitez Mojica

sin rango de edades, en el que se pueden aplicar diferentes niveles de razonamien-
to para resolverlo. Los resultados muestran que en la escuela primaria el impacto
positivo de las creencias deja espacio para que los estudiantes empleen el razona-
miento creativo durante la resolucién de problemas no rutinarios, mientras que
los estudiantes de educacién secundaria y universitaria buscan principalmente
estrategias algoritmicas y conexiones con las matematicas formales para resolver
tales tareas, los estudiantes de primaria se desempefien casi con la misma tasa de
éxito que los estudiantes mayores en los mismos problemas, lo que significa que
las mismas creencias son menos determinantes para los estudiantes mas jovenes.

(Stylianides & Stylianides, 2014) reportan una investigacion en dénde se busca
dar respuesta a la pregunta: ;es posible desarrollar intervenciones de corta dura-
cién en las aulas de matematicas que tengan un impacto en las creencias especifi-
cas de resolucién de problemas de los estudiantes? La investigacion concluy6 que
las intervenciones de corta duracién en el aula pueden impactar positivamente
aspectos afectivos y cognitivos de los estudiantes, es decir que pueden incidir en
la transformacién de las creencias frente a la resolucién de problemas.

(M. L. Callejo & Vila, 2009) presentan un estudio que busca obtener una mejor
comprensién del papel de los sistemas de creencias en la fase de aproximaciéon a
la resolucién de problemas matematicos, de estudiantes de primer afio de educa-
cién secundaria que se destacan por su buen rendimiento escolar. La investigacion
se centrd en el analisis de dos estudios de caso, en el que se tuvieron en cuenta
tres tipos de datos: las respuestas a una prueba de problemas, las respuestas a un
cuestionario de creencias, y la actividad de resolucién de problemas. El estudio
arrojo, que es necesario abordar los sistemas de creencias de un estudiante y no
sOlo sus creencias especificas, para interpretar su comportamiento frente a la re-
solucién de problemas. Los investigadores plantean que existe una relacién com-
pleja y observable entre los sistemas de creencias y los enfoques de los estudiantes
para resolver problemas, aunque no se evidencian relaciones de causalidad entre
creencias especificas y actividades de resolucién de problemas.

Muy probablemente una de las razones que ha motivado la investigacién sobre
la identificacion, el andlisis y la transformacién de las creencias de los estudiantes
en el aprendizaje de las mateméticas, radica en dar solucién a las dificultades que
se evidenciaron después de abordar la resoluciéon de problemas matemaéticos s6lo
desde elementos de tipo cognitivo (Galende, Rojo, & Arrivillaga, 2019; Pongsakdi
et al., 2019). En los dltimos cuarenta afios el estudio de las creencias ha sido re-
conocido en el campo investigativo como un componente central en el dominio
afectivo y aunque no se ha llegado a un acuerdo en el campo de la educacién ma-
tematica sobre el concepto de creencia, en lo que si coinciden un buen ndmero
de investigadores es en la dificultad para definir dicho término (McDonough &
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Sullivan, 2014; M. L. Callejo & Vila, 2009; Stylianides & Stylianides, 2014; Lemus,
M., & Ursini, 2016).

Desde la mirada de (Schoenfeld, 1992), las creencias acerca de las matemati-
cas son la perspectiva desde la cual cada persona se acerca al mundo matema-
tico y pueden determinar la forma, los procedimientos, el tiempo e intensidad
del esfuerzo con que abordara un problema dado. Un aspecto que sefiala también

Schoenfeld es que las creencias se abstraen de las propias experiencias y de la cul-
tura en la que uno estd inmerso, y recalca que los estudiantes construyen sus creen-
cias sobre las matematicas formales, su sentido de la disciplina, en gran medida
de las experiencias vividas en el aula. Asi mismo las creencias de los estudian-
tes configuran su comportamiento de manera que tiene consecuencias poderosas
y a menudo negativas. (Pajares, 1992) considera que las creencias son verdades
personales, derivadas de la experiencia o de la fantasia, centradas en componen-
tes afectivos y valorativos. (M. Callejo & Vila, 2003), admiten las creencias como
un tipo de conocimiento subjetivo referido a un contenido concreto, sobre el cual
versan; plantean ademas que, aunque tienen un alto grado de estabilidad pueden
evolucionar gracias a la confrontacién con experiencias que las pueden desesta-
bilizar. (Lemus, M., & Ursini, 2016) consideran que las creencias son el conjunto
de perspectivas que una persona tiene acerca de las matemaéticas y su aprendiza-
je, y propician u obstaculizan el desarrollo de las competencias en esta drea del
conocimiento.

Por otra parte, los investigadores coinciden en que las creencias no son inde-
pendientes entre si; por consiguiente, existen grupos que configuran sistemas de
creencias, aunque como lo plantea (Stylianides & Stylianides, 2014) no hay con-
senso en la literatura sobre una definicién de "sistemas de creencias.® sobre cémo
se organizan las creencias en esos sistemas.

Particularmente, consideramos que una creencia en educacién matematica es
un tipo de conocimiento subjetivo, que se adquiere a partir de experiencias posi-
tivas o negativas vividas en los procesos de formacién individual y colectiva, es
decir que estéd fuertemente mediado por los sentimientos y las emociones de las
personas y por lo tanto son esencialmente construcciones personales y sociales
, que pueden definir cémo un individuo abordara el tratamiento y la resolucién
de un problema matematico, entendiendo asi que cada persona podré verlo de
manera diferente.

Asumiendo las creencias como una construccién individual y el conocimiento
como una construccion social, se considera que las creencias pueden ser persona-
les e idiosincréticas. (McDonough & Sullivan, 2014) por ejemplo, argumentan que
hablar, escuchar, y hacer preguntas a los estudiantes, puede ayudar a los maestros
a conocer no solo sus creencias, si no sus sentimientos, comprensiones, experien-
cias e intereses, lo que permite a los educadores entender mejor a los estudiantes
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individualmente. Los autores resaltan que las voces individuales de los estudian-
tes son importantes, y que la homogenizacién de la voz del estudiante es una de
las formas en que las perspectivas del estudiante son marginadas, algunas vo-
ces son més escuchadas y estas no necesariamente representan la diversidad de
voces de sus compafieros. Se asume la complejidad de utilizar variedad de proce-
dimientos con todos los estudiantes de un grupo, sin embargo, en aquellos casos
particulares de estudiantes con dificultades, realizar entrevistas que permitan a
los maestros hablar con ellos, escucharlos y hacerles preguntas, posibilita identi-
ficar si existe una disposicién emocional negativa o una visioén distorsionada de
las matematicas que debe ser modificada en el estudiante de manera individual y
no en el grupo en general, ya que las creencias son construcciones personales.

Por su parte (Martinez Padrén, 2013) plantea que las creencias sélo son posi-
bles en el &mbito de la razén, por ello constituyen un elemento de conocimiento,
entendiendo el conocimiento como una construccién social. Asi mismo, concluye
que las creencias son inducidas socialmente y son construcciones que el sujeto va
elaborando en su proceso de formacién para entender su mundo. Las creencias
pueden ser configuradas, transformadas, reforzadas u eliminadas a partir de lo
que vive cada individuo.

Entre las creencias mas comunes frente a la educaciéon matematica encontramos
entre otras: la matemaética es una actividad dificil y aburrida (Martinez Padrén,
2008; Gémez Chacon, 2003); la matemaética es una actividad solitaria, realizada
por individuos de forma aislada, solo hay una forma correcta de resolver cualquier
problema matematico, las matematicas que se aprenden en la escuela tienen poco
o nada que ver con el mundo real (Schoenfeld, 1992).

Ante este tipo de planteamientos, algunos investigadores coinciden en que las
creencias de los estudiantes pueden afectar la motivacion, el interés y el gusto
por el aprendizaje de las matematicas (Erazo-Hurtado & Aldana-Bermudez, 2015;
Papadopoulos, 2015; Martinez Padrén, 2013) y que esta afectaciéon puede darse en
sentido negativo o positivo frente a la manera como se aborda la ensefianza en
esta area del conocimiento.

En esta misma linea, estamos de acuerdo con quienes plantean que las creen-
cias que tienen los estudiantes frente a las matematicas inciden en la forma en
como ellos mismos se ven frente al aprendizaje en esta drea, ya sea generando
sentimientos de motivacion e interés en sentido positivo o de desinterés y angus-
tia en sentido negativo. Las experiencias de aprendizaje en las clases, contribuyen
a la elaboracién de sus creencias sobre las matematicas y determinan elementos
centrales en la auto valoracién que realiza el estudiante frente a su capacidad pa-
ra resolver tareas y asumir situaciones cotidianas que impliquen el pensamiento
matematico.
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§3. Las creencias y la resolucién de problemas

Frente a la resolucién de problemas existe la creencia de que un problema de
matematicas puede resolverse facilmente y en corto tiempo (Prendergast et al,,
2018; Schoenfeld, 1988, 1992) considera que el origen de este tipo de creencia esta
relacionado con el disefio de las tareas que el profesor propone en el aula. Durante
su investigacion observé que los estudiantes no se enfrentaban a tareas matema-
ticas que pudieran considerarse “problemas”, lo que los estudiantes trabajaban
eran particularmente ejercicios, siendo una de las preocupaciones de los maes-
tros que los estudiantes realizaran el mayor ntimero posible en un corto periodo
de tiempo. Cuando este tipo de précticas se repite, es posible que los estudiantes
terminen considerando que un problema de matemaéticas no tomard més de unos
minutos para ser resuelto.

Esta idea ha sido reforzada por algunos profesores en las aulas de clase con
argumentos tales como: “quién termine primero obtendrd la mejor calificaciéon”;
“los mejores estudiantes resuelven rdpidamente un problema”, etc. Desconocien-
do que son muchos los ejemplos que podemos encontrar, en donde problemas
matematicos planteados en la antigiiedad han sido resueltos siglos después, o han
servido de plataforma para el desarrollo de teorias matematicas modernas. Po-
driamos mencionar entre otros: los problemas griegos de construccién con regla
y compas, el altimo teorema de Fermat, la conjetura de Goldbach, lo que contra-
dice contundentemente ese tipo de afirmaciones. Sin embargo, la creencia de que
pueden resolverse problemas facilmente y en corto tiempo puede llevar a un estu-
diante a abandonar facilmente su trabajo, pues su motivacion puede verse afecta-
da al dedicarle un corto tiempo al anélisis de un problema y no poder resolverlo.

Asi mismo, cuando se refuerza la creencia de que todos los problemas de ma-
temadticas se resuelven a través de célculos, operaciones y algoritmos (M. Callejo
& Vila, 2003; Stylianides & Stylianides, 2014; Jader, Sidenvall, & Sumpter, 2017;
Prendergast et al., 2018), se puede generar la idea errénea, en los estudiantes, de
que todo el conocimiento matemaético se limita al dominio aritmético o al enfoque
deterministico. Este tipo de creencia puede originarse a partir de que tanto en la
educacién formal como en otro tipo de escenarios, no se han tenido en cuenta otros
aspectos de la matemaética tales como lo estético y lo ladico. Como lo argumentan
(M. Callejo & Vila, 2003), se ha olvidado su dimensién histérica y humana, sus
aportes a otras ciencias y por ende al desarrollo de la humanidad. En la misma
linea de (Schoenfeld, 1992) estos autores afirman que las creencias se van mode-
lando seguin el tipo de actividades que se proponen en las clases, por lo tanto, si las
tareas que proponen los profesores estdn centradas en ejercicios repetitivos, cuya
respuesta se obtiene exclusivamente a través de calculos matemaéticos, es posible
que se fortalezca esta creencia en los estudiantes, (Garofalo, 1989) argumenta que
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esta creencia influye en los estudiantes al abordar las tareas de manera mecanica,
déndole poca importancia a la comprension del pensamiento matemaético.

Cuando se refuerza la creencia de que para aprender matematicas existe una
tinica forma de abordar y solucionar un problema y es la que el profesor ha ex-
plicado en clase, es probable que los estudiantes no estén dispuestos en el fu-
turo a realizar trabajos colaborativos, ni a trabajar en proyectos o a hacer par-
te de discusiones grupales sobre mateméticas. Asi mismo, como lo argumentan
(McDonough & Sullivan, 2014), si los nifios ven el aprendizaje como un proceso
activo en el que tienen un papel constructivo, estardn dispuestos a correr riesgos
en su aprendizaje y participar en las discusiones.

Algunas creencias idiosincraticas, que pueden incidir en la manera como los es-
tudiantes abordan la resolucién de un problema son las que plantean que no todas
las personas pueden resolver problemas. De acuerdo con (Martinez Padrén, 2013),
se consideran creencias idiosincraticas porque provienen de diversas fuentes tales
como las tradiciones, el sentido comun, las costumbres sociales y las experiencias
vividas; se asumen como verdades indiscutibles aunque no estén basadas en re-
sultados cientificos. Algunas de estas creencias son: Sélo los genios son capaces de
descubrir o crear matemaéticas (Schoenfeld, 1985), las mateméticas son para gente
creativa; el resto s6lo intenta aprender lo que se le trasmite (Garofalo, 1989), los
alumnos que entienden matematicas son capaces de resolver cualquier problema
(Schoenfeld, 1992).

(M. Callejo & Vila, 2004) plantean que este tipo de creencias generan una sepa-
racion entre quienes son capaces de resolver problemas y quienes no, potenciando
actitudes de confianza en sus propias capacidades y como consecuencia motiva-
cién para enfrentar problemas o, todo lo contrario. (Garofalo, 1989) manifiesta
que los estudiantes que sostienen estas creencias no podran imaginarse haciendo
o produciendo matematicas por su cuenta y se convertirdn en reproductores de
las matematicas de otras personas.

§4. A manera de conclusion

Los profesores de matematicas reconocemos desde nuestra experiencia, que es
factible que las relaciones con los estudiantes terminan siendo el reflejo de lo que
ellos sienten y creen sobre la asignatura. Si bien algunos terminan admirando y
apreciando al maestro, al menos uno de nuestros estudiantes terminard con el
deseo de no volver a saber nada sobre la materia. En algunos casos, podemos
encontrar estudiantes que aprecian y reconocen el esfuerzo de sus maestros, pero
al terminar sus ciclos de formacién en el area no han adquirido un conocimiento
especifico del contenido que les permita potenciar las habilidades para abordar la
resolucién de un problema.
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Como lo plantean (Martinez-Padrén, Contarino, & Avila, 2015), una tarea del
profesor de matematicas es entender y asumir que el mal desempefio de los estu-
diantes en la asignatura, no siempre es achacable a su apatia o falta de compro-
miso, pudiendo deberse a situaciones de aversién o miedo de no poder satisfacer
lo exigido por quien le ensefia.

Lo que se busca al indagar sobre las creencias de los estudiantes es generar es-
trategias que permitan que tanto la ensefianza como el aprendizaje sean mas efec-
tivos. La investigacion sobre identificacién de creencias no tendrd mucho valor si
no se generan estrategias que ayuden a los estudiantes a superar las creencias me-
nos positivas ante el aprendizaje de las matematicas y la resolucién de problemas
particularmente. Algunos investigadores han reportado avances en esta linea. Por
ejemplo, (Wang, Zhang, & Cai, 2019) presentan un estudio que busca examinar
las relaciones entre las creencias matemaéticas de los estudiantes de secundaria
con los elogios de los maestros, asi como las percepciones de los estudiantes so-
bre sus propios logros en las clases de matematicas. Los resultados muestran que,
la estrategia de los elogios de los maestros hacia los estudiantes incide positiva-
mente en las creencias relacionadas con el aprendizaje de las matemaéticas y en la
obtencién de los logros en la asignatura. (Markovits & Forgasz, 2017) exploraron
las creencias de los estudiantes de primaria sobre las matematicas y sobre ellos
mismos como aprendices de matematicas a través de una “metéfora animal”. Los
investigadores propusieron a los estudiantes dar respuesta a la pregunta ;Qué
animal crees que son las matemaéticas? El estudio arrojé informacién que permite
a los docentes observar algunas diferencias importantes entre las creencias de las
nifias y los nifios. La mayoria de las nifias consideraron que las matematicas son
para personas inteligentes, mientras que los nifios muestran un mayor ntimero de
opiniones negativas sobre las matematicas. De igual manera, se observé que las
nifias son mds sensibles que los nifios frente a los desafios que enfrentan los estu-
diantes en las clases de matematicas. En este estudio se resalta la estrategia del uso
de metéforas para revelar las creencias de los estudiantes hacia las matematicas.
(Pongsakdi et al., 2019) investigaron sobre el papel que tienen las creencias y las
variables motivacionales en la mejora de la resolucién de problemas de palabras
(word problems), con estudiantes de cuarto y sexto grado. El estudio concluyé
que utilizar el programa de enriquecimiento de palabras en la ensefianza de las
matemadticas, impacta positivamente tanto en el desempefio de los estudiantes,
como en sus creencias acerca de la naturaleza de la resolucién de problemas.

En los udltimos afios se han incrementado los estudios de investigacién sobre
el uso de software dindmico en la resolucién de problemas. Como lo presentan
(Olsson & Granberg, 2019) el software dindmico facilita visualizar las relaciones
entre representaciones, permite ofrecer comentarios sobre las acciones de los es-
tudiantes y proporciona multiples variaciones, es decir que es beneficioso para
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el aprendizaje de las matemaéticas. (Fiallo Leal, ].E. & Gutiérrez Rodriguez, 2007),
por su parte, plantean que las nuevas tecnologias ofrecen herramientas para la
ensefianza que contribuyen a que los estudiantes, a través de ellas, pongan en jue-
go sus ideas, exploren, analicen, tomen datos y pongan a prueba sus conjeturas.
Estos conceptos tienen particular validez cuando de abordar resolucién de pro-
blemas se trata y unidos a la motivacion que genera en los estudiantes el uso de
dispositivos electrénicos, consideramos que el uso de software dindmico en los
procesos de ensefianza puede facilitar la transformacién de algunas creencias que
los estudiantes poseen sobre dominios especificos de la educacién matemaética.

El trabajo que presentamos aqui, es parte de un proyecto mas amplio, donde
se identificardn el sistema de creencias de los estudiantes de educacién bésica, a
partir de ellos se disefiardn actividades de aprendizaje con apoyo de tecnologia,
para movilizarlas hacia el desarrollo del pensamiento estocdstico. De esta mane-
ra, se reconoce que el conocimiento del sistema de creencias, se constituye en la
linea base sobre la cual el profesor parte para el disefio de tareas para mejorar el
desempefio de sus estudiantes.
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éSClbiClS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

hay una prueba muy bonita del Teorema del Coseno utilizando areas?

Comenzamos recordando el Teorema de Pitagoras, que dice que en todo trian-
gulo rectangulo de hipotenusa c y catetos a y b se tiene que

A =a®+ v

El “Teorema del Coseno” es una generalizacion de éste a cualquier triangulo de
lados a,by ¢y asegura que

¢ = a® + b* — 2abcos(7)

donde v es el angulo opuesto a c. Observar que si vy es recto, cos(y) = cos(5) =0
y se recupera el Teorema de Pitagoras. En la figura de abajo, si el punto C se
acerca al M4, el triangulo tiende a ser rectangulo y el coseno de v tiende a O.

Consideremos un triangulo acutan-
gulo AABC' y tracemos la altura hy = A
AM 4 correspondiente a la base BC'. Si
llamamos «, § y v a los angulos inte-
riores al triangulo correspondientes a
los vértices A, B y C respectivamen-
te, obtenemos (usando que “coseno es
cateto adyacente sobre hipotenusa”)

@-----mmmmmmmmmmeo -

BM
cos(B) = —=2.

My B My C
cos(y) = T

De igual modo, si trazamos las otras dos alturas hg = BMp y h¢ = CM¢
obtenemos las siguientes igualdades.

Considerando la altura hp:

A AMp
cos(a) = ,
AB
cos(y) = CiMB'
e

y considerando la altura h¢:

)

\
@-----mm Moo

c BM
COS(B) - Bic ’
cos(a) Mc

o) = .

B M4 C AC
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Con estas notaciones, el teorema que queremos probar se lee
BC® =AB° +AC" — 2 x AB x AC x cos(a).

Ahora, tal como suele hacerse en las clasicas demostraciones del Teorema de
Pitagoras, dibujamos cuadrados exteriores sobre los lados del triangulo.

b
\
\
A}
A}

(—-o

2 N\,
’
’
’
\ ’
N’
2’
P
VRS

Resulta que los rectangulos del mismo color jtienen la misma area! Por ejem-
plo, el area del rectangulo amarillo de lado AM¢ es

AB x AM¢ = AB x AC x cos(a)
mientras que el area del rectangulo amarillo de lado AMp es
AC x AMp = AC x AB x cos(a).

Llamaremos A(R,) a esta area. De manera analoga se ve que los rectangulos
violetas tienen igual area A(R,) y que los rectangulos celestes también tienen
igual area A(R.).
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Ya estamos listos para la demostracion del Teorema del Coseno, la cual sale
comparando areas de rectangulos. Tenemos:

BC” = A(R,) + A(R.)
= (AB” - A(R,)) + (AC” - A(R,))
=AB" +AC” - 2 x A(R,)
—AB’ + AC” — 2 x AB x AC x cos(a).

La demostracion que hicimos fue realizada sobre un triangulo acutangulo,
dejamos a cargo del lector hacer las modificaciones necesarias para obtener una
demostracion analoga para triangulos obtusangulos.

Los griegos no usaban explicitamente senos y cosenos. Sin embargo, un resultado similar
al Teorema del Coseno se encuentra en la Proposicion 12 de los Elementos de Euclides. En
el siglo XV, el matematico y astronomo persa Jamshid al-Kashi (ca. 1380 - 22/6/1429), di6
la primer version explicita del teorema en una forma mas trigonométrica. El teorema fue
popularizado en occidente por el matematico francés Francois Viéte (1540 — 23/2/1603)
en el siglo XVI. En Francia aun suele referirse al Teorema del Coseno como el Teorema de
al-Kashi. A comienzos del siglo XIX el teorema tomoé su forma actual.
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EXTENSIONES DE LOS
TEOREMAS DEL VALOR MEDIO
DEL ANALISIS DE UNA VARIABLE

Ginés R. Pérez Teruel

REsUMEN. En este trabajo los teoremas del valor medio de Lagrange y Cauchy para fun-
ciones reales de variable real son extendidos, incluyendo el caso de la funcién compuesta.
Para ello se sigue un razonamiento inductivo, partiendo de la exploracién de casos parti-
culares hasta llegar a una expresién general, procediendo por tanto de lo particular a lo
general. El contenido del trabajo puede ser de utilidad para docentes de Matematica como

material complementario y de ampliacién en sus clases.

ABSTRACT. In this work Lagrange’s and Cauchy’s mean value theorems for real valued
functions are extended, including the case of the composed function. For this purpose,
we follow an inductive reasoning, starting from the exploration of some particular cases
until obtaining a general expression, therefore we move from the particular to the general.
The content of the work may be useful for math teachers as complementary and additional

material for their lectures

§1. Introducciéon

Los teoremas del valor medio de Lagrange y de Cauchy son dos bésicos teoremas
del cdlculo diferencial que todo estudiante del tltimo curso de instituto o de pri-
mer afio universitario deberia conocer bien. Dichos teoremas pueden demostrarse
usando el teorema de Rolle, otro teorema clésico que recientemente ha tenido
un inusitado protagonismo en los medios de comunicacién espafioles a tenor de
su aparicién en un polémico examen de Matematica de la Prueba de Acceso a
la Universidad (PAU) de 2019 en la Comunidad Valenciana (Borreguero, 2019; la
Torre, 2019) .

Palabras clave: teorema de Rolle, teoremas del valor medio, funciones de una variable.
Keywords: Rolle’s theorem, mean value theorems, functions of one variable.
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A pesar de ser un teorema bastante intuitivo y elemental, el hecho de que llevara
varios afos sin aparecer en la PAU hizo creer a muchos docentes que su ensefianza
podia omitirse en clase, aunque este teorema se incluya en los curriculos espafioles
de segundo de Bachillerato de manera explicita y su omisién, por tanto, resulte
dificil de justificar (Molins y Bautista, 2019). Conviene aclarar a todos nuestros
lectores que el segundo curso del Bachillerato espafiol equivale al tltimo curso de
la Educacién Secundaria en el sistema educativo argentino.

En este trabajo, mostraremos la riqueza del teorema de Rolle, y lo usaremos
para extender y generalizar los teoremas del valor medio de Lagrange y Cauchy
al caso de la funcién compuesta, que ilustraremos mediante algunos ejemplos
sencillos. Ademas, Rolle también nos servird para derivar otro teorema analogo a
los teoremas del valor medio para una funcién construida como el producto de
otras dos funciones, y en el que, como veremos, aparece explicitamente la media
aritmética de los valores que estas funciones toman en los extremos de un intervalo.

Desde un punto de vista didéctico, el contenido de este trabajo puede ser utiliza-
do por docentes de Matematica como material complementario de ampliacién en
sus clases, dado que las demostraciones y razonamientos presentados aqui pueden
ser asimilados sin problemas por estudiantes que hayan superado con éxito un
primer curso introductorio de analisis.

§2. Conceptos previos: el teorema de Rolle y los
teoremas del valor medio de Lagrange y de Cauchy

En 1691, el matematico francés Michel Rolle (1652-1719) demostré que si f es
una funcién continua que vale lo mismo en los extremos de un intervalo, entonces
existe al menos un punto del interior del intervalo donde la derivada de la funcién
se anula. En términos més precisos, si f es una funcién continua definida sobre un
intervalo cerrado [a, b] y derivable sobre el abierto (a, b), entonces existe al menos
un punto c perteneciente al intervalo (a, b) tal que

f'(e)=0.

Las demostraciones modernas de este teorema hacen uso del teorema de Weiers-
trass, que mencionamos pero no escribiremos aqui.

El hecho de que una curva tome el mismo valor en los extremos de un intervalo
implique necesariamente que en el interior del mismo exista algtin punto donde la
tangente a la curva sea horizontal, ya era conocido mucho antes del calculo dife-
rencial y de Michel Rolle, pues se atribuye al matematico indio Bashkara Acharia
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(1114-1185) una temprana version de este teorema.

Una de las aplicaciones habituales del teorema de Rolle es la demostracién de
los teoremas del valor medio (Lagrange y Cauchy), por medio de la construccién
de funciones auxiliares que sean continuas y tomen el mismo valor en los extre-
mos de un intervalo determinado. Puesto que vamos a necesitarlo en lo sucesivo,
enunciemos ahora brevemente el teorema del valor medio de Lagrange.

Teorema 2.1 (valor medio de Lagrange). Sea f una funcion continua en [a, b] y derivable
en (a,b), entonces existe un ¢ € (a,b) tal que

Fo =10 -1

Demostracion. Se define la funcién auxiliar h de la forma
b) — f(a
W) = f(z) - fla) - LU =110

(x —a).
. (@ a)
Esta funciéon cumple las condiciones del teorema de Rolle. Es continua (puesto que
f lo es) y por sustitucién directa puede comprobarse que

h(a) = h(b) = 0.
Por tanto debe haber algtin punto ¢ € (a,b) para el cual #'(c) = 0. Derivando e

igualando a cero, obtenemos el resultado del teorema. 0

Teorema 2.2 (valor medio de Cauchy). Sean f y g funciones continuas en |a,b] y
derivables en (a, b). Entonces, existe al menos un punto ¢ € (a, b) tal que

(f(0) = f(a))g'(c) = (g9(b) — g(a)) f'(c).
Demostracion. Sea la funciéon auxiliar H definida como:
H(z) = (9(b) = g(a)) (f(2x) = f(a)) = (f(b) = f(a))(g(x) — g(a)).

Esta funcién cumple las condiciones del teorema de Rolle. En efecto, es continua
(puesto que fy g lo son) y por sustitucién directa puede comprobarse que

H(a) = H(b) = 0.
Por tanto, debe haber algtn punto ¢ € (a,b) para el cual H'(¢) = 0. Derivando

H(z) e imponiendo que para algtn ¢ € (a,b), H'(c) = 0, obtenemos el resultado
del teorema. O

Resulta claro que el teorema del valor medio de Lagrange es un caso particular
del teorema de Cauchy para g(z) = z. Una de las aplicaciones mas conocidas de
este teorema es la demostracién de la regla de L"Hopital-Bernoulli.
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Por otra parte, es interesante observar que uno puede construir muchas funcio-
nes auxiliares andlogas a las que se utilizan en estos teoremas que cumplen las
condiciones del teorema de Rolle. Por ejemplo, sea f(z) # 0 para todo = € [a, b,
entonces podemos definir una cierta funcién S como

1 1
1 1 7o)~ Fla
S(ZL‘) _ f(b) f(a) X (x—a).

~ fl@) fla  b-a
Esta funcién verifica S(b) = S(a) = 0y como hemos exigido f(z) # 0 en [a, ],
entonces todas las condiciones del teorema de Rolle se satisfacen.

La préxima seccion versa sobre el estudio de algunas de estas funciones auxiliares
que cumplen con las condiciones del teorema de Rolle y de sus aplicaciones para
extender y generalizar los teoremas del valor medio.

§3. El teorema del valor medio de Lagrange para la funcién compuesta

Iniciemos esta seccién enunciando un par de teoremas que nos permitirdn aproxi-
marnos poco a poco hacia otro resultado mas general que contiene a los anteriores
y al propio teorema del valor medio de Lagrange como casos particulares.

Teorema 3.1. Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b), y ademds f(x) # 0
para todo x € [a, b], entonces existe un c € (a, b) tal que:

/ _ f(b) - f(a) . c 2
1O= 6= o

Demostracién. Construyamos una funcién auxiliar S que se define como:

1 1
1 1 7o) T Fla
S(z) = — (Z))— ()~(a:—a).

f(x)  fa) a
Esta funcién satisface las condiciones del teorema de Rolle. En efecto, es continua
(puesto que f lo es y ademds f # 0 en [a,b]) y por sustitucién directa puede
comprobarse que S(a) = S(b) = 0. Por tanto, debe haber algan punto ¢ € (a,b)
para el cual S’(¢) = 0. Derivando S(z) e imponiendo que para algtn ¢ € (a,b),
S’(¢) = 0, encontramos:

1 1 _ L
0= — 2_f/(c)_f(b) f(a)‘
() b-a
Despejando f’(c) en esta ecuacion obtenemos el resultado del teorema. O

Mostremos ahora algtn ejemplo sencillo de aplicacién de este teorema para
funciones elementales.

Ejemplo 3.2. Sea la funcién lineal genérica: f(x) = mx + n con m,n > 0.
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(a) Determina, en funciéon de m y n, para qué punto del intervalo (0,1) se cumple lo
establecido por el Teorema 3.1.

(b) A continuacion, particulariza la solucién obtenida para la funcion f(z) =z + 1y
comprueba que el punto obtenido cae efectivamente dentro del intervalo (0, 1)

(a) El teorema anterior aplicado a la funcién del ejemplo nos asegura que debe
existir algtin x € (a, b) para el cual:

m:m-(mx—i—n).

Hemos hecho uso de las identidades: f(1) = m + n, f(0) = n, f'(x) = m. Desarro-

llando el cuadrado y simplificando, llegamos a la ecuacién de segundo grado:
m*z® + 2mnz — mn = 0.

Esta ecuacion de segundo grado tiene las soluciones siguientes:

—2mn £ V4m?2n? 4 4m3 1
v mn + v/4m?n? + mn:_<_ni n(n+m)>.
2m? m

Y puesto que las condiciones del problema nos dicen que m, n > 0, la tinica solucién
que pertenece al intervalo (0, 1) serd por tanto:

xz%(—n—l— n(n+m))

(b) Sustituimos en esta tltima ecuacién los valores m = 1, n = 1 que se corres-
ponden con los valores de la pendiente y ordenada para la funcién f(z) =2 +1,y
obtenemos:

x:—1+\/§.

Valor que efectivamente pertenece al intervalo (0, 1).

Teorema 3.3. Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b), y ademids f(x) # 0
para todo x € |a, b] entonces existe un c € (a, b) tal que

ln(f(b))

fle) = 9% (o).

Demostracion. Sea la funcién auxiliar R definida de la siguiente forma:
In ({2
—(f(a)) (z —a).

b—a

R(z) =In (52) -

La funcién R asi definida verifica las condiciones del teorema de Rolle'. Es
continua (puesto que f lo es y ademds f(z) # 0 en [a,b] ), y por sustitucién directa
puede comprobarse que R(a) = R(b) = 0. Por tanto, debe haber algtin punto

Notemos que no hace falta ninguna hipétesis extra para evaluar la funcién In en f(b)/f(a) y luego
en f(x)/f(a), pues al ser f nonula en [a, b], los cocientes tienen signo positivo.
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c € (a,b) para el cual R'(c) = 0. Derivando e igualando a cero encontramos:

f(b)
o )
f(c) b—a
Es interesante advertir que este teorema es a las funciones exponenciales lo que

el teorema del valor medio de Lagrange es a las funciones lineales y cuadraticas.
En efecto, es sencillo demostrar que para una funcién cuadréatica

0 U

f(z) =az® + Bz + 7,

con ¢, 3, v € R, continua en cualquier intervalo [a, b] y derivable en el abierto, el
teorema del valor medio de Lagrange se verifica justo para el punto medio del
intervalo: z = $(a + b).

Veamos un ejemplo para ilustrar que el Teorema 3.3 juega el mismo papel para
las funciones exponenciales.

Ejemplo 3.4. Sea la funcién exponencial f(x) = e*" que es continua en todo intervalo
la, b] y derivable en el abierto. Demuestra que un punto del intervalo donde se verifica el
Teorema 3.3 es precisamente el punto medio de dicho intervalo.

El Teorema 3.3 nos dice que debe existir algtin = € (a, b) para el cual

2 ln £ 2 b2 - CL2 2
21"€w — (ea2) _em — ln(e ) ln(e ) 'em
b—a b—a
b2 2
= b_Z .6z2:(b+a).€x2‘
y de aqui se infiere que « = 3(a + b). Idéntico resultado se obtiene para la funcién
mas general

f(x) = exp(az® + fx + ),
donde «, 3, v € R.

Es probable que el atento lector ya haya notado que los dos teoremas anteriores
se construyen siguiendo la misma filosofia, pues ambos los hemos deducido utili-
zando funciones auxiliares que verifican las condiciones del teorema Rolle y que
hacen uso de funciones de f(x) como 1/f(z) y In f(z). En efecto, los dos son casos
particulares de un teorema més general que enunciaremos ahora.

Teorema 3.5 (valor medio de Lagrange de la funcién compuesta). Sea f una funcion
continua en |a, b] y derivable en (a, b) y sea h una funcién continua en f([a, b]) y derivable
en f([a,b]), entonces existe un c € (a, b) tal que
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Demostracion. Construyamos una funcién auxiliar 7’ definida como:

h(f(b)) —h(f(a
T(@) = h(f(@) ~ h(f(a)) - LMD (g

La funcién T asi definida satisface las condiciones del teorema de Rolle. Es continua
(puesto que f y hlo son por hipétesis) y por sustitucién directa puede comprobarse
que T'(a) = T'(b) = 0. Por tanto, debe haber algtin punto ¢ € (a,b) para el cual
T'(c) = 0. Derivando e igualando a cero, obtenemos el resultado del teorema. [

Notemos que cuando
h(f(2)) = f(@)

recuperamos el teorema del valor medio de Lagrange. De la misma forma, cuando

flz) #0,
recuperamos el Teorema 3.1, mientras que si

h(f(x)) =M f(z),  flx)>0,

lo que obtenemos es el Teorema 3.3. Es por tanto posible obtener muchos otros teo-
remas del valor medio analogos a los anteriores utilizando funciones compuestas
diferentes a estas. El lector puede comprobar por si mismo que con

Mf@) =V I, f@@)>0, 6  h(fz) =€,
por ejemplo, se pueden obtener otros resultados interesantes. Veamos uno de estos
casos como ejercicio de aplicaciéon de este resultado.
Ejemplo 3.6. Basindote en el Teorema 3.5:
(a) Deduce un "teorema del valor medio”para la funcion compuesta h( f(z)) = arctan(f(x)).
(b) Encuentra el punto para el cual se verifica este teorema si f(x) = cos x en el intervalo
0, 7].

(a) El teorema del valor medio de la funcién compuesta aplicado a la funcién
h(f(x)) = arctan(f(x)) nos dice que para algtn c € [a, b] se tiene

o) = arctan(f(b)l)) : zrctan(f(a)) 1+ (F(©)?).

(b) Aplicando este teorema a nuestro caso: f(z) = cosz en [0, |, tenemos:

arctan(cos(m)) — arctan(cos(0))

—sinz = (14 cos?(z)) = —1(2 — sin*(z)).

™
Reagrupando, llegamos a la ecuacién de segundo grado
sin?(x) + 2sin(x) — 2 =0,
cuya Unica solucién admisible viene dada por

sine = —1+ \/g,
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es decir = ~ 0, 82, valor que efectivamente pertenece al intervalo [0, 7].

En la préxima seccién mostraremos como puede seguirse la misma filosofia para
generalizar el teorema del valor medio de Cauchy, y ademéas enunciaremos otro
teorema de valor medio que se construye siguiendo un enfoque un poco diferente.

§4. Otros teoremas del valor medio

En esta tltima parte del trabajo veremos que la misma estrategia funciona tam-
bién para extender el teorema del valor medio de Cauchy para la funcién compuesta.
De nuevo empezaremos por un teorema que, como el propio teorema de Cauchy,
representa s6lo un caso particular. Concluiremos la seccién presentando otro teo-
rema de valor medio un poco distinto a los anteriores, en el que demostraremos
que para dos funciones continuas en un intervalo cerrado y derivable en el abierto,
existe algan punto del interior del intervalo donde la derivada del producto de
estas dos funciones coincide idénticamente con la suma de la derivada de cada
funcién multiplicada por la media aritmética de la otra, evaluada en los extremos
del intervalo.

Teorema 4.1. Sean f y g funciones continuas en |a, b] y derivables en (a,b) y ademds
f(z), g(x) # 0 para todo x € [a,b]. Entonces existe al menos un punto c € (a,b) tal que

(f()*(f(b) = f(a))g"(c)g(b)g(a) = (9(c)*(9(b) — g(a)) f'(c)f(b)f(a).
En el caso en el que g(b) # g(a) y ademds g'(c) # 0, podremos escribir
) 6 () sWgla) fb) - (o)

g(e)  (9(c)? fb)f(a) g(b) —gla)

Demostracion. Se construye una funcién auxiliar G de la forma:

42 G = (75~ 7)o ~ 7)) ~ (7o~ 7w) G — 5tw)-

La funcién G verifica las condiciones del teorema de Rolle. En efecto, es continua
(puesto que f y g lo son) y por sustitucién directa puede comprobarse que G(a) =
G(b) = 0. Por tanto, debe haber algtin punto ¢ € (a,b) para el cual G'(c) = 0.
Derivando G(z) e imponiendo que para algtn ¢ € (a,b), G’(c) = 0, obtenemos el
resultado del teorema. O

Vamos a conectar ahora este resultado con lo visto anteriormente. En particular,
puede demostrarse que el Teorema 3.1 que vimos en la seccién previa es a este
Teorema 4.1, lo mismo que el teorema de Lagrange es al teorema de Cauchy, es
decir, un caso particular. De hecho, tomando g(z) = L 2 #0, enla ecuacién (4.1),

Tz
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para algtin ¢ € (a, b) tenemos que

R (V) S A

)
baf(b)f(a)  1—
1 (f(b) — f(a))ba

@

es decir, n (@)
/ f(b) — f(a 2
f €)= : f C))
RN TERTCHOMAR
que es el Teorema 3.1, tal y como queriamos demostrar. Es interesante observar
también que la funcién auxiliar G(z) dada por la ecuacién (4.2) puede expresarse
como el determinante

Esta notacién parece particularmente apropiada si uno quisiera extender estos
resultados al caso de tres 0 mds funciones.

Por otra parte, al igual que hicimos en la seccién previa, prodriamos continuar
explorando casos particulares y presentar otro teorema reemplazando en la fun-
cion auxiliar del Teorema 4.1 la funcién ( 7,9 # 0, por cualquier otra funcién
de g(z), como por ejemplo In(g(x)), g > 0, el lector puede comprobar si lo desea
cémo quedaria el resultado. Nosotros no nos detendremos a investigar maés ca-
sos particulares, y enunciaremos a continuacién el caso general de la funcién
compuesta.

Teorema 4.2 (valor medio de Cauchy de la funcién compuesta). Sean f y g funciones
continuas en |a, b] y derivables en (a,b), h una funcion continua en f([a, b)) y derivable
en f([a,b]) y J una funcién continua en g([a, b)) y derivable en g([a,b]). Entonces existe
al menos un punto ¢ € (a, b) tal que

(h(F(®) = h(F(a))) ' (g(e))g (€) = (J(9(b)) = J(g(a)) )W (F(e)) £'(0)
Enel caso en el que J(g(b)) # J(g(a)) y ademds J'(g(c))g'(

W(f()f'(e) _ hfb) = h(f(a))
J'(g(e))g'(c)  J(g(b)) = J(g(a))

Demostracion. Se construye una funcién auxiliar K definida como el determinante
h(f(@)) = h(f(a)) — h(f(b)) = h(f(a))
J(g(@) = J(g(@)  J(9(b)) = J(g(a)|

Este determinante cumple con las condiciones del Teorema de Rolle. Derivando e
igualando a cero, obtenemos el resultado del teorema. O

c) # 0, podremos escribir:

(4.3) K(z) =
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Notemos que el Teorema del valor medio de Cauchy es un caso particular de
este Teorema 4.2 cuando h(f(z)) = f(x) y J(g9(z)) = g(x). El teorema puede ge-
neralizarse al caso de tres o mds funciones compuestas extendiendo de manera
natural la dimensién del determinante que define la funcién auxiliar K (z) de la
ecuacion (4.3), y que cumple con el Teorema de Rolle.

Vamos a concluir esta postrera seccién del trabajo presentando un tltimo teorema
de valor medio en el que aparece de forma explicita la media aritmética de los
valores de una funcién evaluada en los extremos de un intervalo.

Teorema 4.3. Sean f y g funciones continuas en [a, b] y derivables en (a,b). Entonces,
existe al menos un punto c € (a,b) tal que

(f(@) - g(x)) _ =3{/"@ - (9(a) +90) +4'(0) - (f(a) + (2) }-

Demostracion. Definimos una funcién auxiliar D de la forma:
D(z) = (f(z) = f(a))(g(x) = g(b)) + (9(z) — g(a)) (f(z) — f(b)).

La funcién D verifica las condiciones del teorema de Rolle. En efecto, es continua
(puesto que f y ¢ lo son) y por sustitucion directa puede comprobarse que D(a) =
D(b) = 0. Por tanto, existe algtin punto ¢ € (a, b) para el cual D’(c) = 0. Derivando
D(x) e imponiendo que para algin ¢ € (a,b), D'(c) = 0, obtenemos:

0=2(f"(c)g(c) +4'(c)f(c)) = f'(c)(g(a) + g(b)) — g () (f(a) + £ (b))

como se queria ver. U

§5. Comentarios finales

En este trabajo hemos hecho un uso extensivo del teorema de Rolle para genera-
lizar los clasicos teoremas del valor medio de las funciones reales de una variable
real. En efecto, parece muy natural investigar y preguntarse qué pasaria si se mo-
difican las funciones auxiliares que usualmente se construyen para que cumplan
consistentemente con las condiciones del teorema de Rolle (continuidad y que
tengan el mismo valor en los extremos de un intervalo) por otras expresiones un
poco més generales. Esto nos ha llevado a explorar en primer lugar algunos casos
especiales, en los que hemos alterado ligeramente la estructura de estas funciones
auxiliares reemplazando en ellas la funcién f por otras funciones de f como 1/ f
o el logaritmo de f. Hemos visto que se deducian asi dos teoremas parecidos al
teorema del valor medio de Lagrange. A continuacién, presentamos el teorema
del valor medio de Lagrange para la funcién compuesta, que contiene a todos los
teoremas anteriores y al propio teorema del valor medio de Lagrange como casos
particulares. La misma estrategia hemos visto que puede emplearse con éxito para
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generalizar el teorema del valor medio de Cauchy.

En definitiva, el contenido de este trabajo puede ser 1til para docentes y estu-
diantes que quieran tener una visiéon mas amplia del tema e ir un poco més alla de
los clasicos teoremas del valor medio que se imparten en los cursos introductorios
del célculo diferencial y andlisis de una variable. El lector curioso o interesado por
profundizar en estas cuestiones tiene a su disposicién trabajos académicos como
éste (Matkowsky, s.f.), en el que se investigan generalizaciones de los teoremas del
valor medio de Lagrange y de Cauchy con un enfoque distinto al aqui expuesto, en
conexién con los distintos promedios existentes, tales como la media geométrica,
armonica, logaritmica y exponencial, entre otras.
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EL CRECIMIENTO EXPONENCIAL: UN DESAFIO A
LA INTUICION

Marilina Carena

RESUMEN. Este texto consiste en una recopilacién de problemas, ya conocidos en la literatura,
relacionados con el crecimiento exponencial: la leyenda de Sissa y los granos de trigo; contagio
exponencial; como llegar a la Luna doblando papeles; el telar de la abundancia y la estafa pira-
midal; interés compuesto. El objetivo es mostrar como este tipo de crecimiento desafia a nuestro
pensamiento lineal, y de qué manera las potencias hacen crecer los nimeros de una forma dificil
de imaginar e, incluso, de creer. Veremos codmo el crecimiento exponencial produce un aumento
en las cantidades a una velocidad contraria a la intuicién. Cada problema se abordard a un nivel
que pueda ser comprendido por un estudiante de escuela secundaria, o por cualquier persona con
conocimientos minimos de matemadtica. Para ello, algunos modelos se simplificardn de modo que
se adapten al nivel deseado.

Introduccion

Desde chicos estamos familiarizados con procesos que involucran magnitudes que se
relacionan proporcionalmente, ya sea forma en directa o inversa. Por ejemplo, si compra-
mos 2 alfajores pagaremos el doble que si compramos uno, o si viajamos a una velocidad
constante de 120 kilémetros por hora tardaremos la mitad de tiempo que si lo hacemos
a 60 kilometros por hora. En el primer caso, la cantidad de alfajores y el precio total
son magnitudes directamente proporcionales, ya que si una aumenta la otra también, en
igual proporcion. En el segundo ejemplo, la velocidad y el tiempo que tardamos en hacer
un recorrido son magnitudes inversamente proporcionales, ya que si una aumenta la otra
disminuye en igual proporcion.

A medida que comenzamos a entender procesos mas complejos comprendemos que
existen otros tipos de relaciones entre magnitudes. Si duplicamos cada lado de un cua-
drado, el area del nuevo cuadrado también aumentard, pero no sera el doble del drea del
primero, sino que serd su cuddruple. Si subimos una foto a una red social y recibe muchos
“Me gusta” durante el primer dia, no significa que al segundo dia habrd acumulado el
doble.

Palabras clave: Educacion Matemadtica, Escuela Secundaria, Crecimiento Exponencial.
Keywords: Mathematics Education, Secondary School, Exponential Growth.
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Asi, vemos que existen muchas formas de crecimiento. En este trabajo centraremos
nuestra atencion en un tipo particular: el exponencial. Veremos, mediante ejemplos con-
cretos, cOmo este tipo de aumento desafia a nuestra intuicion y de qué manera las poten-
cias hacen crecer los nimeros de una forma dificil de dimensionar.

El primer ejemplo que veremos relata una historia que ilustra la velocidad de este tipo
de crecimiento. Esta historia, con algunas variantes, es una leyenda clédsica que puede
encontrarse en varios textos o en Internet. Sin embargo, la idea de fondo es la misma en
todas y la explicamos a continuacion.

La leyenda cuenta que, hace muchos afios, un rey se encontraba extremadamente triste
por la muerte de su hijo en una batalla. Para lograr recuperarse necesitaba algo que ocu-
para su mente, lo distrajera y evitara que cayera en depresion. De esta forma podria, de a
poco, salir adelante.

i! Asi fue que un buen dia un sabio llamado Sissa, enterado de la situacion, se presentd
ante el rey y le ofrecio un juego, asegurando que conseguiria entretenerlo: el ajedrez. Sissa
le entregd un tablero, le explico las reglas y el rey comenz6 a jugar. Quedé maravillado
con el juego, porque lo mantenia ocupado y entretenido. Entonces, como agradecimiento,
le dijo a Sissa que pida lo que quisiera como recompensa. El rey era extremadamente rico,
asi que no tendria problemas en concederle a Sissa su deseo.

Sissa, que era muy sabio, pidi6 lo siguiente:

“Quiero un grano de trigo por la primera casilla del tablero, 2 granos por la segunda,
4 por la tercera, 8 por la cuarta, 16 por la quinta, y asi sucesivamente hasta cubrir todo
el tablero.”

En otras palabras, la cantidad de trigo equivaldria a dejar un grano en el primer cua-
drado del tablero y, a partir de alli, ir dejando en cada uno el doble de granos de los
colocados en el anterior. La recompensa solicitada por Sissa corresponderia a la suma de
lo acumulado en cada una de las casillas del tablero.

El rey estaba sorprendido por el pedido, porque consideraba que era poco premio por
tan maravilloso juego. De todas formas, accedié a concederle la recompensa solicitada
y ordend a sus ayudantes que calcularan la cantidad total de granos y se la entregasen a
Sissa.

Al otro dia, sus ayudantes le informaron al rey que no podian entregarle a Sissa la can-
tidad de granos de trigo solicitada, pues no podrian llegar a ella ni siquiera consiguiendo
el trigo disponible en todo el mundo.

(De qué cantidad se trata? ;Podemos imaginarla? Encontraremos la respuesta en la
préxima seccion.
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§1. La leyenda de Sissa y los granos de trigo

Calcularemos ahora la cantidad de granos de trigo que Sissa pidi6 al rey, como recom-
pensa por haberle dado el juego de ajedrez. Para esto no necesitamos conocer la reglas del
ajedrez, sino simplemente saber que el tablero es un cuadrado de 8 x 8 casillas, es decir,
un total de 64 cuadrados negros y blancos. En la Figura 1 se representa un tablero y la
cantidad de granos pedidos por Sissa por cada una de las primeras 6 casillas.

4

16

1

FIGURA 1. Cantidad de granos de trigo por cada una de las primeras 6 casillas.

En el siguiente cuadro iremos contando los granos de trigo por cada casilla, asi como
el total acumulado hasta ella, para observar si existe algin patrén. Para ello, numeramos
las casillas del tablero con los nimeros de 1 a 64.

Numero de casilla | Granos por la casilla Total de granos acumulados
1 1 1
2 2 142
3 4 1+24+4
4 8 1+2+4+8
5 16 1+2444+8+16
6 32 1+24+4+8+16+ 32
64 263 1+24+44+8+16+32+ -+ 2%

CUADRO 1. Granos de trigo por casilla y acumulados.

En el cuadro anterior, para saber la cantidad de granos de trigo en la casilla nimero 64
hemos observado que, efectivamente, existe un patron. Por ejemplo, la cantidad de granos
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en la casilla nimero 4 es 8, que es igual a 23. Lo mismo ocurre en cada una de las casillas:

si tiene niimero n, la cantidad de granos correspondientes por ella es igual a 2", Asi, en

263

casilla nimero 64 habra 2°° granos de trigo.

Por lo tanto, para calcular la cantidad total de granos que Sissa pidié de recompensa
debemos obtener el resultado de la suma

1+24+4+8+16+32+---+ 2%,

Como mencionamos al detectar el patron, es posible reescribir cada uno de los términos
de esta suma como
20+21+22+23+24+25_‘_”__|_263.
Podemos obtener el resultado de la suma con una calculadora pero, ademds, podemos
utilizar una férmula que resultard muy util para todos los fendmenos que involucran cre-
cimiento exponencial. Esta férmula nos da el resultado de una suma de la forma
a’+a' +a+ad+-- +a",

para cualquier nimero real a y cualquier nimero entero no negativo n. Si a = 1 entonces
cada término es igual a 1 y el resultado es n + 1. Lo interesante es encontrar el resultado

cuando a es distinto de 1. En este caso la suma recibe el nombre de suma geométrica, y

su resultado se calcula facilmente aplicando la siguiente féormula:
an—i—l -1
a+a+a*+ad+-4a"=—r
a—1
La igualdad anterior se obtiene de una forma tan simple como ingeniosa: llamemos S al
resultado de la suma a® + a' + a®> + a® + - - - 4+ a™. Es decir,

S=1+a" +a*+a*+ - +a"
Con el fin de encontrar el valor de S, multiplicamos por ¢ ambos miembros de esta igual-
dad, obteniendo:
a-S=a+ad*+ad+ad+--+a".
Si a esta ultima expresion le restamos miembro a miembro la anterior, obtenemos

a-S—8=ag"" -1,

puesto que todos los demds términos del lado derecho se cancelan. Extrayendo S como
factor comun del lado izquierdo, nos queda

(a—1)-S=a""" -1

La férmula enunciada se obtiene al dividir cada miembro de la igualdad anterior por a — 1.

Esta formula es tan simple de demostrar como de aplicar. Para ilustrar su uso, calcu-
lemos la cantidad de granos de trigo acumulados hasta la casilla 4, inclusive. Es decir,
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observando el Cuadro 1, debemos calcular el resultado de

1+2+4+8,
lo que se reescribe como

20 20 4+ 22 + 25,
Para hallar el resultado mediante la formula, la aplicamos con @ = 2y n = 3 para obtener
R |
= =16—-1=15
2—-1 1 ’

tal como puede verificarse realizando la suma directamente.

Volviendo al problema del total de granos pedidos por Sissa, en ese caso tenemos a = 2
y n = 63, por lo que el resultado de la suma es
204 1
2—-1
Esa es la cantidad total de granos que pidié Sissa como recompensa. Este niimero tan

=926 1 =18446744073709551 615.

grande se lee como: dieciocho trillones cuatrocientos cuarenta y seis mil setecientos cua-
renta y cuatro billones setenta y tres mil setecientos nueve millones quinientos cincuenta
y un mil seiscientos quince.

Hemos hallado la cantidad de granos de trigo que pidi6 Sissa y vimos que es un nimero
muy grande pero, quizas, sea una cantidad razonable si la expresamos en kilogramos. Para
ello, usaremos que mil granos de trigo pesan 40 gramos, aproximadamente. Es claro que
el peso depende de la variedad de trigo, pero este valor es un promedio entre las mds
conocidas.

La cantidad de granos y su peso son dos magnitudes que mantienen una relacion de
proporcionalidad directa. Esto significa que si duplicamos una, la otra también se duplica,
si la triplicamos la otra se triplica, y si la reducimos a la mitad la otra también se reduce
en la misma proporcion.

Asi, podemos estimar que 25 000 granos de trigo pesan aproximadamente un kilogra-
mo, puesto que 25 - 40 = 1 000. De igual forma podemos obtener el peso en kilogramos
de la recompensa solicitada por Sissa:

18446 744073709 551 615
25000

El resultado de esta division es, aproximadamente, 737 869 762 948 382 kilogramos, es

Peso de la recompensa = kg.

decir, jpoco mas de
737869 762 948 toneladas!

Otra vez, este nimero quizas no nos permite dimensionar la magnitud de la recompensa
solicitada por Sissa, por lo que vamos a tener en cuenta la produccidn mundial de trigo por
ano, al igual que lo hicieron los ayudantes del rey. La misma varia afio tras afio, pero ac-
tualmente podemos considerar un promedio de 750 000 000 toneladas anuales. Entonces,
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[cuantos anos de cosecha son necesarios para conseguir la recompensa de Sissa? Hacien-
do la divisién obtenemos que se necesitan las cosechas mundiales de casi 984 afios para
acumular la cantidad necesaria de granos de trigos que pidi6 Sissa.

El rey, quien primero se mostrd sorprendido por el pedido de Sissa por considerarlo po-
co, tuvo que comunicarle que no podian entregarle su recompensa. Entonces, le preguntd
por qué le habia hecho esa peticion si sabia que era imposible. Sissa, le respondi6:

“A los seres humanos nos cuesta dimensionar los procesos exponenciales. Aunque
sabia que la recompensa que pedi era imposible de conseguir, lo hice por si alguna vez
ocurre una epidemia en tu reino. Bastaria con que llegue un solo infectado por una en-
fermedad desconocida, que este contagie a dos personas, que cada una de ellas contagie
a otras dos, y asi sucesivamente, para que todo el reino se enferme en pocos dias. Debes
recordar esto para tomar decisiones a tiempo.”

El contenido de la proxima seccidon nos permitird comprender mejor la preocupacion
de Sissa ante una posible epidemia, y por qué le advierte al rey que, en tal caso, deberd
tomar medidas a tiempo.

Una observacion final: cada casilla contiene un grano mas que el total acumulado en
todas las casillas anteriores. Por ejemplo, el total de granos de trigo acumulados en las
primeras 7 casillas es igual a

14+2+4+8+16+ 32+ 64 =127,

mientras que solamente por la casilla 8 corresponden 128 granos. Esto se verifica en cada
casilla debido a la férmula que otorga el resultado para esta suma geométrica. Asi, la
cantidad de granos de trigo correspondiente a la dltima casilla supera en una unidad lo
acumulado hasta el momento por el resto del tablero. Este hecho ilustra la velocidad del
crecimiento exponencial.

§2. Contagio exponencial

Durante la primera mitad del afio 2020, cuando el mundo entero tuvo que hacer frente
a la pandemia de COVID-19, una gran cantidad de informacion sobre el comportamiento
del virus causante de dicha enfermedad circul6 por todos los medios de informacion. Una
palabra, en relacion a la manera de propagacion del coronavirus, comenzé a aparecer de
modo recurrente: exponencial. Si uno comprende realmente el significado de un creci-
miento exponencial, entiende también la importancia de detenerlo rapidamente mediante
medidas de distanciamiento y desinfeccion.

Otra de las frases resonantes en medio de la pandemia fue la de “aplanar la curva” de
contagios, para que no colapse el sistema de salud. Veremos con un ejemplo simple qué
significa esta expresion y su relacion con el crecimiento exponencial de los contagios. Es-
te tipo de crecimiento ocurre cuando, por ejemplo, los contagios se duplican en relacion al
dia anterior. Asi, el nimero de contagios en un dia dado se calcula multiplicando por una
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constante mayor que 1 el nimero de contagios del dia anterior, generando un crecimiento
exponencial de los contagios diarios. En un crecimiento lineal, en cambio, el nimero de
contagios por dia es un valor fijo, por lo que el total de enfermos va aumentando suman-
do una cantidad constante de casos por dia. Cuando hablamos de “nimero de contagios
diarios” nos referimos, obviamente, a una aproximacion o promedio.

Para poder visualizar el modo de propagacion exponencial supondremos dos modelos
de contagio. En el primero asumiremos que cada persona que contrae el virus contagia
solamente a una persona por dia, pero que contintia contagiando durante los 14 dias pos-
teriores a haberlo contraido. Esto ocurre, por ejemplo, si la persona contintia con su vida
habitual, sin aislarse (como el caso de los asintométicos). En el segundo modelo supon-
dremos, en cambio, que cada persona se aisla inmediatamente al detectar su enfermedad,
por lo que solamente contagia a dos personas. Si estas dos personas son desconocidos, es
decir, si no puede establecerse una cadena de contactos del “paciente cero” como para ais-
lar inmediatamente a todos ellos (por ejemplo, porque asistio a un bar), podemos asumir
que cada una de estas dos personas puede contagiar a otras dos, y asi sucesivamente.

En ambos casos, haremos un registro de la cantidad de contagios y enfermos totales ori-
ginados por una sola persona, denominada “paciente cero”, durante los 14 dias posteriores
a haber contraido el virus.

Cabe sefialar que ninguno de los modelos presentados sirve para describir el compor-
tamiento real de la enfermedad, ya que no se tienen en cuenta las personas recuperadas
ni una cantidad de factores que influyen en la realidad. Esta simplificacion se debe a que
solamente deseamos ilustrar el significado del crecimiento exponencial en los contagios,
a un nivel accesible para escuela media. Para un modelo que resulte mds real y contemple
otros factores, asi como para comprender como es posible aplanar la curva de contagios,
se recomienda la lectura de (Amster, 2020) y (Pinasco, 2020).

Modelo 1: contagio continuo durante la enfermedad.

Supongamos el siguiente escenario: cada infectado contagia a una persona al dia, y
el periodo de contagio es durante los 14 dias posteriores a haberlo contraido. Asumamos,
para ilustrarlo, que en una determinada ciudad, un cierto dia (denominado “dia cero) apa-
rece una persona portadora del virus, que identificamos como F; (por persona o paciente
cero). Haremos un seguimiento de los contagios nuevos y totales en cada dia, durante
los 14 dias siguientes.

Dia 1: la persona P, contagia a una persona, a la que llamaremos P;. Luego, en
este dia hay un solo contagio nuevo, acumulando un total de 2 personas enfermas
(el paciente cero F que sigue enfermo més el contagio P;).

Dia 2: segun el supuesto, las personas enfermas, F, y P;, contagian hoy a una
nueva persona cada una, denotadas por P, y Ps, respectivamente. Por lo tanto, la
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cantidad de nuevos contagiados es 2, mientras que la cantidad total de enfermos
es 4.

Dia 3: siguiendo el razonamiento anterior, cada una de las 4 personas enfermas
contagia a una persona, por lo que la cantidad de nuevos contagios es 4, mientras
que la cantidad total de enfermos es 8.

Dia 4: hay 8 nuevos contagios, haciendo un total de 16 enfermos.

Dia 5: aparecen 16 nuevos contagios, acumulando un total de 32 enfermos.

Siguiendo de esta forma, se puede ver que el total de casos activos se duplica dia tras
dia, pues cada persona enferma contagia a una persona por dia. Lo mismo ocurre con la
cantidad de nuevos contagios, que es igual a la mitad de los casos activos en ese dia. Asi,
la cantidad de enfermos cada dia es:

Contagios nuevos | Total de enfermos
Dia 1 1 2 =2!
Dia 2 2 4 =22
Dia 3 4 8 =23
Dia 4 8 16 = 21
Dia 5 16 32=2°

Lo anterior se resume diciendo que la cantidad de enfermos, originados por la persona
inicial Fy, que habrd en el dia n serd igual a 2". De estos enfermos, la mitad son contagios
nuevos producidos en ese dia.

Dia 14: Asi, por lo anterior, la cantidad de personas enfermas luego de 14 dias sera
igual a 2'* = 16 384 . Este niimero se alcanza en tan solo dos semanas asumiendo
que haya una sola persona contagiada inicialmente y que, a su vez, cada persona
contagie solamente a una mas por dia.

El gréifico en la Figura 2 ilustra la cantidad de contagios nuevos producidos en cada
dia a partir del modelo anterior, hasta el noveno dia. Como puede observarse, este tipo de
aumento es asombroso, ya que los casos se incrementan muy rapido aunque se parta de
numeros bajos. Esta es, precisamente, la curva que se desea aplanar mediante las medidas
de desinfeccion y distanciamiento.

Modelo 2: contagio a los cercanos y aislamiento.

Pensemos en un modelo diferente de contagios, en el que cada persona contagia sola-
mente a dos mds. Luego, se aisla y no contagia nuevamente. Sin embargo, cada una de
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FIGURA 2. Cantidad de contagios producidos en cada dia.

esas personas contagia, a su vez, a dos mds. Y asi sucesivamente. Como antes, suponga-
mos que todo comienza con una persona F que contrae el virus. Analizaremos todos los
contagios nuevos que se originan a partir de ella, cuando la situacién no logra controlarse.
Esta persona, F,, contagia a 2 personas. Cada una de estas contagia a 2 mds y, luego,
estas 4 personas contagian a un total de 8. Esta cadena de contagios es muy clara si se
representa graficamente:
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Nuevamente podemos observar que el crecimiento de los contagios es exponencial y
que la cantidad de contagiados se va duplicando. Solo a modo de ilustrar la velocidad
de este tipo de aumento, supongamos que cada persona demora un dia en producir los
dos contagios. Es decir, cada uno de los “niveles” representados en el gréfico anterior
simbolizan los contagios producidos en cada dia, a partir del primero (dado en el “dia
cero”). De este modo, en el primer dia hay 2 nuevos contagios, en el segundo hay 4, en el
tercero hay 8, y asi.

Al igual que antes, lo anterior se resume diciendo que en el dia n se producen 2" con-
tagios, por lo que durante el dia 10 posterior a la aparicién del primer caso se producirdn
210 = 1024 infecciones. Sin embargo, si esto no se controla, solamente 14 dias después
del comienzo de la enfermedad en el lugar (es decir, luego de dos semanas), 2! = 16 384
personas seran contagiadas durante ese dia.
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Estos 16384 casos son solamente los producidos durante el dia 14, y originados por
el paciente cero. ;Podemos calcular exactamente el total de personas que contrajeron el
virus hasta ese dia? Para ello, se deben sumar todas las personas que se contagiaron por
dia:

14+24+4+8+---+ 16384,

lo que se escribe también como
20+21+22+23+__‘+214'

Esto nos recuerda a la suma geométrica presentada previamente, cuyo resultado se
calcula facilmente como:
an+1 -1

a+a' +a*+adt+-+a" = ]
a_

Asi, para hallar la cantidad acumulada de personas infectadas luego de 14 dias desde el
primer caso, aplicamos la formula con a = 2 'y n = 14, para obtener
214+1 -1 215 -1
2-1 1

= 32767.

Asi, luego de 14 dias se habran enfermado 32767 personas. Lo interesante de la
féormula es que permite, ademds, calcular la cantidad de dias necesarios para que una
determinada parte de la poblacién se enferme, suponiendo que el virus se propaga de esta
forma y a partir de una sola persona enferma. Por ejemplo, ;cuantos dias hacen falta para
que toda una ciudad de 80 000 habitantes se enferme? ;Y una de 500 000?

Para responder la primera pregunta simplemente debemos hallar un valor de n para el

cual
2n+1 -1
— =80000.
2—-1
Es decir,
2"+t = 80000 + 1,

o equivalentemente

1
2" = % = 40000.5.

Notemos que 2'° = 32768 y 2'° = 65 536. Luego, la cantidad de dias buscada esta entre
15 y 16. Para redondear a un nimero entero, nos quedamos con 16. Asi, sabemos que
luego de 16 dias se habran contagiado

o6+l _ 1 = 131071

personas, es decir, toda la ciudad y mas. En el dia anterior, luego de 15 dias del primer
caso, la cantidad de infectados en la ciudad es de

o+l _ 1 = 65535
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personas. Haciendo el mismo razonamiento, para que una poblacién de 500 000 personas
se contagie por completo a partir de un solo caso y mediante una propagacion en la que
los contagios se duplican dia tras dia, es suficiente con que transcurran tan solo 18 dias.

Bajo este modelo, la curva de nuevos contagios diarios tiene un aspecto similar a la
bosquejada en el modelo previo. En ambos casos, como el crecimiento de los contagios es
exponencial, se satura rapidamente el sistema de salud. Asi, resulta de suma importancia
lograr “aplanar” la curva tomando medidas adecuadas.

En el primer modelo supusimos que cada persona infectada por el virus contagia so-
lamente a una persona mds, pero durante 14 dias. Esto se puede evitar si la persona no
continda con su rutina habitual luego de enfermarse, como si suele hacerse con otro tipo
de afecciones a la salud (como un resfrio). Para esto es fundamental detectar la enferme-
dad a tiempo, incluso en aquellas personas asintomaticas.

En el segundo modelo el problema que causé la propagacion exponencial fue no poder
“cerrar” la cadena de contagios. Para evitar esto, resulta fundamental no asistir a reuniones
con personas fuera del circulo cercano apenas exista la sospecha de ser portador del virus.
En este modelo supusimos que el promedio de personas contagiadas por cada portador
es 2, pero puede ser mayor al asistir a lugares con mucha gente sin distanciamiento.

Aunque se espera que la ciencia encuentre vacunas o tratamientos que permitan recu-
perar la forma de vida previa a la pandemia, lo anterior explica por qué en todas partes
del mundo se tomaron medidas para intentar aplanar la curva de contagios.

§3. Plegando papeles para llegar a la Luna

Es probable que todos, alguna vez, tomamos un papel de golosina o una servilleta de pa-
pel que teniamos cerca, y lo doblamos por la mitad tantas veces como pudimos. ;Cuéntas
veces pudimos repetir ese doblez? ;Como aument6 el grosor a medida que hicimos los
dobleces? En esta seccidon nos ocuparemos de responder estas preguntas.

Supongamos que tenemos un papel, de cualquier tamafio, cuyo grosor es de 0.1 milime-
tros. Este es el grosor de una hoja de tamafio A4 clasica. Al doblar la hoja por la mitad
la primera vez, el resultado tendrad un grosor de 0.2 mm. Al hacerlo por segunda vez este
grosor se duplicard, obteniendo un resultado de 0.4 mm. Al doblar por tercera vez el pa-
pel por la mitad alcanzaremos un grosor de 0.8 mm, luego 1.6 mm, y asi sucesivamente.

Representamos estas cantidades en una tabla para organizar visualmente la informacién
(ver Cuadro 2).

Resumiendo, cada vez que doblamos una hoja por la mitad, el grosor del resultado se
duplica. Asi, esta cantidad aumenta exponencialmente: luego de n dobleces habran 2"
capas de papel, por lo que el grosor serd igual a

2" . 0.1 mm.
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Grosor en mm | Cantidad de capas de papel
1° doblez 0.2 2 =2!
2° doblez 0.4 4 = 2°
3° doblez 0.8 8 =27
4° doblez 1.6 16 = 2*

CUADRO 2. Grosor del papel al ser doblado.

Para dimensionar la velocidad de este aumento en el grosor, tomemos como referencia
la distancia de la Tierra a la Luna, que es de 384 400 km, aproximadamente. Esta distancia,
expresada en mm, es igual a 384 400 000 000.

Entonces, si queremos calcular cuédntas veces debemos doblar un papel de 0.1 mm de
espesor para llegar a la Luna, debemos buscar un nimero n tal que

2™+ 0.1 = 384400000 000
Asombrosamente, con n = 42 alcanza (y sobra) pues:
2" .0.1 = 439804651 110.4.

Es decir, luego de doblar 42 veces el papel, el grosor superaria los 439 804 km, lo que su-
pera la distancia de la Tierra a la Luna. Por lo tanto, con 42 pliegues llegariamos mas alla

de la Luna.

L

e ) 384 400 km

FIGURA 3. Distancia de la Tierra a la Luna.

A 4

De la misma forma podemos calcular los pliegues necesarios para alcanzar otras longi-
tudes menores:

Longitud Cantidad de dobleces
Largo de una cancha de fttbol 20
Distancia entre Tierra del Fuego y Jujuy 35
Altura aproximada de Lionel Messi 14

Estos resultados, que pueden resultar poco intuitivos, se deben la rapidez del crecimien-
to exponencial, que hace que las cantidades aumenten a una velocidad extraordinaria. Una
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pregunta que nos hace dar cuenta de la magnitud de esta velocidad es la siguiente: si do-
blando el papel 42 veces llegamos a la Luna, ;a donde llegamos justo antes de realizar
el dltimo doblez? Puesto que duplicamos el grosor con cada doblez, antes de realizar el
ultimo estariamos exactamente ja mitad de camino!

. Cuantas veces es posible doblar un papel por la mitad? Ya vimos que doblando 42
veces un papel por la mitad podemos llegar mas alld de la Luna, pero ;es posible hacerlo?

La respuesta es no. Si tomamos una hoja de papel que tengamos a mano podemos com-
probar que es posible doblarla por la mitad, como maximo, unas 7 veces. El récord fue
conseguido en 2011 cuando unos estudiantes doblaron 13 veces un papel, superando a
los 12 dobleces conseguidos en el afio 2002. Se utilizé un rollo de papel higiénico, fabri-
cado especialmente para este fin, de aproximadamente 16 km de longitud. Al doblarlo 13
veces la cantidad de capas obtenidas es igual a 2'3, lo que significa un total de 8 192 capas
superpuestas. Puesto que el grosor del papel era de 0.1 mm, aproximadamente, la altu-
ra del resultado obtenido luego de 13 dobleces fue de 2'% - 0.1 mm, es decir, 81.92 cm.
El proceso de doblar comienza a complicarse debido a las curvaturas laterales del ple-
gado, que alcanzan un tamafo importante. La experiencia fue grabada y puede verse en
https://youtu.be/NNgxmyGPZ1s.

Vimos que cuando multiplicamos por si mismo un nimero mayor que 1 (en los ejem-
plos anteriores, ese nimero es 2) se produce un crecimiento exponencial. ;Qué ocurre si
dicho numero es menor que 1? Similarmente, se producird un decrecimiento exponencial.

Para ilustrarlo, observemos qué ocurre con el largo del papel a medida que se van
produciendo los pliegues. No importa cudnto sea su largo, lo denotamos como ¢, en alguna
unidad de longitud establecida. Al doblar el papel por primera vez, el largo sera igual a é
Luego del segundo doblez, y olvidando que las curvaturas laterales ocupan parte del papel,

la longitud serd igual a fi. Siguiendo de esta forma, con el doblez nimero 3 obtendremos
£

un largo de é y, en general, en el doblez nimero n el largo del resultado serd igual a 5,

pues en cada paso lo dividimos por la mitad.

Entonces, volviendo al récord de 13 dobleces conseguido en 2011, ya vimos que el alto
del papel plegado resultante era de poco mds de 80 cm. ;Cudnto habrda medido de largo
luego de los 13 dobleces? Segtn la formula anterior, en la que hemos ignorado el papel
que se ocupa en las curvaturas laterales, partiendo de un largo igual a ¢ = 16 000 metros,
luego de 13 dobleces la longitud serd igual a

16 000
913
es decir, jmenos de 2 metros de largo!

= 1.953125,

Lo anterior muestra, nuevamente, el poder de las potencias tanto en el crecimiento
como en el decrecimiento. En este caso, partiendo de una longitud tan grande como 16 km,
luego de tan solo 13 dobleces la misma se reduce a algo menos de 2 m.
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§4. La estafa del telar de la abundancia

No es casualidad que, en medio del confinamiento a causa del COVID-19, haya re-
surgido un sistema que aparece cada un cierto tiempo. El motivo es simple: la pandemia
produjo dafios econdémicos en todo el mundo y este sistema se nutre, justamente, de la
necesidad de la gente. El mismo se presenta (o se esconde) de diversas formas. Analiza-
remos una de las mas evidentes: los telares de la abundancia, conocidos también como
mandalas, flores o fractales de la abundancia.

Un telar esta compuesto por 15 pétalos que forman una flor o mandala, que se agrupan
en 4 categorias o niveles: un agua, dos tierras, cuatro aires y ocho fuegos (ver Figura 4).

Agua = Recibir (1 persona)
Tierra = Apoyar (2 personas)
O Aire = Atraer (4 personas)

Fuego = Dar (8 personas)

Total: 15 personas

FIGURA 4. Composicion de cada flor o mandala.

Cada pétalo representa a cada una de las 15 personas que integran el telar. En el centro de
la flor esta el “agua”, quien tiene que invitar a dos personas a entrar al telar, los “tierra”.
Los elementos tierra invitan a dos personas cada uno, que forman parte de la categoria
“aire”. Los elementos aire también invitan a dos personas cada uno, denominados “fue-
g0”, que son quienes completan la flor. Los elementos fuego son siempre quienes hacen la
inversion inicial (que suele ser alta, entre 1000 y 1 500 ddlares), y el agua es quien recibe
la suma de todas ellas. Es decir, suponiendo que cada fuego ingrese con 1000 ddlares, el
agua recibe 8 000 mil y sale del sistema. Los elementos tierra pasan entonces a ser agua
y forman una nueva flor cada uno. Los demas elementos suben un nivel en la estructura
pasando a ser tierra y aire en las nuevas flores. Los aire de las nuevas flores, que eran
fuego en la anterior, son quienes ahora deben invitar cada uno a dos personas mds, para
que sean los nuevos fuegos (invirtiendo mil ddlares al ingresar). Este ciclo se repite, y
cada uno cobra 8 veces la inversion inicial cuando llega a ser agua de una nueva flor, y
esa flor se completa con sus 8 fuegos.

Lo anterior se puede visualizar mejor como diagrama de arbol, como el de la Figura 5.
Cuando el agua recibe el dinero y se retira, la rama izquierda del arbol forma una nueva
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flor, ascendiendo cada uno de nivel. Asi, los fuego pasan a ser agua y cada uno de los 4
debe lograr ingresar a 2 personas cada uno, quienes serdn los nuevos fuegos y deberan
invertir. Lo mismo ocurre con la rama derecha.

PN
/o N\ / N\

/ o\ / o\ /o\ / o\

FIGURA 5. Representacion del telar como arbol.

Resumiendo: para que una persona reciba dinero debe llegar a ser agua, y luego 8
personas deben ingresar e invertir. Nadie recupera la inversién hasta llegar a liderar y
completar una flor, en cuyo caso, la multiplica por 8. Si la cadena se corta, todos los
que se encuentran participando pierden. Por lo tanto, el ganar depende solamente de la
participacién de nuevos miembros.

Asi, a medida que se van creando nuevas flores se necesita mds gente para completarlas,
aumentando las posibilidades de que el proceso se detenga. Pero, ;qué tan rapido es este
aumento? Veamos qué cantidad de personas son necesarias para sostener el sistema.

Pensemos primero que existe una sola flor, la inicial. Se forma con un total
de 15 personas, donde 8 invierten y 1 gana.

La flor se divide en 2 nuevas flores, y cada una de ellas necesita 8 inver-
sionistas. Luego, en esta fase, 2 - 8 = 16 personas invierten y 2 ganan.

Cada una de las flores anteriores se divide en 2 nuevas flores, por lo que
son un total de 4. Cada una necesita 8 inversionistas. Luego, ahora 4 - 8 = 32
personas invierten y 4 ganan.

Cada flor de la fase anterior se divide en 2 nuevas flores, formando un total
de 8. Cada una necesita 8 inversionistas, es decir, 8 - 8 = 64 invierten y 8 ganan
(que corresponden a los inversores de la Fase 0).

Continuando de la misma forma, a medida que las flores se subdividen para formar 2
nuevas, la cantidad de personas necesarias para que el sistema siga se va duplicando.
En otras palabras, dicha cantidad aumenta de manera exponencial (ver Cuadro 3). Como
vimos, este tipo de crecimiento es asombroso y dificil de asimilar. Por ejemplo, en la
fase 25 se encuentran activas 22° flores, por lo que el total de participantes es

15 - 2%° = 503 316 480.
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Este nimero representa mas de 10 veces la poblacion de Argentina.

Flores creadas | Inversores
1 8§=8-2
2 16 =8-2
4 32=8-2
8 64=8-2
16 128 =8-2
32 256 =8-2
64 512 =8-2

CUADRO 3. Cantidad de inversores en cada fase.

En forma general, en la fase n hay 2" flores (cada una formada por 15 personas). Como
consecuencia, a medida que el juego avanza se hace maés dificil conseguir gente dispuesta
a ingresar. Debido a la velocidad del aumento exponencial ya analizada, esto ocurre rapi-
damente, por mas esfuerzo y voluntad que uno le dedique. Asi, la cadena se interrumpe
haciendo que todos los que se encuentran participando pierdan su dinero.

Es verdad que las personas podrian participar mds de una vez, y asi el que ‘“‘se termine
la gente” no seria un problema (aunque tampoco pueden participar infinitas veces, que
seria la unica forma de que nadie pierda), pero lo cierto es que cada persona no forma
parte de muchas flores a la vez, ni todo el mundo accede.

Aunque el crecimiento exponencial en la cantidad de participantes necesarios es lo que
hace que la cadena tarde o temprano se corte, debemos observar que este no es el motivo
por el que este tipo de mecanismo es inviable, como explicamos a continuacion.

Es matematicamente imposible que todos ganen. El hecho de involucrar dinero jun-
to con una dindmica de funcionamiento que parece organizada y compleja produce la
sensacion de que puede funcionar. Sin embargo, el dinero que hay en juego no produce
intereses, solamente circula de mano en mano. Para comprender por qué no puede fun-
cionar reemplacemos el dinero por un objeto: supongamos que nos invitan a participar de
un juego en el que cada persona dona un libro. Sin importar quién ni cdmo se ganan los
libros, si hay 100 personas participando, hay 100 libros en juego. Si hay 800 personas,
hay 800 libros. Siempre habra tantos libros en juego como personas participando, ya que
cada una “dond” un libro para ingresar, y los libros no se reproducen (al igual que el
dinero en este tipo de sistemas).

Entonces, ;como seria posible que todos los participantes tengan mds de un libro? La
promesa en este tipo de juegos es multiplicar la inversion, por ejemplo, por 8. ;Cémo
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pueden estar jugando mil personas y que cada una reciba 8 libros, si hay mil libros en
juego? Si alguna tiene 8 libros, entonces hay 7 personas que se quedaron sin el suyo. No
existe otra forma, pues en el camino no se generaron libros, solamente pasaron de mano
en mano.

Para solucionar esto, hay que agregar mds gente al juego para que done un libro ca-
da una. Pero no importa cudntas veces hagamos esto, porque siempre habra la misma
cantidad de libros que de personas. El problema es que el sistema tarde o temprano se
cae y, cuando esto ocurre, por cada persona que gana hay 7 que pierden. Esto significa
que las probabilidades de perder son altas, ya que el 87.5 % de los participantes pier-
den. Por otra parte, en caso de ganar, nos estariamos quedando con los libros de otros.
Resumiendo: o somos estafados, o somos estafadores.

Todo lo anterior no es advertido cuando se intenta atraer a alguien a participar en uno
de estos sistemas. Quizds la persona que invita a ingresar tampoco lo sabe pero, en algtin
nivel superior, se sabe. El discurso habla de “empoderamiento”, “solidaridad” y benefi-
cios econdmicos muy tentadores. Pero nunca se advierte sobre el alto riesgo de perder
lo invertido (tampoco se utiliza la palabra “inversion” sino “regalo”, ya que el lenguaje
es la clave de este engafio). A diferencia de otros juegos de apuestas, en los que también
solemos tener pocas chances de ganar, tampoco se menciona que pertenecer al grupo de
quienes no pierden en este sistema equivale a quedarnos con plata ajena.

Si cada persona que ingresa a un sistema de este tipo estuviera al tanto de todo lo ante-
rior, asi como del orden de llegada al juego (mientras mds flores haya en funcionamiento
mas dificil es conseguir gente), entonces no se hablaria de estafa.

Sistemas piramidales.

El telar de 1a abundancia es una adaptacion de lo que se conoce en Economia como sis-
tema o estafa piramidal: la gente que se encuentra en la parte inferior de la pirdmide pone
dinero, para que lo gane la que se encuentra en la cima. Muchas empresas funcionan bajo
este mecanismo utilizando lemas del estilo “sé tu propio jefe”. En este tipo de trabajos el
producto que se ofrece es solamente un pretexto. Cuando se habla de fraude se cuestiona
el sistema de fondo, y no la eficiencia del producto. En esta metodologia de trabajo el
ingreso principal no proviene de la venta del producto en cuestion, sino de la gente que se
capta para ingresar al sistema. De hecho, en muchos casos, la persona que invita a partici-
par no puede explicar en detalle de qué se trata el trabajo al cual estd invitando a ingresar,
por lo que organiza una reunién para contar en persona a todo un grupo de gente.

Para ingresar es necesario realizar una inversion de dinero en productos y, luego, cap-
tar a un determinado nimero de personas para que también se incorporen. Digamos, 6
personas. ;Cudntas veces puede hacerse eso? Supongamos que todo se inicia en la “ge-
neracioén 0” con una persona que invita a otras 6. Cada una de estas 6 debe ingresar a 6
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personas mads al sistema, es decir, 36 miembros conforman la segunda generacion de in-
corporaciones. Luego, cada uno de estos 36 miembros debe ingresar a 6, dando un total
de 36 - 6 = 216 nuevos integrantes en la generacion nimero 3. Y asi, siguiendo de es-
ta forma, la generacion n se compone por 6" integrantes. Luego de 13 generaciones, la
cantidad total de miembros del sistema sera igual a

146+62+63+---+6%.

Lo anterior es una suma geométrica como las presentadas anteriormente, con ¢ = 5y
n = 13, por lo que su resultado es

64— 1 78364164095
6-—1 5

= 15672832819,

que es mas del doble de la poblaciéon mundial. Es decir, el ciclo no llegard a cumplirse 13
veces si ninguna persona reingresa. Los productos tampoco podran venderse, porque cada
uno dispone de la compra inicial para si mismo. Por este motivo, los articulos de estas
empresas se conocen como ‘“productos de garage”, ya que muchos de los participantes
terminardn con los productos guardados, habiendo perdido dinero. Lo anterior explica
por qué estos sistemas son llamados estafas piramidales.

§5. Problemas de dinero: interés compuesto

Supongamos que alguien nos pide prestado dinero, digamos 1000 pesos, y nos dice
que nos los devolvera luego de un mes, con un 50 % de interés. Es decir, luego de un
mes nos devuelve 1500 pesos. Pero en ese momento, en lugar de devolvernos el dinero,
nos pide que le prestemos ese nuevo monto por un mes mas, y nos dice que lo devolvera
aplicando el mismo interés. Entonces, ahora debemos sumarle a los 1 500 pesos el 50 %
correspondiente al interés. ;Cudnto nos devolverd luego de 2 meses seglin este mecanismo
de intereses? ;Y si pasan 8 meses bajo el mismo proceso?

Como siempre, para visualizar mejor el proceso, organizaremos los datos en una tabla.

Antes de eso, es importante comprender lo siguiente: el simbolo % equivale a multi-
plicar por el factor 0.01 (que es lo mismo que dividir por 100). Asi, “cincuenta por ciento”
se representa como 50 % y significa multiplicar por 0.5, ya que 50 - 0.01 = 0.5. Entonces,
para obtener el 50 % de 1 000 se multiplica

0.5-1000 = 500.
Luego, para agregarle el interés al monto inicial hacemos:

1000 + 0.5-1000 = 1.5-1000.
—~— ~—_——

monto inicial interés

& En término generales, agregarle a una cantidad cualquiera el 50 % equivale a mul-
tiplicar por 1.5 dicha cantidad. Entonces, para elaborar la tabla, cada mes deberemos
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multiplicar por 1.5 el monto obtenido en el mes anterior. El resultado se muestra a conti-
nuacion.

Mes | Dinero a recibir al final de cada mes

1 1.5 1000
2 | 1.5(1.5-1000) = (1.5)%- 1000
3 | 1.5((1.5)2-1000) = (1.5)% - 1000

4 | 1.5((1.5)3-1000) = (1.5)* - 1000

Asi, de modo general, vemos que al final del mes nimero n el dinero a recibir serd

(1.5)™ - 1000.

Mediante esta formula podemos responder las preguntas iniciales, reemplazando n
por 2 y por 8, respectivamente. Asi, luego de 2 meses de repetir este procedimiento nos
deberd devolver

(1.5)* - 1000 = 2250

pesos, mientras que después de 8 meses seran
(1.5)% - 1000 ~ 25629,
donde el simbolo ~ significa que se ha realizado una aproximacion.

En el ejemplo anterior 1.5 es lo que se conoce como “base” de la potencia. En este
caso no es un nimero entero, como cuando algo se duplica o triplica mes a mes, pero es
un ndmero mayor que 1, lo que hace que el monto aumente exponencialmente de todas
formas.

El tipo de interés trabajado previamente es lo que se llama interés compuesto, y re-
presenta la acumulacion de intereses que se generan en un determinado tiempo, por un
capital inicial segun la tasa de interés y la cantidad de periodos. A diferencia del interés
simple, en el que la ganancia no se acumula hasta terminar el proceso, en el compuesto
los intereses que se obtienen al final de cada periodo de inversion se afaden al capital
inicial, es decir, se capitalizan, generando interés en el siguiente periodo de tiempo.

El interés compuesto se aplica en un plazo fijo que se renueva, por ejemplo, mes a mes.
Por supuesto la tasa no sera del 50 %, sino que suele ser bastante menor. Supongamos que
un banco paga un interés del 3 % por cada mes que se deje depositado una cantidad de
dinero. Estamos suponiendo un interés compuesto que se capitaliza mensualmente, como
en el ejemplo previo. Entonces, con un monto inicial de $20 000, luego de 4 meses el
capital (en pesos) obtenido al aplicar interés compuesto serd igual a

(1.03)* - 20000 ~ 22 510.
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que la hacen posible. En razén de ello, la problemética se inscribe en el entrecru-
zamiento entre dos campos académicos como son la educacién matemaética y la
educacion de jévenes y adultos.

En el Capitulo 1 se efecttia un recorrido detallado del proceso de investigacion
que menciona los numerosos antecedentes consultados en torno a la modalidad
EDJA, la educacién matematica de jévenes y adultos, los saberes y las préacticas do-
centes, y las practicas de ensefianza de la matematica en lo que el autor denomina
“otras primarias”, en alusién a escenarios que difieren de la educacién primaria
comun. A continuacion, se explicitan las perspectivas tedricas convergentes en la
construcciéon del problema de investigacion, del acontecer teérico-metodolégico
en esa construccién y del minucioso proceso analitico llevado a cabo.

Siguiendo una tradicién investigativa en el campo de la educacién matemaética,
se recuperan aportes de la teoria de las situaciones didacticas (TSD) y de la teo-
ria antropolégica de lo didactico (TAD). Asimismo, se plantea la complejidad de
las practicas docentes y la necesidad de basarse en un enfoque multirreferencial,
particularmente en los estudios sobre el trabajo y el saber docente procedentes de
la etnografia educativa latinoamericana y, finalmente, remite a los estudios sobre
préacticas de numeracidad.

En este capitulo se describe el devenir de la formulacién del problema a inves-
tigar y se fundamentan las decisiones metodolégicas y analiticas adoptadas a lo
largo de la investigacion. En particular, se justifica la decisién de realizar un es-
tudio en casos, tomando como referente empirico el trabajo de tres docentes en
el nivel primario de la modalidad EDJA, y se especifican las estrategias utilizadas
para la recolecciéon de datos: analisis documental, entrevistas semiestructuradas
y observaciones y registros de clase.

El Capitulo 2 refiere a la reestructuracién del sistema de ensefianza en EDJA
y su proyeccién escolar de transposicion de saberes matematicos. En primer tér-
mino, se sittian las practicas docentes en el marco de las condiciones que las atra-
viesan y dan forma, generando posibilidades, asi como restricciones.

El autor entiende la reestructuracion del sistema de ensefianza como aquellos
cambios estructurales favorecidos por la definicién de la EDJA como modalidad
del sistema educativo que involucra la conformacién de una noosfera distinta a
la del sistema escolar regular y regulaciones sobre el trabajo docente también di-
ferentes a las de aquel. Esto implica que esas transformaciones abarcan distin-
tos niveles y producen efectos en las practicas escolares. Asimismo, siguiendo a
(Brousseau, 2007), destaca la importancia de la comprensién o la construccién de
sentido en el aprendizaje, el cual no es independiente de la forma en que la en-
sefianza se lleva a cabo, a fin de propiciar la apropiacién de los conocimientos,
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asentada en “una posiciéon de autonomia en la relacién con el saber” (Gerez Cue-
vas, 2020, p. 46).

Con base en esas consideraciones, para identificar la orientacion de la reestruc-
turacion del sistema de ensefianza en la modalidad, el autor efectiia anélisis de
distintos documentos, entre ellos, una Resolucién del Consejo Federal de Educa-
cién que establece definiciones centrales de la EDJA acordes a la Ley de Educacion
Nacional, lineamientos para la elaboracién de disefios curriculares, y el disefio cu-
rricular de nivel primario para la modalidad en la provincia de Cérdoba. Dicho
analisis le permite particularizar en el proyecto didactico, esto es, qué parte de la
cultura y del saber matematico se aprecia como deseable y socialmente relevante
en la formacién de jovenes y adultos. Asimismo, a partir del anélisis del cuaderni-
llo Mejora de los aprendizajes de Lengua, Matemadtica y Ciencias, el autor plantea
lo que considera limitaciones de la reestructuracion del sistema de ensefianza ba-
jo el fundamento de que se pretende dar respuesta al problema de la ensefianza
desvinculada de la actividad matematica que le da sentido.

De lo anterior deriva que, en esas condiciones, el proyecto social de transpo-
sicién de los saberes matematicos no se formula acabadamente, delegando su
instrumentalizacion en los docentes. Sostiene que el abordaje de una situacién
problematica requiere que el sentido de los saberes matematicos integre aportes
fundamentados en una problematizacion epistemolégica, en lugar de reducirse
solo a una relacion con précticas sociales, con el riesgo de una trivializacién del
saber especifico.

Los Capitulos 3, 4 y 5 presentan resultados que provienen del andlisis minucio-
so y vivido de los tres casos que conformaron el referente empirico. La densidad
del anélisis da cuenta de un proceso atento y cuidadoso y permite al lector vi-
venciar las clases relatadas y las conversaciones sostenidas con las docentes. Las
afirmaciones e interpretaciones realizadas se sustentan en evidencias sélidas que
provienen de las diferentes fuentes de datos y son interpretadas a la luz del ins-
trumental tedrico escogido.

En el Capitulo 3 se plantea un modo de abordar los saberes docentes, recupe-
rando aportes teéricos que intentan comprenderlos en relaciéon con las condiciones
institucionales en que estos se producen. El mismo se organiza en torno a tres ejes:
a) sentidos sobre la escuela en la modalidad EDJA; b) la ensefianza, el aprendiza-
je y sus condiciones; c¢) la matemdtica y su ensefianza, considerando de manera
transversal los saberes puestos en juego por las docentes, en cada eje.

A partir del andlisis e interpretacion de entrevistas semiestructuradas, expo-
ne los saberes construidos por las docentes de los tres casos considerados: una
escuela nocturna y un centro de nivel primario para adultos (CENPA), cuya de-
pendencia es provincial, y un centro educativo de jévenes y adultos (CEJA) de la
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municipalidad de Cérdoba. Con relacién a los sentidos de la escuela construidos
por las maestras, se identifican expresiones relacionadas con tradiciones arraiga-
das en la modalidad (compensatoria y précticas infantilizadas), asi como otras
proximas a las teorias criticas. Respecto a la pregunta acerca de la ensefianza, el
aprendizaje y sus condiciones, se visualiza una re-significacién de la perspecti-
va dialégica, expresada en la valoracién de las interacciones orales en detrimento
del uso del soporte escrito, en la disposicion de los bancos en la clase y en cierto
cuestionamiento a la infantilizacién, por un lado; y, por el otro, saberes relacio-
nados con perspectivas constructivistas que han circulado en la escuela primaria
infantil. Se mencionan también coincidencia en los saberes de las docentes en la
importancia de propiciar la autoconfianza de los estudiantes, aunque asentada
en distintas ideas: destacar los logros y no los errores, reconocer la produccién
de los estudiantes y el intercambio con sus compafieros y favorecer la autoesti-
ma, junto a expresiones que atribuyen a los estudiantes ciertas dificultades en la
comprension. En cuanto al dltimo eje, sefiala coincidencias en contextualizar las
tareas matematicas en las actividades cotidianas de los estudiantes, principalmen-
te en las operaciones aritméticas; sin embargo, en la resolucién de las operaciones
predomina la transmisiéon directa de técnicas algoritmicas, matizadas en menor
medida con la recuperacién de saberes personales de cdlculo de los estudiantes.

En el Capitulo 4, valiéndose de la TAD, se analizan dificultades del oficio do-
cente en la modalidad EDJA que dan cuenta de debilidades detectadas en los mo-
dos en que se estructura la actividad matemaética en las instituciones de esta mo-
dalidad. Tales dificultades son: la adaptacion de la ensefianza a la diversidad de
necesidades individuales de los estudiantes, la articulacién entre practicas de nu-
meracidad de dominio escolar y de la vida cotidiana, la construccién de sentidos
en la ensefianza de objetos matematicos especificos (las fracciones) y la construc-
cién de recorridos de estudio.

El Capitulo 5 particulariza en las interacciones, entre docente y alumnos, y las
regulaciones didacticas en diferentes estrategias de ensefianza utilizadas por dos
de las docentes con quienes se trabajo: el uso de fichas de actividades individuales
y la clase dialogada. Haciendo uso de la nocién de contrato didactico, se describe
la actividad del docente en el establecimiento de regulaciones en la relacién de
cada estudiante con el saber matematico en juego. A pesar de sus diferencias, se
concluye que ambas estrategias generan condiciones escasamente favorables para
construir una posicién de autonomia de los estudiantes en la relaciéon con el saber.

En las Conclusiones el autor sintetiza minuciosamente el proceso de investiga-
cién expuesto en los primeros capitulos y presenta los principales hallazgos de la
tesis derivados del andlisis documental y, principalmente, del anélisis de las en-
trevistas y de los registros de las observaciones de clase. Finalmente, dedica un
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apartado sobre los aportes que puede realizar la matemadtica escolar a las perso-
nas jovenes y adultas en el cual expresa la apuesta fundamental de la tesis, esto es,
“la potencialidad de una matemaética escolar que habilite y autorice a las personas
adultas en la participacién en una cierta préctica intelectual” (Gerez Cuevas, 2020,
p. 260), y la preocupacién por propiciar espacios de trabajo colaborativo entre los
docentes.

Consideramos que la tesis de Nicolds Gerez Cuevas representa una contribu-
cién de relevancia para el campo de las ciencias de la educacion, en general, y de
la educacion matemaética, en particular. Aborda una tematica que cuenta con esca-
sos estudios en el ambito local. Asimismo, la tesis brinda insumos para el disefio
de propuestas de formacién de docentes en la modalidad EDJA y para la elabora-
cién de materiales especificos para la ensefianza de la matematica en ese contexto.
Ademas, deja interrogantes que pueden dar lugar a futuras investigaciones que
profundicen la tematica.
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Seccion de Problemas

por Juan Pablo Rossetti
con la colaboracion de Mateo Carranza Velez

Los siguientes problemas estan pensados para un ptiblico amplio. Las solucio-
nes se encuentran en la pagina siguiente.

N7,
N

Problema 1. (Platos redondos en mesa cuadrada.) En un bar con mesas cuadradas,
dos mozos ponen platos redondos sin superponerse, ni sobresalir sobre una mesa.
Se les ocurre un juego: el primer mozo debe poner un plato, el segundo poner otro,
y asi seguir alternadamente, hasta que alguno de los dos ya no pueda poner un
nuevo plato sin superponerse ni sobresalir de la mesa.

Hay uno de los dos mozos que tiene una estrategia ganadora. Decir cual de los
dos es y explicar porqué.
Pregunta adicional: ;Sirve la estrategia ganadora propuesta si las mesas fueran

enormes? Por ejemplo, tan grande como toda la manzana (cuadrada) donde se
encuentar el bar. ;Hay una estrategia ganadora si las mesas fueran rectangulares?

Problema 2. (Distribuir niimeros cuyas sumas dan primos.). Queremos distribuir
los ntimeros 1,2,...,n, alrededor de una circunferencia de forma que la suma
de cada par de ntiimeros vecinos sea un nimero primo. ;Es posible hacerlo para
n = 8? jParan = 9? ;Para n = 10? ;Para n = 20217

(Se sabra la respuesta para todo n € N?

Ejemplo. Sin=6, se puede, pues (1,6, 5, 2, 3,4) forma los primos 7,11,7,5,7y 5.

Problema 3. (Descifrando un niimero irracional).
Hallar los primeros 2000 digitos después de la coma del nimero (8 + 3v/7) 0
[Ayuda: a pesar de que se trata de un ntiimero irracional, que por lo tanto su

desarrollo decimal no es peridédico, en este caso, si se pueden calcular las primeras
cifras, por una razén particular. El 31/7 es parecido a 8 y se puede trabajar con

8 — 3V7]
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SOLUCIONES

Solucion 1. Respuesta: El primer mozo tiene una estrategia ganadora.

Es sorprendentemente simple: pone el primer plato en el centro de la mesa.
Cuando el 2do mozo pone (si es que puede) un plato, entonces el ler mozo pone
otro en el lugar simétrico, es decir aplica una simetria central (con respecto al
centro de la mesa) al plato que puso el 2do mozo y pone un plato en ese lugar.
De esta manera, cada vez que el 2do mozo pueda poner un plato, el lero también
podré poner otro, en el lugar simétrico con respecto al centro de la mesa.

Solucion 2. Respuesta: Para n = 8 se puede, por ejemplo poner (4,3,8,5,2,1,6,7)
para n = 10 también, por ejemplo (4,3,8,5,2,1,6,7,10,9). En cambio paran =9
no se puede, puesto que deberia haber dos nimeros impares juntos, que al sumar-
los da un par distinto de 2, por lo tanto no es un primo. Esto mismo ocurre para
cualquier n impar, no es posible.

Para n par, se sabe que siempre se puede para valores menores a cierta cota
(como 10'?) y hay pruebas heuristicas y conjeturas que aseguran la validez para
todo n par; siendo muy lindo el hecho que el problema involucra la Conjetura de
los ‘primos gemelos” y la Conjetura de Goldbach.

Vale la pena hacer notar que si se hace un grafo cuyos vértices son los niimeros
naturales de 1 a n y sus aristas las que unen dos ntimeros cuya suma es un primo,
entonces el problema se traduce en hallar un ciclo Hamiltoniano en este grafo.

Solucion 3. Respuesta: Son todos nueves.

Lo que sucede es que son parecidos los nimeros 8 y 3v/7 y cuando a un ntimero
pequefio, menor que uno, se lo eleva a una potencia grande, se va haciendo muy
chiquito, y tendra sus primeros digitos iguales a cero. Antes, hay que hacer varias
manipulaciones algebraicas con 8 — 3+/7 para llegar al resultado. Veamos que

(8 +3v/7) + (8 — 3V/7) es entero, luego (8 + 3v/7)? + (8 — 31/7)? es entero, y

(8 4+ 3v/7)" + (8 — 3v/7)" es entero

Para ver esto, usamos el Teorema del binomio (de Newton), que es la generali-
zacion de las formulas (a + b)? = a® + 2ab + b* y (a + b)® = a® + 3a*b + 3ab? + b>.
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Tenemos que
n n . .
b n — ’Lb?’b—’b
(a+b) ; (Z>a

donde (7) = y lo tinico que necesitamos saber es que este ntimero es entero.

B+3VN)"+ (B =3VT)" =21, ( TZ ) 8BV + Y0, ( Z‘ > 8 (—=3v7)"

Los términos impares de esta sumas se cancelan y solo quedan los pares, en los
que elevamos una raiz a una potencia par, por lo que esta suma da un ntimero
entero. Como

8 —3V7 < i, entonces (8 — 3V7)" < L

10 10"

Por lo tanto los primeros 2000 digitos después de la coma de (8 — 3v/7)%°% son
ceros, y entonces los primeros 2000 digitos después de la coma de (8 + 31/7)%% =
un entero — (8 — 3v/7)" son 999.. .. 99.
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jSucesiones al toque!

(Cudl creés que es el proximo ntimero en las siguientes sucesiones y
por qué? ;Te animds a encontrar més términos de estas sucesiones? ;Y
una férmula general?

{an}: 1,2,6,24,120,720, 5040, 40320, 362880, 3628800, ...
{bn}: 2,5,10,17,28,41,58,77,100, 129, 160, ...

{c,}: Usamos una notacién abreviada: 1° denota nueve unos, etc.
19,2,1,2191,210 1,210 1 210 1 210 7 2107 2101 210122 38 2 1,28 3,
22,3%,2,3,2,37,2,32,2,30,2,35 2. ..
=1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,1,2,2,2,2,2,2.2,2,2.2.1,2.2.2,2.2.2.2.2.2. 2,
1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,2,2.2,2,2.1,2,2,2,2,2,2,2.2, 2,2,
1,2,2,2,2,2,2,2.2,2.2.1,2.2,2.2,2.2.2.2.2.2.1,2,2.2,2.2.2.2.2 2 2
1,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,2,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,2,2,2,2,2,2,2.2,2. 3,2,
3,2,3,3,3,3,3,3,3,2,3,3,2,3,3,3,3,3,3,2,3, ...

{d.}: 1,1,2,5,14,42,132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900,
2674440, 9694845, 35357670, 129644790, 477638700, . ..

Podés encontrar las soluciones en la pagina siguiente.
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Soluciones de jsucesiones al toque!

ay; = 39916800.
a, =1Xx2x---xn=nl

612 - 197
Suma de los primeros primos.

160 = 3.
Cuenta la cantidad de digitos distintos que tienen los nt-
meros en la notacién usual (decimal).

dyy = 1767263190.

numeros de Catalan: %(2:) = %

Viene de la pagina anterior.
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