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Editorial

S emanas atrás, el matemático Hao Huang de la Universidad de Emory de Es-
tados Unidos, probó la llamada conjetura de la sensibilidad; un problema

importante de la teoría de la complejidad computacional, formulado en 1989 por
Noam Nisan y Mario Szegedy.

Llamó mi atención que Huang necesitara apenas un par de páginas de argu-
mentación, reduciendo un problema que venía resistiendo el intento de expertos,
a unomás sencillo y entendible, incluso para no especialistas. La anécdota se com-
pleta diciendo que Huang resolvió el problema refugiado en un hotel de Madrid,
en una breve estadía durante la intensa ola de calor que castigó a Europa este año.

No interesa aquí ahondar en qué consistía la conjetura, ahora teorema, ni por
dónde transitó la solución aunque ambas cuestiones han llegado a la primera pla-
na de algunos periódicos y portales del mundo. Baste decir que el resultado com-
para el grado de sensibilidad de una regla de decisión (máximo número de datos
a los que una regla puede ser sensible a cambiar) y la complejidad de preguntas
de dicha regla de decisión.

¿Por qué demoró 30 años la respuesta si la misma era, si no elemental, accesible
para muchos? Nos podemos imaginar, como en otras ocasiones de la historia, que
una mirada distinta, una pregunta no formulada hasta entonces, pudo ser la llave
que le permitió llegar a la solución.

Salvando las distancias en el tiempo y en la importancia del resultado, podemos
recordar a un adolescente que, en lugar de buscar como otros, un patrón que per-
mitiera predecir cuál sería el siguiente número primo, decidió atacar el problema
desde otro ángulo: se preguntó cómo estaban distribuidos los esquivos números
primos. Esto lo llevó a ver y a conjeturar que mientras que entre los primeros diez
números casi la mitad eran primos, entre los primeros cien eran una cuarta parte,
entre los primeros mil solo una sexta parte aproximadamente lo eran y así sucesi-
vamente. El joven adolescente era nadamenos queGauss y hubo que esperar poco
más de cien años para que esta conjetura fuera probada por J. Hadamard y C.J. de
la Vallée Poussin. Tanto omás trascendente es el ejemplo de Galois que, inflamado
por los trabajos deN. Abel, que había establecido que existen ecuaciones quínticas
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4 Editorial

que no pueden resolverse por radicales, decidió dar un paso más, cambiar la pre-
gunta: si algunas quínticas no son resolubles pero otras sí lo son, ¿qué distingue
a un grupo de otras? La pregunta revolucionó la matemática y una teoría nueva
impactó la ciencia durante todo el siglo XX y aún hoy sigue produciendo nuevos
descubrimientos.

Por supuesto que el relato de estos casos están aquí simplificados deliberada-
mente. Todos ellos están insertos en su correspondiente contexto histórico y polí-
tico y cada uno de los protagonistas, parafraseando a Newton, se subieron a los
hombros de otros matemáticos para ver más allá.

El célebre profesor de lógica Arthur Seldom, protagonista de la novela Los crí-
menes de Alicia de nuestro colega GuillermoMartínez, se pregunta un tanto angus-
tiado ¿cuánto de lo que pensamos y conjeturamos y abandonamos queda a la distancia de
una vuelta más, de una intuición afortunada, de un truco de cálculo? El nuevo enfoque
de Gauss, la pregunta distinta de Galois, tal vez la otra mirada de Huang en el
verano español...

L as reflexiones que generan esta pregunta trascienden la matemática y nos in-
terpelan en cómo entendemos el entorno que nos circunda y los problemas

que enfrentamos cotidianamente como individuos y como sociedad. Decía G. Pol-
ya que la resolución de un problema (en fin, hacer matemática) no es un asunto
puramente intelectual. La determinación, la tenacidad y las emociones juegan un
papel fundamental, haciendo de la Matemática, contrariamente a lo que se suele
creer, una ciencia humana por excelencia.

En este número, uno de los artículos reflexiona sobre la actitud hacia la ma-
temática y su impacto en la enseñanza. Un exhaustivo artículo que estudia las
chances en el popular juego de El Truco, vincula, una vez más, al juego con la
matemática. La matemática siempre es un juego, aunque es muchas cosas más
decía el catedrático español Miguel de Guzmán. También se encontrarán con un
sorprendente método para encontrar geométricamente ceros de polinomios. Las
secciones habituales de ¿Sabías que? y de Problemas completan el presente nú-
mero. Esperamos que su lectura, estimule nuevas preguntas y nuevos desafíos.

Juan Carlos Pedraza

Nota: Es muy importante para la RevEM contar con la colaboración de ustedes a través del envío de contribuciones de
calidad para publicar. Solicitamos enviar los artículos preferentemente a través del sistema en la página web, pero si tienen
inconvenientes pueden hacerlo a la dirección de correo electrónico que figura abajo.
Página web: https://revistas.unc.edu.ar/index.php/REM/index

Correo electrónico: revm@famaf.unc.edu.ar
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ELMÉTODODE LILL PARA EVALUAR
POLINOMIOS
Javier Pedro García

Resumen. Si bien el tópico Polinomios es clásico en la escuela secundaria y pareciera estar
agotada la posibilidad de nuevos abordajes, aún queda mucho por decir. En este sentido,
en el presente escrito mostramos una forma muy interesante de interpretar la evaluación
de polinomios en términos gráficos, conocida como elmétodo de Lill. Estemétodo sorprende
tanto por su elegancia como por la novedad que representa (aún cuando haya surgido en
la segunda mitad del siglo xix), así como por la riqueza de contenidos matemáticos que
se entrelazan en su desarrollo: el algoritmo de división, la regla de Ruffini o de Horner, la
geometría y las funciones trigonométricas.

Abstract. While the topic Polynomials is classic in high school and the possibility of new
approaches seems to be exhausted, much remains to be said. In this sense, in this paper
we show a very interesting way to interpret the evaluation of polynomials in graphical
terms, known as Lill method. This method surprises both for its elegance and the novelty it
represents (even when it emerged in the second half of the nineteenth century), as well as
for themanymathematical contents intervening in its development: the division algorithm,
Ruffini or Horner’s rule, geometry and trigonometric functions.

§1. La sorpresa inicial

La idea de utilizar un gráfico para estimar las raíces de un polinomio parece
desde el vamos una idea original. Y fue el ingeniero austríaco Eduard Lill quién
en 1867 desarrolló un método para hacerlo: mediante el simple trazado de dos
poligonales podemos estimar la evaluación de un polinomio f en un número real
x. Tomemos, por ejemplo, el polinomio f = 2x3 + 3x2 + 5x+ 6. Queremos evaluar
f en x = −1. En la Figura 1 presentamos la idea de Lill. La primera poligonal
(la de trazo grueso) representa, en un sentido que precisaremos, al polinomio f :
la longitud de cada uno de sus segmentos coincide con los coeficientes de f . La
segunda poligonal (la de trazo punteado) representa el hecho de que queremos
evaluar en x = −1 = tan(−45). La distancia entre los extremos finales de cada una

Palabras clave: representación de polinomios, método de Lill, regla de Horner.
Keywords: polynomials representation, Lill’s method, Horner’s rule.
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6 Javier Pedro García

de las poligonales es igual a 2. Si calculamos f(−1) como lo hacemos usualmente,
obtenemos f(−1) = −2 + 3− 5 + 6 = 2. ¿Será una casualidad?

−3 −2 −1 1 2

−3

−2

−1

0

1

2

3

x

y

θ

Figura 1. Las dos poligonales para f , y su
interpretación; θ = −45°, f(−1) = 2

Es de imaginar que no lo
es. Teniendo en cuenta que
la función tanx definida de
(−π/2, π/2) enR es biyectiva, ca-
da número real x puede identi-
ficarse con un cierto ángulo θ

(x = tan θ) y, de esta manera,
para cada x ∈ R se construye
la segunda poligonal: la misma
comienza con el trazado de una
semirrecta que forma un ángulo
θ con el eje x. Midiendo de ma-
nera apropiada la distancia entre
los extremos finales de las po-
ligonales podremos calcular el
valor de f(x).

Por supuesto, el entramado que subyace detrás de este ejemplo introductorio es
de una riqueza que vale la pena explorar. ¿Cómo es que funciona? ¿Cuáles son las
ideas que lo inspiran? Esperamos que el discurrir del texto nos permita responder
las preguntas formuladas. Y esperamos también que el lector experimente, al
igual que nosotros, la sorpresa que nos abordó la primera vez que conocimos este
método: cómo los polinomios aún constituyen un concepto con un gran potencial
para comprender mejor la matemática escolar.

§2. Representación de polinomios

Existe un puente que va desde el álgebra a la geometría y está vinculado a las
formas en las que expresamos los polinomios, específicamente a una forma en
particular: la llamada forma de Horner. Esto nos lleva directamente, a tratar este
tema con dedicación.

Cuando de polinomios se trata, desde el primer momento es común escribirlos
como

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Esta es la definición inicial, aunque no hay que perder de vista que no es la única
forma de representar un polinomio. Nos interesa entablar una primera discusión
con respecto a este punto.
Un ejemplo típico se da en el contexto del trabajo con funciones cuadráticas

o, también, polinomios de grado 2. Cuando se consideran, suelen clasificarse
atendiendo a la información que proporciona cada una de las escrituras:

Revista de Educación Matemática, Vol. 34 N° 2 – 2019



El método de Lill para evaluar polinomios 7

f = ax2 + bx+ c “forma polinómica”

f = a(x− x0)2 + y0 “forma canónica”

f = a(x− x1)(x− x2) “forma factorizada”

Aunque siempre nos estemos refiriendo al mismo polinomio f , la palabra poli-
nómica aparece sólo en la primera expresión. ¿Acaso f no es un polinomio in-
dependientemente de la forma en que se escriba? En función de la definición
inicial, nuestra percepción de un polinomio está sesgada por la representación
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0, que bien podríamos llamar forma descendente.

La forma factorizada puede extenderse a otros polinomios más allá de los cua-
dráticos, por supuesto, entendiéndola en un sentido más amplio: interviene aquí
el estudio de la factorización de un polinomio en factores irreducibles sobre un anillo
de polinomios K[x], donde K es un cuerpo (ver (Childs, 2009), Part IV, ch. 14). Así,
la identidad

x4 + x3 − 3x2 − x+ 2 = (x+ 1)(x+ 2)(x− 1)2,

muestra las formas descendente y “factorizada” como producto de irreducibles
para el mismo polinomio. Las comillas pretenden indicar que cuando factorizamos
polinomios, tenemos que tener especial cuidado con la noción de factor irreducible
ya que no es una noción intrínseca: el carácter de irreducible depende del anillo
de polinomios K[x]. Si no tomamos este recaudo, la escritura de un polinomio
como producto de factores no está bien definida. Por ejemplo, también podríamos
expresar el polinomio de arriba en la forma

x4 + x3 − 3x2 − x+ 2 = (x2 − 1)(x− 1)2.

Entendemos esta discusión como una oportunidad para poner de manifiesto la
flexibilidad que poseen los polinomios a la hora de escribirlos, en contraste con
su usual representación en forma descendente. Sin embargo no es en vano la
popularidad de la que goza esta forma.

Ciertamente, la representación en forma descendente es la más adecuada para
tratar con la mayoría de los problemas o propuestas escolares. Una de las situacio-
nes que requieren de esta representación es la famosa regla de Ruffini. Los libros
escolares la presentan como un método para dividir un polinomio f por un polino-
mio de la forma x− a. Más aún, se invoca este método casi exclusivamente en el
caso en que a es una raíz del polinomio f .

En el Cuadro 1 recordamos el procedimiento: calculamos el cociente y el resto de
la división de f = 5x3−4x2+7x+2 por x−2. El método nos dice que los números
obtenidos en la última fila, son los coeficientes del cociente expresado en forma
descendente y que el último número, en este caso 40, es el resto de la división.

Revista de Educación Matemática, Vol. 34 N° 2 – 2019
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5 −4 7 2
2 10 12 38

5 6 19 40
Cuadro 1. Regla de Ruffini

Lo que no resulta del todo claro en los textos escolares es que la regla de Ruffi-
ni es una forma abreviada del algoritmo de división usual, que se basa también
en la forma descendente de los polinomios. Dediquemos entonces un espacio a
explicitar el modo en que la regla de Ruffini se deduce del algoritmo de división.
Si hubiésemos hecho la división extendida tendríamos una situación como la de la
Figura 2. Si prestamos atención a los coeficientes en rojo, obtenemos la regla de
Ruffini:

5x3 − 4x2 +7x + 2 x − 2

− 5x2 + 6x +19

5x3 −10x2

6x2 +7x + 2

−
6x2 −12x

19x + 2

−
19x +38

40

Figura 2. Algoritmo de división y regla de Ruffini

Una observación esencial es que, como consecuencia del algoritmo de división
en el caso particular en que se divide por el polinomio x − a, obtenemos que el
resto de la división coincide con f(a) (ver (Childs, 2009), Part IV, ch. 14). Usaremos
este hecho más adelante. Reiteramos un detalle no menor: los procedimientos son
consecuencia de expresar los polinomios en forma descendente.
Nos interesa presentar a continuación una nueva forma de representar polino-

mios que se desprende de la regla de Ruffini. Veremos, con sorpresa, que siempre
estuvo a nuestro alcance. Focalicemos nuestra atención en la secuencia de operacio-
nes realizadas en el Cuadro 1. Comenzamos bajando el 5, luego multiplicamos por
2 y sumamos el resultado al segundo coeficiente; multiplicamos por 2 y sumamos
el tercer coeficiente; multiplicamos por 2 y así sucesivamente. La secuencia de
cálculos es la siguiente:

((5 · 2 + (−4)) · 2 + 7) · 2 + 2.

Revista de Educación Matemática, Vol. 34 N° 2 – 2019



El método de Lill para evaluar polinomios 9

Si en lugar de considerar x = 2, pensamos esta secuencia con un número real
arbitrario x, la expresión de la sucesión de operaciones sería:

(2.1) ((5x+ (−4))x+ 7)x+ 2.

¿Qué sucede si expandimos esta secuencia de cálculos? Obtenemos la represen-
tación descendente del polinomio.

(2.2)
((5x− 4)x+ 7)x+ 2 = (5x2 − 4x+ 7)x+ 2

= 5x3 − 4x2 + 7x+ 2.

Reflexionemos un poco sobre lo que hemos hecho. Por un lado, pasamos de la
representación descendente de f a una nueva representación que surge de rastrear
las operaciones realizadas en el método de Ruffini. Por otro, y es consecuencia de
saber que estamos haciendo una división muy particular, es posible calcular por
ejemplo, f(2) (o f(a) para un número real a arbitrario) de una forma particular,
pues según lo que hemos observado anteriormente, la expresión (2.1) nos conduce
a f(a) cuando x = a. Vale la pena destacar que la forma (2.1) puede ser alcanzada
sacando factor común x sucesivamente, por lo que también tenemos una forma de
obtenerla prescindiendo de Ruffini, aunque lo que buscamos con este análisis es
todo lo contrario: estamos de alguna forma, redescubriendo Ruffini. Esta forma de
representar un polinomio, se llama forma de Horner.

Este enfoque contrasta con el modo usual de evaluar un polinomio f o, más aún,
una función arbitraria. En efecto, nuestra experiencia nos conduce a reemplazar
cada ocurrencia de x por el valor numérico de interés. Esto armoniza con el sentido
funcional de f : visto como una función en la variable x, para calcular f(x), reem-
plazamos cada ocurrencia de x por el valor en cuestión. Sin embargo, en el caso de
polinomios, es posible considerar una forma de evaluar más relevante desde lo
computacional. Es más sencillo utilizar la regla de Ruffini que la forma usual. Al
observar la secuencia de cálculos (2.1) dos cosas son evidentes: no hay exponentes
y la cantidad de multiplicaciones realizadas es menor. Por esto mismo es que a
la evaluación de un polinomio mediante esta forma se la conoce como evaluación
rápida. En nuestro camino hacia el método de Lill nos encontraremos con la forma
de Horner de manera natural.

§3. El Método de Lill

El método de Lill encierra una forma de representar geométricamente un polino-
mio y, al mismo tiempo, de aproximar sus raíces gráficamente. Dado un polinomio
f , le asociamos una poligonal, que llamaremos S-poligonal, cuya construcción
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10 Javier Pedro García

consiste en trazar un segmento por cada coeficiente de f , comenzando por el coefi-
ciente principal y continuando en forma descendente hasta el coeficiente constante,
tal como se describe a continuación.

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

x

y

θ

Figura 3. f = 2x3 + 3x2 + 5x+ 6,
θ = −45°, f(−1) = 2

Comenzamos por el origen y trazamos un
segmento de longitud igual al coeficiente prin-
cipal sobre la parte positiva del eje x. Dibuja-
mos luego un segmento perpendicular a este,
de longitud igual al valor absoluto del coefi-
ciente que le sigue en grado. La convención es
dibujarlo hacia la derecha si el coeficiente tiene
el mismo signo del coeficiente anterior, o ha-
cia la izquierda si el signo es diferente. Esto se
puede apreciar en la Figura 3: en este caso se
produce un giro hacia la derecha,mientras que
en el caso de la Figura 4, corresponde girar ha-
cia la izquierda. Este mecanismo se repite con
cada coeficiente de f , hasta llegar al coeficien-
te constante. Así obtenemos la S-poligonal (en
negrita en ambos casos).

1 2 3

−2

−1

0

1

2

3

4

x

y

θ

Figura 4. f = x3 − 2x2 − 2x− 4,
θ = −45°, f(1) = −6

A continuación se construye una segunda
poligonal, que llamaremos T -poligonal, en
función de la cantidad f(a) que se pretende
estimar, siendo a un número real arbitrario.
Consideramos el ángulo θ en el intervalo abier-
to (−π/2, π/2) tal que tan θ = a y trazamos el
primer segmento de T desde el origen hasta
la intersección con el segundo segmento de
S o su prolongación, en caso de ser necesario.
Para determinar el segundo segmento de T ,
giramos 90° de manera tal que trazando una
recta cortemos al tercer segmento de S o a su
prolongación. El segundo segmento de T se-
rá entonces el que comienza donde termina
el primer segmento ya construido, y termina
donde dicha recta corta al segmento de S mencionado. Repetimos este proceso
hasta cortar al último segmento de la S-poligonal. La poligonal resultante será T ,
que hemos representado en línea punteada.

El método de Lill nos dice entonces que la distancia entre los extremos de las
poligonales, medida convenientemente, coincide con f(a) = f(tan θ). En las Figuras
precedentes observamos dos ejemplos de esta situación.

Revista de Educación Matemática, Vol. 34 N° 2 – 2019



El método de Lill para evaluar polinomios 11

¿Cómo se calcula f(tan θ) entonces? Debemos medir la distancia entre los ex-
tremos de las poligonales S y T en relación a la orientación del último segmento
de S y el signo del coeficiente de f con el cual se corresponde. Por ejemplo, en la
Figura 3, el último segmento de S corresponde al coeficiente +6, y está orientado
de abajo hacia arriba en el trazado de la poligonal. La poligonal T , termina en el
punto (-3,1) y para medir la distancia con el extremo de S, debemos ir en la misma
dirección de este segmento (de abajo hacia arriba) una cantidad de 2. Entonces
esa magnitud tendrá el mismo signo que +6, es decir, f(tan−45) = f(−1) = 2.
Podemos verificarlo evaluando: f(−1) = 2. En la Figura 4, la distancia entre los
extremos de las poligonales es igual a 6, y la medición nuevamente coincide con el
sentido del segmento, que en este caso se corresponde con el coeficiente negativo
−4. Luego f(tan θ) = f(1) = −6.

Veamos ahora el trazado de las poligonales en un ejemplo con más cambios de
signo. Consideramos el polinomio f(x) = 3x4 + 2x3 − 3x2 + 5x+ 2. Para calcular
f(−1), obtenemos las poligonales de la Figura 5. La distancia entre sus extremos
es 5, y el sentido de la medición es contrario al sentido del último segmento de S, que se
corresponde con el coeficiente positivo +2. Por lo tanto f(tan θ) = f(−1) = −5.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

−4

−3

−2

−1
0

1

2

3

x

y

Figura 5. f = 3x4 + 2x3 − 3x2 + 5x+ 2, θ = −45°, f(−1) = −5

Hasta aquí, hemos visto la operatoria con la que se rige este método. Estamos
en condiciones de profundizar un poco más e intentar dilucidar la matemática
subyacente.

3.1. Un esbozo de demostración. Por diversos motivos, el método de Lill ha
pasado desapercibido a lo largo de los años, aunque hay diversos textos que lo han
presentado. El texto de Turnbull (Turnbull, 1947, ch. 2, sec. 15) dedica una sección
a su tratamiento. Un texto más moderno es el de Dan Kalman (Kalman, 2009, ch.
1, sec. 3). Si bien los textos difieren en la forma de encarar la construcción de las
poligonales, tienen como denominador común realizar un primer acercamiento al
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Figura 6. f = 2x3 + 3x2 + 5x+ 6, θ = −45°, f(−1) = 2

por qué del funcionamiento, mediante el establecimiento del vínculo natural con
la forma de Horner.

Vamos a demostrar en el caso particular de f = 2x3+3x2+5x+6 y θ = −45° que
el método de Lill efectivamente nos da el valor de f(−1) = f(tan−45°). Nuestro
fin es mostrar de modo geométrico y en forma constructiva cómo la distancia entre
los extremos de las poligonales, medida como corresponde, coincide con f(−1).

La esencia del razonamiento es la que se sugiere en la Figura 6. Observamos allí
que las poligonales T y S dan lugar a una serie R1, R2, R3 de triángulos semejantes,
todos ellos poseyendo uno de sus ángulos igual a θ. Con la intención de hacer más
general el argumento, podemos pensar que θ es un ángulo menor que 0, y por lo
tanto, que a = tan θ < 0.
Teniendo en cuenta la observación del párrafo precedente, el cateto opuesto

a θ en el triángulo R1 tiene una longitud de −2 tan θ. Cuando pasamos a R2, la
longitud del cateto adyacente a θ es la del segundo segmento de S menos la del
cateto opuesto a θ en R1. Recordando que θ es negativo, el cateto adyacente a θ
en R2 tiene una longitud igual a 3 + 2 tan θ y esta cantidad es positiva debido al
contexto de la figura: estamos sustrayendo de un segmento mayor, que mide 3, uno
menor que mide −2 tan θ. Luego podemos afirmar que el cateto opuesto a θ en R2

será (3 + 2 tan θ) tan θ y será una magnitud negativa. Siguiendo este razonamiento
para interpretar los signos de los catetos, tenemos que el cateto adyacente a θ en R3

tiene una longitud igual a 5 + (3 + 2 tan θ) tan θ, magnitud positiva; por lo tanto el
cateto opuesto a θ es ((3 + 2 tan θ) tan θ + 5) tan θ, magnitud negativa. Finalmente,
la distancia entre las poligonales es igual a

((3 + 2 tan θ) tan θ + 5) tan θ + 6 = (((3 + 2a)a+ 5)a+ 6 = f(a).
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La última igualdad es consecuencia de la forma de Horner de f .
Al parecer el método funciona, al menos en este ejemplo. Sin embargo, este

argumento debe ser independiente del ángulo elegido y del tipo de poligonal.
Es decir, deberíamos ver que esto funciona para cualquier polinomio y cualquier
ángulo. Mas vayamos con calma, tal vez esto que parece tan sorprendente, quizás
no lo sea, quizás ya estaba implícito en casos más simples como los polinomios de
grado 1.

0

A

B

C

P ′′

P ′

P

θ
θ′

θ′′

Figura 7. El caso lineal

3.2. Rastreando el método de Lill. A riesgo de ser
reiterativos, el método de Lill es sorprendente y sen-
cillo por demás. Y cuando de un resultado matemático
de esta índole se trata, nos desvela saber de dónde vino,
cómo es que alguien pudo darse cuenta de su validez,
cómo es que fue traído a la luz.

Lo interesante es que las ideas básicas están al alcance
de lamano. Es cuestión de analizar en detalle qué ocurre
con los polinomios de grado 1.

Supongamos entonces que f = ax+b es un polinomio
de grado 1. En particular, que a es positivo y b negativo.
En la Figura 7 observamos la S-poligonal correspondien-
te a f y las tres posibles T -poligonales dependientes de los valores que tome el
ángulo θ.

Queremosmostrar que en este caso simple, ya encontramos la esencia delmétodo
de Lill. La idea es entonces mostrar que la distancias |PC|, |P ′C| y |P ′′C| que se
presentan en la Figura 7 son iguales, salvo el signo, a f(tan θ), f(tan θ′) y f(tan θ′′),
respectivamente. Aquí es donde juega un papel el hecho de cómo medir.

Proposición 3.1. Sea f = ax + b un polinomio de grado 1, con b 6= 0 y x = tan θ un
número real, con θ ∈ (−π/2, π/2). Denotemos por C el extremo final de la S-poligonal y
por P el extremo final de la T -poligonal. Entonces la distancia del segmento PC es igual a
|f(tan θ)|. Más precisamente, el signo de f(tan θ) coincide con el de b si el sentido de PC
es el mismo que el del segmento asociado a b; en caso contrario, el signo es distinto.

Demostración. Vamos a considerar el caso en que a es positivo y b negativo tal como
se ilustra en la Figura 7. Los otros casos son similares.
Comenzamos con el caso −π/2 < θ < 0. La poligonal T asociada a θ corta a la

prolongación del segmento BC en un punto P . Como el sentido del segmento PC
es el mismo del segmento BC (el último segmento de la S-poligonal asociada a f )
y este corresponde al coeficiente b que es negativo, obtendremos que f(tan θ) es
negativo. Teniendo en cuenta que tan θ < 0, resulta que a tan θ también es negativo.
Por lo tanto, |PB| = |a tan θ| = −a tan θ.
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En consecuencia tenemos lo siguiente:
|PC| = |PB|+ |BC|

= |a tan θ|+ |b|
= −a tan θ − b
= −(a tan θ + b)

= −f(tan θ).

Así, f(tan θ) = −|PC| como queríamos ver.
Consideremos ahora el caso θ′. Sea P ′ el punto de intersección entre la T -

poligonal asociada a θ′ y el segmento BC. Como en el caso anterior, dado que el
sentido del segmento P ′C es el mismo del segmento BC, también obtendremos
que f(tan θ′) es negativo. Como 0 < θ′ < π/2 entonces tan θ′ también es positivo.
Por lo tanto, |BP ′| = a tan θ y

|P ′C| = |BC| − |BP ′|
= −b− a tan θ′

= −(a tan θ′ + b)

= −f(tan θ′)

Concluimos entonces que f(tan θ′) = −|P ′C|.
Resta analizar el caso θ′′. En esta situación, siendo el sentido del segmento P ′′C

contrario al del segmento BC, obtendremos que f(tan θ′′) es positivo. Argumen-
tando como en casos previos tenemos que

|P ′′C| = |BP ′′| − |BC|
= a tan θ′′ + b

= f(tan θ′′).

Esto completa la demostración. �

Podemos apreciar que la prueba es bastante directa en el caso de polinomios
de grado 1. Para la prueba en el caso general necesitaremos, sin embargo, de
más cuidado. Aunque antes vale la pena continuar con algunas consideraciones
interesantes.

3.3. Rango de θ. Hemos visto que el método de Lill nos permite calcular f(a)
para a = tan θ, eligiendo θ en el intervalo (−π/2, π/2). De esta manera, el segmento
inicial de T corta al segundo segmento de S, o a su prolongación, y esto permite
comenzar a construir la T -poligonal. ¿Qué ocurre si elegimos θ en el intervalo
(π/2, 3π/2)? Inicialmente la semirrecta que sale del origen conformando un ángulo
θ con el eje x, no se encuentra con S.
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0

θ

θ′

Figura 8. En azul θ, en
negro θ′ = θ − π.

A modo de ejemplo, consideremos el caso en el que
el polinomio comienza con un coeficiente positivo, y
luego continúa con uno negativo. Tendremos entonces
una situación como en la Figura 8. Vemos entonces que
si π

2
< θ < 3

2
π, la semirrecta correspondiente al primer

segmento de T , no se interseca con S. Esta situación ha
sido representada con el ángulo θ marcado en azul en
la figura. ¿Qué corresponde hacer en este caso?

Existe entonces una forma natural de interpretar esta
situación, que es “prolongar T” y encontrar a S en el
semiplano derecho. Es decir, como la semirrecta azul no
encuentra aS en el semiplano izquierdo, la prolongamos
en sentido opuesto y lo hará en el semiplano derecho.
Al considerar esta prolongación en sentido opuesto,

lo que estamos haciendo es considerar una semirrecta que sí se encontraría con la S-
poligonal y que nos permitiría construir una T -poligonal (aquella que es generada
por dicha semirrecta), pero en este proceso, hemos cambiado el ángulo inicial θ
por otro θ′ = θ − 180 como se indica en la figura. Lo relevante es que precisamente
esto último, no es otra cosa que la expresión de la propiedad tan(θ ± π) = tan θ.
Esta propiedad garantiza entonces la buena definición del procedimiento, es decir,

podemos realizar el método de Lill con θ′, y obtendremos f(tan θ′) = f(tan θ), que
es lo que buscábamos desde un comienzo. Así vemos que el método de Lill en
realidad no tiene restricciones a la hora de elegir un ángulo θ en particular.

3.4. Coeficientes perdidos. Estudiemos cómo construir el diagrama de Lill cuan-
do el polinomio tiene coeficientes perdidos o nulos. Por ejemplo, el caso f(x) = x2−2.
Una forma de dar con dicho diagrama es apelando a un argumento que involu-
cra un proceso de paso al límite, valiéndonos de la continuidad de las funciones
polinómicas.

Para ello consideramos ε > 0 y definimos fε = x2 − εx − 2. La esencia del
razonamiento es observar que fε "tiende a f cuando ε tiende a cero", y la pregunta
inmediata es, ¿será que los diagramas de Lill de los polinomios fε también con-
vergen al diagrama de Lill de f? La respuesta es sí, aunque en principio no queda
claro que sería converger al diagrama de Lill de f .
Apliquemos el método de Lill con el fin de calcular fε(1) = fε(tan 45°). Hemos

representado esto en la Figura 9. Podemos ver que el sentido de la medición entre
los extremos de las poligonales coincide con el sentido del último segmento de S.
De estamanera, concluimos que fε(1) tiene el mismo signo que el último coeficiente
de fε.
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Observando la figura, vemos que la distancia entre las poligonales es 1+ε. Por lo
tanto, fε(1) = −(1+ ε) y esta última cantidad tiende a f(1) = −1 cuando ε tiende a
cero. Es decir, aplicar el método de Lill a los polinomios fε aproxima a f(1), que es
el resultado esperado de aplicar el método de Lill a f . En forma similar, se puede
tratar el caso fε = x2 + εx− 2 y convencerse de que el método de Lill aplicado a
los polinomios fε, converge al método de Lill aplicado a f .

1 2 30

1

x

y

ε 1− ε 1 + ε

Figura 9. Diagrama para fε = x2 −
εx− 2

Establecidos sobre este resultado resulta
natural definir el diagrama de Lill para f
como el límite de los diagramas de Lill de los
polinomios fε, obteniendo entonces el diagra-
ma de la Figura 10.

Es sumamente interesante destacar que, a
partir del razonamiento de aproximaciones
desarrollado anteriormente, es posible en-
sayar un método para obtener el mismo dia-
grama en forma directa. Veamos esto con-
tinuando con el mismo ejemplo. La idea es
pensar que nuestro polinomio es f = x2 +0x− 2 o f = x2− 0x− 2. Independiente-
mente del caso considerado, llegaremos al mismo diagrama. Analicemos el proce-
dimiento considerando f = x2−0x−2 (el caso límite del polinomio fε = x2−εx−2).

1 2 30

1

x

y

Figura 10. Diagrama de Lill para
f = x2 − 2

El recorrido sería el siguiente. Primero
una unidad hacia la derecha por x2; luego,
cero unidades hacia la izquierda (tenemos
aquí un cambio de signo) por el término
−0x. Esta forma de proceder revela la inter-
pretación que hacemos respecto del término
−0x: interpretamos el efecto del mismo en
el diagrama como un giro de una magnitud
infinitesimal hacia la izquierda, que en el
caso límite, se reduciría a cero, pero nos de-
jaría mirando hacia la izquierda. Esto produce
entonces el efecto de dar medio giro hacia la izquierda en el lugar. Finalmente,
debemos dar medio giro hacia la derecha, los signos se mantienen, y terminamos
moviéndonos 2 unidades hacia la derecha sobre el eje x. En total, la S-poligonal se
ve como un segmento sobre el eje x, que va desde el origen hasta el punto (3, 0).

Si tomábamos +0x, el recorrido hubiese sido: una unidad hacia la derecha por
x2, cero unidades hacia la derecha por el término +0x, y finalmente 2 unidades
hacia la izquierda (cambio de signo) sobre el eje x, volviendo a terminar en el punto
(3, 0).
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−1 1 2
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−3

−2

−1

0

1

x

y

Figura 11. f = x3 + 2x− 4, θ = 45°, f(1) = −1

Para terminar con el desarrollo del método, debemos mostrar como construir la
T -poligonal. En la misma figura, podemos ver como construirla para un ángulo
θ > 0 cualquiera. Notemos que en un diagrama correspondiente a un polinomio
sin coeficientes nulos, la semirrecta que parte del origen formando un ángulo θ con
el eje x y que da inicio a T , intersecaría al segmento de S que se corresponde con el
segundo coeficiente de f , o a su prolongación en caso de ser necesario. En nuestro
caso, el segundo coeficiente de f es nulo ¿Cómo asignarle un segmento en S? La
idea es pensar que la participación del término −0x en el diagrama, es la heredada
por el término lineal en fε = x2 − εx− 2. En estos casos obteníamos un segmento
vertical comenzando en el final del primer segmento de S, y su prolongación
resultaba estar contenida en la recta vertical x = 1. La idea es imaginar lo que
sucede en el caso límite: al hacer tender ε a cero, el pequeño segmento vertical
desaparece, y sobrevive la prolongación del mismo.
Por lo tanto, la forma de construir T en este caso, descansa sobre el hecho de

ubicar adecuadamente la prolongación del segmento nulo que se corresponde con
−0x. Para ello consideramos la recta perpendicular al segmento inicial de S con pie
en el final del mismo, es decir, la recta x = 1. Luego de hacer esto, es posible trazar
la semirrecta que da inicio a T , y obtener una intersección con dicha recta vertical.
Así es posible formar el primer segmento de T . Entonces la poligonal continua
de manera usual buscando cortar el tercer segmento de S o su prolongación,
obteniendo así el diagrama de la Figura 10.

Podemos tomar entonces este método, como una forma económica de construir
el diagrama de Lill en el caso de que el polinomio f tenga coeficientes nulos.
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En la Figura 11 mostramos la construcción del diagrama de Lill para calcular
f(1), siendo f(x) = x3+2x−4. Comenzamos con la S-poligonal, moviéndonos una
unidad hacia la derecha por x3. Ahora, según lo que vimos, podemos considerar
que el término siguiente es +0x2 o −0x2. Tomemos por ejemplo +0x2. Entonces
corresponde girar a la derecha en el lugar 90°. Como el coeficiente que sigue tiene
el mismo signo, volvemos a girar a la derecha 90°; y en esta instancia ya hemos
dado medio giro (180°) en sentido horario, por lo que quedamos mirando hacia la
izquierda, y corresponde entonces avanzar en esa dirección una cantidad de 2 para
llegar al punto (−1, 0). Por último, al tener un cambio de signo, corresponde girar
90°hacia la izquierda, lo que produce bajar una cantidad de 4.

Para construir la T -poligonal, se procede de manera análoga al caso anterior. El
detalle es el mismo: cuando salimos desde el origen con la semirrecta que forma
un ángulo θ con el eje x, consideramos la prolongación del término nulo +0x2

como una semirrecta perpendicular al segmento anterior en la dirección pertinente,
para encontrarnos con ella y formar el primer segmento de T . Para el resto de la
construcción se prosigue como siempre, obteniendo así el diagrama de la figura.

§4. Una demostración del Método de Lill

Esperamos que los ejemplos previos hayan contribuido a convencer al lector
de la validez del método de Lill. No queremos dejar de mencionar que no encon-
tramos una demostración del método en los textos consultados: el libro (Kalman,
2009) dedica su atención a un caso particular del método: cuando los extremos de
las poligonales coinciden; es decir, la situación de haber encontrado una raíz del
polinomio en cuestión. Por otro lado el libro (Turnbull, 1947), si bien desarrolla
el método en general, sólo alcanza a ofrecer una demostración de un caso par-
ticular, tal como hicimos en la Sección 3.1. Vamos entonces a proporcionar una
demostración propia del resultado.
La demostración que daremos es por inducción en el grado del polinomio y

se basa sobre la posibilidad de determinar la naturaleza del ángulo θ sin requerir
de toda la poligonal S. En concreto, queremos ser capaces de determinar si tan θ
será una magnitud positiva o negativa, sin tener a disposición el comienzo de
las poligonales. Veremos que esto es un hecho inherente a la construcción de las
poligonales S y T .

Observamos primero un hecho conocido: tan θ > 0 para θ en el primer y tercer
cuadrante y tan θ < 0 para θ en el segundo y cuarto cuadrante. En segundo lugar,
observamos que la poligonal S está compuesta por una sucesión de segmentos
verticales y horizontales, por lo que las rectas que contienen los segmentos de S,
son todas rectas o bien verticales, o bien horizontales.
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Finalmente observamos la mecánica con la que se construye T a partir de las
consideraciones anteriores: una vez que tenemos S, elegimos un ángulo θ apro-
piado para comenzar a construir la T -poligonal. Si por ejemplo, θ < 0 como en la
Figura 12, tenemos que la semirrecta que da inicio a T tiene pendiente negativa, y
el primer segmento de T se forma al encontrarse esta recta con una recta vertical
(aquella que contiene al segundo segmento de S), y esto será así incluso en el caso
en el que f tenga coeficientes nulos, como hemos visto en §3.4.

0 θ

Figura 12. Comportamiento de las
rectas que contienen a los segmentos
de T . En rojo una posible T .

Luego, corresponde girar 90° hacia la de-
recha o hacia la izquierda respecto de es-
ta semirrecta inicial, e ir al encuentro de
una recta horizontal viajando sobre una rec-
ta de pendiente positiva, para formar así el
siguiente segmento de T . Al volver a girar
90° grados, volvemos a obtener una recta de
pendiente negativa y el proceso se repite.

Entonces todos los segmentos de T que
se encuentran con rectas verticales lo harán
con pendiente negativa, y todos los segmen-
tos de T que se encuentran con rectas ho-
rizontales lo harán con pendiente positiva.
Como podemos ver en la figura, el mismo comportamiento ocurriría si θ produjese
una semirrecta en sentido opuesto, hacia el segundo cuadrante. Una observación
similar tiene lugar cuando tan θ > 0. Estamos en presencia del siguiente resultado:

Proposición 4.1. Si θ es tal que tan θ < 0, los segmentos de T que se encuentran con
rectas verticales, están contenidos en rectas de pendiente negativa, y los que se encuentran
con rectas horizontales, están contenidos en rectas de pendiente positiva. Un resultado
análogo se obtiene para tan θ > 0, esto es, los segmentos de T que se encuentran con rectas
verticales, estarán contenidos en rectas de pendiente positiva, y los que se encuentran con
rectas horizontales, estarán contenidos en rectas de pendiente negativa.

Teniendo a disposición el resultado anterior, procedemos a dar una demostración
del método de Lill.

Teorema 4.2 (El método de Lill). Sea f un polinomio de grado n > 1 y consideremos la S-
poligonal asociada a f . Dado un número real a = tan θ, con θ ∈ (−π/2, π/2)∪(π/2, 3π/2)
consideremos la T -poligonal asociada a θ.
Entonces la distancia entre los extremos finales de S y T , medida como corresponde,

coincide con f(tan θ).

Demostración. La Proposición 3.1 muestra que el resultado es válido si n = 1.
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Supongamos entonces que el resultado vale para todo polinomio de grado
menor que n, y sea f un polinomio de grado n > 1. Consideremos un posible
final para el diagrama de Lill de f , como se muestra en la Figura 13. Debemos
ver que la distancia de D a E, medida como corresponde, coincide con f(tan θ).
Para esto, debemos conocer el signo del segmento BE que se corresponde con a0,
el último coeficiente de f . Tenemos dos casos para considerar: cuando a0 < 0 y
cuando a0 > 0. Consideremos primero el caso a0 < 0. Bajo este supuesto, como el
sentido de la medición es el mismo que el del segmento BE, queremos ver que
f(tan θ) = −|DE|. En la figura tenemos que |DE| = |BE| − |BD|, y por otro lado
|BD| = |CB|| tan θ|.
La clave está en advertir que podemos aplicar el método de Lill al polinomio

que tiene el mismo diagrama que f hasta el anteúltimo segmento. Para hacer esto
debemos replicar la idea de Horner una vez. En efecto, llamando a = tan θ y
escribiendo f en forma descendente, obtenemos que:

(∗)

f(a) = ana
n + an−1a

n−1 + · · ·+ a2a
2 + a1a+ a0

= (ana
n−1 + an−1a

n−2 + · · ·+ a2a+ a1)a+ a0

= h(a)a+ a0,

donde h es un polinomio de grado n − 1 y cuyo diagrama de Lill coincide con
el diagrama de Lill de f hasta el paso previo a la construcción de los últimos
segmentos de S y T en la figura. Luego podemos calcular la distancia de C a B
usando el método de Lill, ya que aplicando la hipótesis inductiva para h, tenemos
que esta distancia, medida como corresponde, coincide con h(tan θ).

Así, tenemos que |BD| = |CB|| tan θ| = |h(tan θ)|. Ahora suceden dos cosas
interesantes que nos permiten concluir la demostración: la primera, es que como
estamos bajo el supuesto de que a0 < 0, el diagrama nos dice que el segmento BE
tiene el mismo signo que el segmento anterior, pues fue construido girando a la
derecha respecto de este. Esto nos indica que aplicando el método de Lill para h,
resulta ser h(tan θ) > 0. La segunda es que la T -poligonal para f está incidiendo

O
A

B

C

D E

θ

Figura 13. Un posible final de diagrama para un polinomio f cualquiera
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en la recta horizontal que contiene a BE con pendiente negativa; esto implica, por
4.1, que tan θ > 0. Luego

−|DE| = −(|BE| − |BD|)
= −(|a0| − |h(tan θ)|| tan θ|)
= −(−a0 − h(tan θ) tan θ)
= a0 + h(tan θ) tan θ

= f(tan θ),
donde en el último paso se ha usado (∗). El caso a0 > 0 es similar, concluyendo así
la demostración. �

Por una cuestión de espacio no hemos considerado todos los posibles diagramas
de Lill para esta elección de S, ni tampoco las posibles poligonales S que podríamos
haber considerado, pero es posible demostrar en cada caso el resultado de manera
análoga, y se deja como ejercicio para el lector.

§5. Conclusiones

Es claro que no estamos ni cerca de haber agotado el potencial del método de
Lill. Muchas cuestiones han quedado fuera de este artículo. Por ejemplo, es posible
hacer un tratamiento de raíces sucesivas, aplicando doblemente el método sobre un
mismo diagrama (ver (Kalman, 2009)).
Por otro lado, programar la construcción de las poligonales es un ejercicio in-

teresante, no solo desde la programación, sino desde lo visual: encontramos muy
didáctico observar los applets de la página de Kalman (http://dankalman.net/
ume/lill/animation1.html), donde podemos ver el método de forma animada.
Una construcción similar podría hacerse, por ejemplo, en GeoGebra para explorar
las raíces de polinomios de manera interactiva.
Hemos visto como el método de Lill conjuga varios tópicos de matemática

elemental de una forma elegante, novedosa, pero además no trivial. El proceso de
construcción y análisis de diagramas dio lugar al surgimiento de enriquecedores
debates en los que el despliegue de estos tópicos nos permitieron no solo aprender,
sino que constituyeron momentos lúdico-creativos que hallamos formativos para
el quehacer matemático. Creemos que el método de Lill abre las puertas para
tratar un montón de cuestiones matemáticas de forma interesante, ya sea a la hora
de trabajar en el aula, como en un curso de formación de profesores. Esperamos
compartir con el lector el interés y la que generó en nosotros el método de Lill.
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Resumen. La importancia de la matemática en los diferentes ámbitos de la vida, nadie la
pone en discusión actualmente, sin embargo, los resultados de las evaluaciones tanto en el
ámbito colombiano como en el internacional señalan muy bajos resultados, e incluso con-
forman, parte del fracaso escolar en los diferentes niveles educativos. Por ello en este ensayo
se exponen algunas consideraciones con respecto al dominio afectivo, el cual se piensa fun-
damental al suponer las actitudes de los estudiantes como un factor preponderante en los
procesos de enseñanza y aprendizaje de este campo de conocimiento. Tal consideración se
realiza con el ánimo de que lamisma sea objeto de reflexión para los docentes, quienes son,
en última instancia, los que proponen formas diversas para su enseñanza y aprendizaje.

Abstract. The importance of mathematics in different spheres of life is not currently be-
ing questioned; however, the results of both Colombian and international assessments
show very low results and even form part of school failure at different levels of education.
For this reason, this essay presents some considerations with respect to affective domain,
which is thought to be fundamental when assuming the attitudes of students as a prepon-
derant factor in the processes of teaching and learning in this field of knowledge. This
consideration is made with the intention of making it the object of reflection for teachers,
who are, in the last instance, the ones who propose diverse forms of teaching and learning.

§1. Introducción

Las actitudes de los estudiantes hacia el aprendizaje de ciertos contenidos es-
colares, deben ser entendidas como parte fundamental de la motivación y del im-
pacto que genera en la vida académica, en diferentes órdenes, comprendiendo los
procesos de enseñanza y aprendizaje como un sistema complejo donde confluyen

Palabras clave: actitud hacia la matemática, aprendizaje de la matemática, enseñanza de la
matemática.
Keywords: Attitude towards mathematics, Learning of mathematics, Teaching of mathematics.
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factores netamente racionales y aspectos menos concretos y más abstractos, como
pueden ser el gusto, la motivación y el interés, entre otros. En este texto se insiste
sobre la necesidad de comprender las actitudes de los estudiantes hacia la ense-
ñanza y el aprendizaje de la matemática en el aula, partiendo del reconocimiento
de la importancia de la misma. Se analizan las variables que inciden en la actitud
negativa hacia la matemática, tales como la edad, el género, inclusive la percep-
ción que se trae desde el hogar. Posteriormente se hace un breve análisis sobre la
situación de la enseñanza de la matemática, buscando con ello evidenciar las po-
sibles causas que llevan a motivaciones negativas en los estudiantes, para luego
analizar algunas variables que puedan ser interpretadas comoposibles problemas
del aprendizaje de la matemática. Para finalizar con el análisis de las actitudes ha-
cia la matemática en estudiantes universitarios, buscando con ello focalizar los
factores internos y externos, que influyen en las actitudes que se tienen respecto
a esta disciplina.

§2. Importancia de las actitudes

Una actitud, desde la filosofía, puede ser unamanera de ser, de actuar, pero esta
definición tan escueta aparentemente encierra mucho más, ya que cobija al ser y
al acto, es decir el hombre como hecho concreto y en potencia de algo. Implica lo
interno y lo externo, ya que las actitudes se aprenden, pero es el ser humano en su
conciencia quien matiza, con el tiempo y el aprender, lo que es bueno o malo de
ese aprendizaje que se vuelve actitud. Es por ello que éstas tienen que ver con los
sentimientos, las creencias y las conductas, en la medida que implica lo pulsional,
lo racional y lo intuitivo, lo subjetivo y lo objetivo operando en el accionar humano
(Rueda, 2006).

Es por ello que en los procesos de enseñanza y aprendizaje es tan importante
tener en cuenta las actitudes, es decir la posición que se toma respecto a la ense-
ñanza y al aprendizajemismo, pero que estámediada por las experiencias particu-
lares, las expectativas o el conocimiento, generalmente mediático, que tiene quien
aprende o quien enseña, respecto a esa enseñanza y por ende también al aprendi-
zaje; en tal sentido, las actitudes tienen una doble vía, es decir tanto de parte del
profesor como del alumno, en donde la enseñanza y el aprendizaje están media-
dos realmente por esas actitudes. Pero se entiende y se comprende que tiene un
componente óntico, como lo señala (Rueda, 2006), en el sentido que el aprendiza-
je es personal, particular, cada ser humano diariamente está en ese proceso, es la
preocupación constante por descubrir y re-descubrir su mundo, por interpretar,
por explicar y darle sentido y significados a ese universo del que forma parte y
que lo rodea.

En atención a lo dicho, es necesario reconocer que cada individuo es único, de
ahí que las estrategias para la enseñanza y el aprendizaje deben ser amplias, aquí
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las actitudes empiezan a tomar un lugar importante, sobre todo reconociendo el
medio en el que se ha desarrollado la persona, registrando que los factores econó-
micos, ambientales, sociales y culturales deben ser tenidos en cuenta al momento
de la planeación del currículo, en la selección, organización y secuenciación de
contenidos y la importancia de estos para resaltar los contextos donde se desa-
rrollan. Es ese sentido, es importante recalcar que las actitudes del profesor están
mediadas no solo por su herencia cultural e historia personal y de formación pro-
fesional, sino por los medios que la institución pone a su alcance, de ahí la nece-
sidad de que éste posea habilidades técnicas, administrativas y humanas, de tal
manera que esté en capacidad de poner en práctica los enfoques y métodos edu-
cativos actualizados, buscando con ello incentivar y entusiasmar al educando, es
decir:

A este respecto, se infiere la necesidad de poseer vocación docente y ac-
titud humana especial para el logro del proceso instrucción-aprendizaje.
Aunado a esto, el docente no puede resignarse al saber parcelarizado,
aislando un objeto de estudio de su contexto, de sus antecedentes, de su
devenir, pues debe inspirarse a ir en la búsqueda de un pensamiento mul-
tidimensional (Rueda, 2006, p. 496)

Las actitudes entonces están en relación con el reconocimiento de esa multi-
dimensionalidad, ya no es el ser humano puesto en el plano de la repetición de
los saberes aprendidos o descubiertos por otros, aquí el individuo aporta tam-
bién desde sus vivencias, constructos y experiencias, la actitud implica entonces
reconocer sus gustos, necesidades, intereses, sus temores, sus aprensiones y sus
miedos, entre otros aspectos. Es por ello que el profesor y la institución educa-
tiva, incluso la familia, pueden motivar al dicente en su capacidad de explorar
su mundo desde sus propias acepciones personales, sin desconocer que ello está
demarcado por las experiencias particulares respecto al propio aprendizaje. Esto
significa reconocer al estudiante como un sujeto con sus singularidades, experien-
cias, necesidades, expectativas y conocimientos propios.

Continuando con la importancia que toman las actitudes desde el profesor en
los procesos de enseñanza y aprendizaje, (Hernando, Rubio, Álvarez, & Tabera,
2016), reconocen que en los contextos universitarios intervienen factores depen-
dientes de los estudiantes y otros de la interacción de éstos con el profesor, rela-
cionando el tema de la actitud con el clima adecuado para mejorar dicho proceso.
Centrados en las actitudes, reconocen que éstas se infieren a través de compor-
tamientos, que también pueden ser expresados a través de ideas, sentimientos o
conductas. Además, resaltan que el profesor no solo es un transmisor de informa-
ción, también lo es de una serie de competencias a través de la interacción que se
da entre éstos y los alumnos; por ejemplo, si la actitud del profesor es positiva,
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afable, respetuosa y motivante, entre otras cosas, lo más seguro es que los estu-
diantes asimilen esas actitudes que le vienen como ejemplo desde la práctica más
que desde el discurso mismo, “de esta forma el aprendizaje es definido como un
cambio relativamente permanente de los mecanismos de la conducta, debido a la
experiencia con los acontecimientos del medio” (Hernando et al., 2016, p. 1).

La influencia del comportamiento actitudinal de los docentes sobre los estu-
diantes, tales como la expresión, la postura, el lenguaje verbal y no verbal emplea-
dos, entre muchos otros elementos, está siendo observada por los estudiantes, si
hay una buena actitud, pero además hay dominio sobre el área, como la matemá-
tica, implica que los alumnos podrían tener una buena actitud hacia los procesos
de enseñanza y aprendizaje. Esto es muy importante, porque se reconoce que esa
actitud de doble vía conlleva, no únicamente factores racionales, sino también la
pulsión y el sentimiento están implícitos en el reconocimiento de la importancia
de las actitudes dentro del aula de clase.

(Vera & Mazadiego, 2010), reconocen que las actitudes son esenciales para lo-
grar que el proceso de aprendizaje logre realmente calar en el estudiante, ya que
no basta con tener un amplio y profundo conocimiento, como puede ser el caso
de los docentes universitarios, en donde ellos demuestran y validan, entre otras
cosas, con sus libros, conferencias o publicaciones que dominan el área de su sa-
ber, pero que en muchas ocasiones estos realmente no tienen las actitudes para
ser “buenos” profesores, generalmente porque no toman en cuenta la importan-
cia del reconocimiento de la individualidad de cada persona, de sus necesidades
o de sus percepciones sobre la materia y de los contenidos objeto de estudio, refle-
xión y análisis entre otros. “Por ello cuando el docente desconoce que hay indivi-
dualidades físicas, afectivas, cognitivas, emocionales y con canales de percepción
diferentes, se corre el riesgo de discriminar intelectualmente a los estudiantes”
(Vera & Mazadiego, 2010, p. 55).

Como se puede apreciar, el reconocimiento de la importancia de las actitudes
en el proceso de enseñanza y aprendizaje, como el caso que nos ocupa de la mate-
mática, es fundamental, ya que permitiría lograr no solamente un clima favorable
dentro del aula, sino que implicaría una aceptación de las diferencias que se en-
cuentran dentro de la misma, en un claro reconocimiento del valor ontológico
tanto de los estudiantes como de los propios docentes. En ese orden de ideas, y de
manera particular del aspecto que se viene abordando, a continuación, se descri-
ben algunas variables que inciden en la actitud negativa que tienen los estudiantes
hacia la matemática.
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§3. Variables que inciden en la actitud negativa de los estudiantes hacia la
matemática

Desconocer las alteridades, homogenizar el proceso de enseñanza y de apren-
dizaje de lamatemática, centrarse únicamente en los fundamentos teóricos, desco-
nociendo las realidades contextuales que se mueven dentro del universo llamado
aula, son únicamente algunas de las variables que inciden negativamente en la
actitud hacia dicho campo de conocimiento y los procesos que esta cobija, por
ello, en este apartado nos centraremos principalmente en la actitud negativa de
los estudiantes hacia la matemática. Enfrentar un problema con actitud positiva o
negativa, determinará de una u otra manera el resultado esperado, inclusive esta-
blecerá si realmente se logra llegar a un resultado definido. Las emociones, como
se puede apreciar desde ya, juegan un papel fundamental respecto a las actitudes
que se tienen frente a la matemática, tales como la falta de autoestima y la ne-
gatividad, entre otras variables, se convierten en barreras difíciles de superar en
el proceso de aprendizaje. De ahí la importancia de conocer y reconocer aquellas
variables que pueden incidir negativamente en el aprendizaje de la matemática.

(Estrada&Díez, 2011) hacen un estudio en el aprendizaje con personas adultas,
partiendo de dos elementos: la ansiedad que genera la matemática y las actitudes
hacia esta asignatura. Se valora y se considera importante la experiencia que los
estudiantes traen desde el hogar o desde la escuela misma, la cual determina, en
muchos casos, la generación y/o surgimiento de actitudes negativas hacia la ma-
temática. En este estudio, se toman algunos elementos que se estiman fundamen-
tales dentro del análisis de las actitudes, resaltando que el medio en que se realizó
dista de la realidad contextual de los autores de este texto, y con ello todo el engra-
naje que implica el proceso de aprendizaje, pero son datos que permiten acercarse
a la temática propuesta, esperando elaborar estudios pragmáticos partiendo de la
concepción que se tiene sobre la matemática en nuestro medio.

Dentro de las variables que se analizan en el estudio, está la edad, encontrando
que no hay un patrón que demuestre que amayor edadmayor la actitud negativa,
lo que si se encuentra es que las personas mayores se sienten más inseguras frente
al aprendizaje de la matemática, en tanto que los jóvenes se muestran más neutra-
les respecto a ella, encuentran además que no hay interdependencia entre la edad
y la inseguridad, tanto jóvenes como adultos manifiestan que hay inseguridad o
no la hay. Lo que puede darse es que hay personas que se han sentido frustradas
frente a la resolución de problemas en el orden práctico, de ahí se desprenden
actitudes negativas, pero también es importante reconocer que son actitudes que
se transmiten desde las interacciones, si las familias tienen actitudes positivas o
negativas, inciden en el aprendizaje.
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En cuanto a las actitudes y el nivel de estudios, (Estrada &Díez, 2011), encuen-
tran que, a mayor formación académica, menor es el rechazo hacia el aprendiza-
je de la matemática; sin embargo, algunas personas con menor nivel académico
afirman sentirse atraídos hacia la matemática, esto confirma que la relación entre
actitud y nivel de estudios parece obedecer más al azar que a una relación signi-
ficativa. Frente a la relación entre la dimensión afectiva y cognitiva, los autores
encuentran que cuando las personas adultas tempranamente han tenido experien-
cias negativas con el aprendizaje de la matemática, ellos mismos ponen barreras,
y pueden aflorar situaciones de ansiedad, buscando superar sus miedos, estereo-
tipos y actitudes negativas para poderlas aprender. Si una persona se siente frus-
trada, afirma que no le gusta la matemática, cuando se les pregunta si les gusta la
matemática, nadie afirma categóricamente que no, se sitúan en respuestas inter-
medias.

Por su parte, (Granados&Pinillos, 2007) elaboranun estudio con estudiantes de
enfermería en Bogotá y su actitud hacia la matemática, bajo tres componentes: so-
cial, educativo y afectivo. En lo social, encuentran que los estudiantes consideran
que la matemática ayuda a tomar decisiones importantes en el área de estudios,
encontrando que las calificaciones más altas demuestran actitudes relacionadas
con motivos y valores, en donde se reconoce la importancia de la matemática en
la enseñanza; las puntuaciones más bajas, demuestran que las actitudes son bajas,
respecto a la utilidad de éstas en su área profesional. Este estudio muestra unos
resultados interesantes, ya que hace énfasis en estudiantes que son del área de la
salud, resaltando que las actitudes se relacionan en este caso con la aplicación del
uso de la matemática en sus carreras, mostrando que no hay realmente un interés
por aprender más allá de lo meramente necesario, aunque el estudio no permite
vislumbrar las causas de las actitudes, si se observa una posible intermediación
de la practicidad de su estudio en la vivencia y aplicación de su profesión.

(Pérez, Castro, Rico, &Castro, 2011) centran su investigación en la ansiedad que
despierta el estudio de la matemática desde el género en estudiantes universita-
rios de primer año en Granada-España, los bloques de titulaciones y la ansiedad,
encontrando que se manifiesta mediante síntomas como tensión, nervios, preocu-
pación, irritabilidad, impaciencia, inquietud, confusión, bloqueo mental o miedo.
En cuanto al género, el estudio arrojó que los hombres presentan menor ansie-
dad que las mujeres, con una diferencia de 4 puntos; en cuanto a los bloques de
titulación, se encuentra que los valoresmás bajos se registran en enseñanzas técni-
cas, ciencias experimentales, ciencias sociales y ciencias de la salud. El estudio de
ansiedad, según el género en bloques, muestra que las mujeres presentan mayor
ansiedad, especialmente en el área de la salud, y el mayor en hombres en ciencias
sociales.
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Cuando (Pérez et al., 2011), analizan los resultados por ítems, encuentran que
hay una cierta reticencia a tomar cursos de matemáticas en años posteriores, así
como a una preocupación por resolver problemasmatemáticos, aunque al realizar
estos problemas no se encuentra que genere angustia o bloqueo mental, ansiedad
que aumenta cuando se les pregunta por las evaluaciones. Coincide este estudio
con el de (Granados & Pinillos, 2007) en cuanto a que en el área de la salud hay un
temor hacia la matemática. En cuanto al género, la incomodidad es mayor en las
mujeres cuando deben presentar exámenes, así como la predisposición a tomar
más cursos de matemáticas, generando bloqueo mental, miedo y preocupación
ante ella para abordarla.

El estudio muestra que hay variables que de una u otra manera inciden en la
actitud hacia la matemática y su aprendizaje, tales como la edad, el género o el ni-
vel de estudios alcanzado; se hace necesario reconocerlo, no con el fin de generar
mayores diferencias o ampliar la brecha en la conquista de derechos, sobre todo
educativos, para poblaciones tradicionalmente excluidas, sino que sirve para que
las universidades planteen sus currículos con fundamento y/o considerando es-
tas variables, buscando cambiar los diseños educativos, ya que quizá ese rechazo
obedece a los problemas de la enseñanza en el área de matemáticas, tema que se
abordará a continuación.

§4. Problemas de la enseñanza de la matemática

Sin duda alguna los profesores, en todos los niveles de escolaridad, tienen cier-
ta responsabilidad acerca de las actitudes que se generan hacia la matemática,
tanto positivas como negativas. Cuando los profesores transmiten actitudes ne-
gativas, como disgusto, inseguridad, falta de conocimiento, emplean métodos de
enseñanza que van a transmitir sentimientos semejantes; por el contrario, profe-
sores que muestren actitudes positivas, animan la independencia y la iniciativa,
generan gusto y confianza (Mato & De La Torre, 2010).

Una de las mayores dificultades radica en que la educación tradicional se ha
centrado en transmitir conocimientos, de diferente tipo,más que emociones y sen-
timientos (Guerrero & Blanco, 2004), quizás por ello se ha encontrado que uno de
los principales factores psicopatológicos presentes en el aula es la ansiedad. En
ese sentido, “Las situaciones en las que se desencadena la reacción de ansiedad
tienen en común la previsión de posibles consecuencias negativas o amenazantes
para el sujeto. Esta reacción supone una puesta en marcha de diferentes recursos
cognitivos, fisiológicos y conductuales” (p. 2). Además es un problema que se de-
riva desde los planes de estudio oficiales de muchos países, ya que obedecen a
los marcos de desarrollos propuestos por organizaciones como la Organización
para la Cooperación y Desarrollo Económico (OCDE), en donde impera el valor
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racional de mercado sobre la pulsión o el reconocimiento del ser humano ontoló-
gicamente considerado.

El modelo tradicional, centrado en la resolución de problemas, especialmente
utilizando lápiz y papel, enfatiza en procesos operativos y repetitivos, siguiendo
problemas tipo, generalmente bajo procedimientos algorítmicos, que genera acti-
tudes de rechazo, así como baja autoestima ante la imposibilidad de resolución de
problemas contextualizados, cercanos a las experiencias de los educandos. Ade-
más, anotan (Guerrero & Blanco, 2004), existe la creencia que la matemática desa-
rrolla exclusivamente el razonamiento lógico, generando una concepción de éstas
como ciencia pura, relacionándola en su desempeño con la percepción de que los
mejores alumnos, los más inteligentes, deben ser buenos en matemáticas. Bajo es-
ta perspectiva, existe la creencia de que la matemática es para genios, por el nivel
de raciocinio que exigen y por la abstracción que pueden denotar, lo cual conlle-
va a generar, la mayoría de las ocasiones, sentimientos de rechazo de quienes se
involucran con ambientes de enseñanza de la matemática, creados bajo aquellos
supuestos.

Sumado a lo anterior, en la enseñanza se suele establecer una excesiva impor-
tancia hacia la obtención de resultados exitosos que pueden generar, entre quienes
resuelven las actividades, sentimientos de baja autoestima, así como a considerar
muy complicado la resolución de problemas, capaz de generar angustia, lo que
termina con niveles altos de ansiedad, para lo cual lo más cómodo, pedagógica-
mente hablando, es abandonar esa área y optar por otras que le sean más fáciles
o que les genera menores índices de ansiedad. Esto, podría en parte, explicar por
qué las personas que no se consideraron buenas enmatemáticas optaron por otras
carreras (Sánchez, Segovia, &Miñán, 2011; Pérez et al., 2011), preferentemente las
ciencias sociales o el área de la salud, coincidentemente donde más rechazo o an-
siedad se genera hacia esta área conocimiento.

(Ruiz, 2008), anota que dentro de los principales problemas en la enseñanza de
la matemática están la falta de profesores formados y especializados en la ense-
ñanza y el aprendizaje en todos los niveles educativos y la existencia de profeso-
res que carecen de una formación didáctica sólida; además de la generalización
de que basta con saber la disciplina para enseñar, cerrando de paso la posibili-
dad de que realmente el profesor se forme en docencia, valorando y revalorando
metodologías que le permitan entender que no basta con la mera transmisión de
conocimientos.

Además, reconoce (Ruiz, 2008) que si bien dentro del aula hay características
comunes, como el rango de edad o los niveles socio económicos de los estudiantes,
también es cierto que hay diferentes intereses, motivaciones o aspiraciones, así
como habilidades para enfrentar los problemas y encontrar soluciones, lo cual
influye en los resultados, sin esperar de ninguna manera que éstos sean iguales
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para todos. Para ello se propone el trabajo diferenciado, que no es otro que el
trabajo didáctico de vinculación de lo individual con lo colectivo, con fundamento
en los objetivos del proceso de enseñanza y aprendizaje, en donde el profesor debe
favorecer y estimular el trabajo colectivo, cooperativo, y colaborativo, así mismo
brindando atención a las diferencias individuales, tanto de los aventajados como
de los rezagados.

Retomando los postulados propuesto por la Organización de las Naciones Uni-
das para la Educación, la Ciencia y la (UNESCO, 1999, 2005), el aprendizaje de
las ciencias, entre éstas la matemática, son un factor determinante del crecimien-
to económico y desarrollo social de una nación, y plantea algunas orientaciones
consideradas fundamentales para su aprendizaje:

● Adoptar métodos activos que partan de la realidad como fuente de apren-
dizaje.
● Vincular los programas con el contexto humano y social.
● Favorecer un enfoque interdisciplinario y de contextualización.

Lo anterior en atención a que en ocasiones la educación, incluida la matemá-
tica, no tiene en cuenta la realidad social, cultural y cognitiva de los estudiantes,
aspectos fundamentales en la puesta en práctica de modelos didácticos que favo-
rezcan la búsqueda de soluciones a los problemas matemáticos planteados desde
la enseñanza y el aprendizaje. También se presenta escasa o nula vinculación con
el contexto en que se mueve el estudiante, de ahí que muchas veces la educación
no sea ni pertinente ni eficaz, y finalmente, reconocer que la matemática tiene una
utilidad en cuanto solución a los problemas que se suscitan dentro de ese contex-
to, además reconociendo que no es la ciencia poderosa y única que puede resolver
toda duda, sino que forma parte de un entramado más grande como es el saber.
En consonancia con lo anterior, (Ruiz, 2008) reconoce que, si bien en la enseñanza
de la matemática pocas veces se tiene en cuenta un contexto estar-matemático, y
por ello poca vinculación de los contenidos a la realidad; existe también poca re-
lación de la matemática con otras disciplinas del plan de estudios; y se toman en
cuenta realidades ajenas a las del estudiante. En ese sentido afirma que:

Nos referimos a los casos en que el docente utiliza ejemplos en sus clases
de aplicación a sociedades que nada tienen que ver con la realidad del
país donde se inserta el estudiante y sobre cuya sociedad está llamado a
actuar para transformar. En ocasiones, incluso se utilizan libros de textos
y materiales pedagógicos portadores de esos ejemplos ajenos a la realidad
que vive o para la que se debe preparar el estudiante (Ruiz, 2008, p. 4)

Las variables descritas repercuten en los problemas de aprendizaje, ya que, si
hay dificultades metodológicas por parte del docente y del modelo educativo de
la institución, se genera una cadena de dificultades que se hace necesario tener en
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cuenta al momento de postular otros posibles modelos de enseñanza y aprendi-
zaje de la matemática.

§5. Problemas del aprendizaje de la matemática

La matemática, sin lugar a duda es la asignatura que mayor rechazo encuentra
entre los escolares, nadie desconoce su importancia, pero también, muchos reco-
nocen que realmente genera rechazo, así lo recalcan (Villegas & Cornejo, 2010),
quienes señalan:

Las matemáticas se encuentran en una posición nada envidiable: es una
de las materias escolares más importantes que los estudiantes de hoy de-
ben estudiar, y al mismo tiempo, es una de las peor comprendidas. Su
reputación intimida. Todo el mundo sabe que es importante y que su
estudio es necesario. Pero pocas personas se sienten cómodas con ella,
hasta tal punto que en muchos países es totalmente aceptable; en el ám-
bito social, confesar la ignorancia que se tiene de ella, fanfarronear sobre
la propia incapacidad para enfrentarse a ella, ¡e incluso afirmar que se le
tiene miedo a las matemáticas!(Villegas & Cornejo, 2010, p. 1)

Pero este miedo no surge de la nada, hay unos factores históricos y sociales
que han favorecido para que realmente exista, por parte de algunos, un verda-
dero terror hacia la matemática, generalmente basada, la mayoría de las veces,
en experiencias desagradables (Villegas & Cornejo, 2010), lo que ha generado un
problema a largo plazo, y que es una aversión que subsiste en el tiempo y que,
en muchas ocasiones, se transmite de generación en generación, de ahí que sea
entendible que en muchas familias haya generaciones de expertos en ciencias so-
ciales o de expertos en ingenierías o similares. Los resultados encontrados por
estos autores se concretan en las conclusiones, como una especie de guía para me-
jorar el aprendizaje de la matemática, reconocen que requieren tiempo y concen-
tración, sobre todo en una sociedad donde la inmediatez –desde la virtualidad,
anotaríamos- cobra un valor muy importante; la necesidad de repasar constante-
mente y de practicar; actualización constante, porque, aunque la creencia sea otra,
la matemática está evolucionando constantemente.

Por otra parte, también postulan una serie de consejos para los padres, pues se
reconoce que juegan un papel fundamental en el proceso de enseñanza y apren-
dizaje de esta área de conocimiento, ya que son ellos los que pueden o no crear
un ámbito positivo y favorable, combinando su estudio, uso y necesidad con acti-
vidades de la vida práctica; evitar comentarios negativos o despectivos contra la
matemática, es decir generar una buena actitud ante éstas. Por ello, las creencias,
las actitudes y las emociones son factores que deben considerarse en la enseñanza
y el aprendizaje de la matemática. En cuanto a las primeras (Bermejo, 1996) en-
cuentra que hay creencias sobre lamatemáticamisma, en donde los afectos casi no
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intervienen, creyendo que la dificultad de la matemática deviene en reglas, cuya
principal reacción es la percepción de la utilidad de las mismas en cuanto al ren-
dimiento académico; y otras creencias que dependen más de los afectos, donde el
auto concepto constituye un factor importante dentro del rendimiento académico,
en la escuela y fuera de ella, considerando así como fuente de auto eficiencia.

(Gil, Blanco, & Guerrero, 2005) anotan que esa auto atribución, unida al éxito
y al fracaso, pueden determinar los aspectos dimensionales afectivos y emocio-
nales del aprendizaje escolar, sobre todo cuando el alumno atribuye sus éxitos a
su esfuerzo personal, a un plan eficiente y a la organización en el trabajo, entre
otros. Pero cuando se atribuye el éxito a factores externos, como la suerte, o a la
supuesta escasa capacidad intelectual, el rendimiento disminuye y su motivación
merma, generando actitudes negativas hacia el aprendizaje.

(Ruiz, 2008), plantea que uno de los problemas del aprendizaje de la matemá-
tica estriba en que no se considera el contenido de ésta como un todo, entendida
dentro de un proceso de sistematización que coadyuve a la estructura y organi-
zación del contenido, partiendo de lo simple a lo complejo, de lo conocido a lo
desconocido, ya que esto permite entender el aprendizaje como un proceso, en
donde es necesario tener unos conocimientos básicos para aprender luego otros.

En la práctica no sucede así, los contenidos no se interconectan entre sí, lo que
se ve son diferentes partes del contenido, la matemática se comprende, incluso
se aprende, de forma fragmentaria, sin conexión con las realidades de su uso e
importancia, generando una imagen falsa de lo que realmente es, lo cual genera
dificultades en su comprensión y aprendizaje o en compresiones y aprendizajes
muy básicos. Cada año escolar, por ejemplo, se asume con un objetivo específico,
pero no se tiene una noción general de ese contenido como un todo, además, no se
interrelaciona con otras disciplinas. Quizás por eso el estudiante opta por aquello
en donde mejor se desenvuelve, generando muchas veces rechazo sobre lo que
se le dificulta, de ahí que esta sea a su vez una causa de la deserción y la forma
huidiza de tomar cursos en donde la matemática no aparezcan por ningún lado,
como lo que ocurre en la universidad.

(Hickey, 2007), encuentra que uno de los principales problemas está en los li-
bros de texto que se usan como recurso, y está en directa relación con el apren-
dizaje, ya que, si el modelo que se describe no atrae al estudiante, con seguridad
habrá desatención y frustración respecto a la matemática. Los resultados encon-
trados en su experiencia en Chile, refiriéndose a los libros, son los siguientes: son
aburridos, presentan gran cantidad de errores, introducen conceptos innecesarios
en abundancia, no suscitan la experimentación ni la creación matemática en el es-
tudiante y no muestran la utilidad de la matemática en la vida cotidiana, entre
otros aspectos.
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Como se puede apreciar en este apartado, las posibles causas de un mal apren-
dizaje en matemáticas son tanto externas como internas, entre las primeras está la
falta de corresponsabilidad con la realidad del estudiante, es decir que éste puede
encontrarlas no prácticas y útiles, así como que no se cuenta con elementos atrac-
tivos para los jóvenes, en el caso particular de los libros, generalmente son textos
que desmotivan su atención, ya que al no existir correlación con su realidad, se
ven ajenos o demasiado abstractos. Y en cuanto a las causas internas, uno de los
principales errores es perpetuar, desde el hogar, la aversión que la familia puede
tener hacia la matemática, creyendo que, si a los padres les fue mal, a los hijos
les irá igual, es un disgusto que se transmite, generando desde tempranas edades
actitudes negativas, que repercutirán en la vida universitaria, como se verá en el
siguiente apartado.

§6. Actitudes hacia la matemática en estudiantes universitarios

Se ha abordado ya las actitudes hacia lamatemática demanera general, en estu-
diantes escolares de educación primaria y secundaria, principalmente, pero tam-
bién es importante analizar la actitud de estudiantes universitarios con respecto
a este campo de conocimiento, por ejemplo, en áreas de la salud e incluso de las
mismas ingenierías, en la medida que muchas de esas actitudes negativas vienen
desde el hogar y desde los primeros grados de escolaridad, como semencionó an-
tes. En tal sentido (Gómez Chacón, 2009), a partir de una serie de investigaciones
realizadas, ilustra las diferentes dificultades presentadas por los estudiantes uni-
versitarios de primer año, hallando un bajo nivel adquirido en procesos de pen-
samiento matemático con pocas destrezas y actitudes, lo cual no posibilita que se
adentren en procesos de pensamiento avanzado.

Al diferenciar entre aspectos cognitivos y afectivos, (Gómez Chacón, 2009), en-
fatiza en las actitudes, emociones y sentimientos, que configuran la percepción de
dificultad entendida como predisposición evaluativa que condicionan al sujeto
para percibir y reaccionar de cierta manera, sin obviar las características propias
de lamatemática: abstracción, inducción, jerarquización, globalización y rigor. Las
actitudes hacia la matemática hacen alusión a la valoración, gusto y aprecio tanto
por la disciplina como por su aprendizaje, donde la componente afectiva se evi-
dencia en términos de interés, satisfacción, curiosidad y valoración entre otros,
contrario a las actitudes matemáticas de carácter cognitivo entendidas como ca-
pacidades generales como la flexibilidad de pensamiento, la apertura mental, el
espíritu crítico y la objetividad entre otros.

Por su parte (Álvarez & Ruiz, 2010), hacen un estudio sobre la actitud hacia la
matemática en estudiantes de ingeniería en Venezuela, encontrando que hay una
dificultad en el proceso de enseñanza y aprendizaje, ya que adquiere un carácter
eminentemente formativo e informativo, que le permite al estudiante comprender
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el centro de su labor profesional, ser parte de un razonamiento riguroso y preciso,
la traducción de los problemas reales amatemáticos, expresar gráficamente datos,
controlar errores, interpretar físicamente problemas, analizar y predecir compor-
tamientos, entre otros aspectos.

En cuanto a las actitudes como tal, encuentran que un gran número de edu-
cadores relacionan el aumento del interés o la atención a sus propias actitudes,
principios o valores, evitando a toda costa informaciones que se aparten de estos
postulados. Estas son consideradas con un buen predictor de la asimilación de
los contenidos, la motivación, la memoria y el uso futuro que se haga de la ma-
temática, facilitando o impidiendo el aprendizaje. Hay diferentes estímulos que
producen en el estudiante tensiones o reacciones positivas o negativas, cuyas res-
puestas están mediadas por sus creencias sobre la asignatura y sobre sí mismos;
si son positivas, las reacciones serán de satisfacción y logros; si son negativas,
las reacciones serán de frustración y desencanto. La consecuencia es que las ex-
periencias en el aprendizaje ejercerán influencia definitiva en la formación de sus
actitudes, si son éstas satisfactorias, los sentimientos generados serán de bienestar,
seguridad, competencia, interés, disfrute; si las experiencias son negativas, provo-
can insatisfacción, inseguridad, incompetencia, frustración y desencanto (Álvarez
& Ruiz, 2010).

Bajo este postulado, los autores encuentran que en los estudiantes no hay sig-
nos negativos hacia la matemática, hay una actitud globalmente positiva, sobre
todo en el reconocimiento que tiene como valor fundamental en la carrera y en su
futuro ejercicio profesional. Así mismo hay un alto porcentaje quemuestra interés
por la matemática, el reconocimiento que toda persona debe hacer sobre éstas y el
interés y curiosidad por resolver problemas matemáticos. Pese a este optimismo,
el resultado muestra un nivel medio sobre el entusiasmo, pasión o emoción que
se siente por la asignatura, en el mismo nivel se encuentra que hay problemas en
su aprendizaje, principalmente por falta de comprensión, incomodidad o nervio-
sismo e incapacidad para pensar con claridad. Se reconoce que las actitudes están
mediadas por aspectos subjetivos, tanto a nivel personal, como social y académi-
co, incidiendo en conductas como el interés, la perseverancia o la disposición para
su aprendizaje; si los estudiantes perciben que es poco beneficioso estudiarlas, la
disposición será mínima.

§7. Conclusiones

La principal conclusión que se desprende de este ensayo, es que las actitudes
demarcan el estudio sobre la matemática, de ahí la importancia de comprender al
estudiante como un complejo ser donde confluyen tanto factores racionales como
pulsionales respecto al gusto o no que se tiene por su estudio; se encuentra que
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existe, una relación entre la actitud que muestra el profesor en su ejercicio docen-
te, ya que si éste presenta apatía, no se muestra recursivo o muestra desinterés,
realmente se genera en el estudiante actitudes negativas; por otra parte, la fami-
lia incide en la apreciación que el estudiante tiene sobre la matemática, gustos
y disgustos que pueden ser transmitidos de generación en generación, de ahí la
importancia que la institución debe prestar a conocer esos antecedentes.

En los estudios analizados se pone en evidencia que las actitudes negativas se
desprenden de aspectos como la edad, a mayor edad menor atracción hacia su
estudio; en cuanto al género, las mujeres presentan actitudes más negativas que
los hombres; y que a mayor conocimiento menor es el disgusto por su estudio.
Esto, se recalca, no muestra que haya diferencia en su aprendizaje, muestra que
los currículos o losmodelos pedagógicos deben partir del reconocimiento de estas
diferencias para emprender acciones y generar propuestas que disminuyan las ac-
titudes negativas y favorezca su estudio, pero sobre todo la interrelación que debe
existir entre diferentes disciplinas para mostrar su importancia, usos y funciona-
lidad, así como la necesidad de la correlación que debe existir entre el currículo
de matemáticas y la realidad contextual en la que se mueven los estudiantes.

Finalmente, es fundamental que los docentes de todos los niveles escolares, in-
cluso los universitarios, consideren las actitudes como un factor importante a la
hora de pensar en los procesos de enseñanza y aprendizaje de este tipo de cono-
cimiento, lo tomen en consideración a la hora de diseñar estrategias innovadoras
que implementarán en el aula, pues de no ser así, tal y como lo anotan (Hidalgo,
Maroto, & Palacios, 2004) el ciclo vicioso continua, es decir se parte de considerar
la dificultad, aburrimiento, suspenso, fatalismo, bajo autoconcepto, desmotivación-rechazo
y dificultad y así sucesivamente. El romper este ciclo, y empezar a generar actitudes
más positivas hacía la matemática en los estudiantes es tarea de todos.
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¿Sabías que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podestá

con los desarrollos decimales de las fracciones 1
19
, 2
19
, . . . , 18

19
se obtiene un

cuadrado mágico?

En efecto, las fracciones decimonovenas { k
19

: 1 ≤ k ≤ 18} son periódicas, con
período de longitud 18. Por ejemplo

1
19

= 0.052631578947368421 052631578947368421 . . .

Si sólo escribimos el período de estas fracciones tenemos

1/19 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1
2/19 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2
3/19 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3
4/19 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4
5/19 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5
6/19 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6
7/19 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7
8/19 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8
9/19 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9
10/19 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0
11/19 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1
12/19 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2
13/19 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3
14/19 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4
15/19 7 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5
16/19 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8 9 4 7 3 6
17/19 8 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7
18/19 9 4 7 3 6 8 4 2 1 0 5 2 6 3 1 5 7 8

y es fácil chequear que todas las filas, columnas y diagonales suman 81.

Notemos que 19 es el número primo mas chico con esta propiedad. Las fracciones con
denominador primo p son periódicas. Algunas, como sucede con p = 11 ó 13 no tienen
períodos de longitud p − 1, si no que son más pequeños. Los primos p = 7 y 17 sí tienen
períodos de longitud p−1, pero las sumas de las diagonales en el cuadrado (p−1)×(p−1)

correspondiente no da igual que las sumas de las filas y columnas (¡chequear!)
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PROBABILIDADES EN EL JUEGODEL TRUCO
Emiliano Gómez

Resumen. Utilizando ideas básicas de probabilidad, combinatoria y conjuntos,
calculamos varias probabilidades relacionadas al popular juego del truco.

Abstract. Using basic ideas from probability, combinatorics and sets, we com-
pute several probabilities related to the popular card game called “truco” .

§1. Introducción

El truco es un juego de naipes muy popular en Sudamérica, con distintas va-
riantes en distintos países o regiones. Se usa la baraja española. El mazo contiene
40 cartas, repartidas en cuatro palos que son oros, copas, espadas y bastos. Las
diez cartas de cada palo son el as (1), 2, 3, 4, 5, 6, 7, sota (10), caballo (11) y rey (12).
Las tres últimas se llaman figuras.

La mano de cada jugador consiste en tres de las 40 cartas. En este ensayo ex-
plicamos cómo calcular varias probabilidades asociadas a la mano de un jugador.
Algunos ejemplos son:

● la probabilidad de tener el as de espadas;
● la probabilidad de tener al menos una carta mejor que un 2 para el truco;
● la probabilidad de tener flor;
● la probabilidad de tener al menos dos cartas del mismo palo;
● la probabilidad de tener 33 para el envido;
● la probabilidad de tener 27 o más para el envido.

También vamos a calcular algunas probabilidades asociadas a una “ronda”,
es decir las dos, cuatro o seis manos juntas si se juega entre dos, cuatro o seis
jugadores. Por ejemplo, vamos a obtener la probabilidad de que algún jugador
tenga el as de espadas, o de que en la ronda haya al menos una carta que valga
más que un 3 para el truco.

Palabras clave: Probabilidad. Combinatoria. Conjuntos. Juego del truco.
Keywords: Probability. Combinatorics. Sets. Truco (card game).
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Si al lector no le interesa cómo se obtienen estas probabilidades, o si en algún
momento la lectura se le hace pesada, siempre puede dirigirse directamente al
final, donde incluimos algunas tablas con probabilidades de interés para el juego.

Como es sabido, en el truco se miente, se trata de engañar al otro jugador o al
otro equipo. El conocimiento de estas probabilidades puede llegar a ser útil para
tomar algunas decisiones durante el juego, pero no puede, por sí solo, convertir a
nadie en un buen jugador. Se necesita práctica y, a través de ella, el desarrollo de
una intuiciónpara el juego ydedistintas tácticas o estrategias según cada situación
o adversario(s).

Damos por supuesto que el lector sabe jugar al truco, o al menos tiene una idea
general del juego. De todos modos, como hay distintas variantes, un apéndice al
final contiene un breve repaso de la jerarquía de las cartas para el truco y del pun-
taje para el envido en la versión que, creemos, es la más común en la Argentina, y
que usamos en este ensayo para calcular probabilidades.

Suponemos también que el lector tiene un conocimiento básico de probabilidad
y combinatoria, incluyendo los números combinatorios

C(n, k) = n!

(n − k)!k! =
n(n − 1)⋯(n − k + 1)

k!

(recordemos que n! = 1×2×⋯×n). Por ejemplo, si tenemos 7 jugadores y queremos
formar un equipo de baloncesto con 5 de ellos, el número de equipos diferentes
que podemos formar es C(7,5) = 7!

2! 5! = 7×6
2 = 21. Los libros (Anderson, 2001) y

(Isaac, 1995) citados al final son muy accesibles y se pueden usar como una buena
introducción a varios temas de combinatoria y probabilidad.

§2. Probabilidades para la mano de un jugador

Empecemos por calcular el número de manos posibles. Como el mazo tiene 40
cartas y la mano de un jugador consiste en tres de ellas, hay un total de

C(40,3) = 40 × 39 × 38

2 × 3
= 20 × 13 × 38 = 9.880

manos distintas. Este número juega un papel central, ya que la probabilidad de
tener una mano con cierta propiedad es el número de manos que poseen esa pro-
piedad dividido por el número total de manos distintas. Por supuesto, este cálcu-
lo se basa en la suposición de que cada una de las 9.880 manos posibles tiene la
misma probabilidad (algo que no sería cierto, por ejemplo, si el repartidor hace
trampa, o si alguien esconde una carta sacándola del mazo).

Probabilidad de tener una carta específica. Si a es una carta específica, ¿cuál es la
probabilidad de tenerla en lamano? Por ejemplo, ¿cuál es la probabilidad de tener
el as de espadas? Hay dos maneras diferentes de calcular esta probabilidad. Por
un lado, la probabilidad de que la carta a se encuentre en un conjunto de k cartas
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del mazo (0 ≤ k ≤ 40) es claramente k
40 . Por ejemplo, si agarramos 20 cartas al azar,

la probabilidad de que el as de espadas sea una de esas 20 cartas es 20
40 = 1

2 . Como
la mano de un jugador es un conjunto de tres cartas, la probabilidad de tener la
carta a es 3

40 = 0,075.
Pero también podemos razonar que el número demanos que contienen la carta

a es C(39,2) = 39×38
2 = 39 × 19 = 741, porque para formar una mano que contenga

la carta a, tenemos que elegir dos cartas más, de entre las 39 cartas que quedan.
Por lo tanto, la probabilidad de tener la carta a es

C(39,2)
C(40,3) =

741

9.880
= 0,075.

Probabilidad de tener dos cartas específicas. ¿Cuál es la probabilidad de tener,
en una mano, dos cartas específicas a y b? Por ejemplo, ¿cuál es la probabilidad
de tener el as de espadas y el as de bastos? Una vez más, se puede razonar de dos
maneras. Por un lado, podemos pensar que la probabilidad de tener a y también b

es la probabilidad de tener a, multiplicada por la probabilidad de que una de las
otras dos cartas sea b. Esto nos da

3

40
× 2

39
= 1

20 × 13
= 1

260
≈ 0,003846.

Por otro lado, también podemos pensar que hay C(38,1) = 38 manos que contie-
nen las dos cartas a y b, ya que para formar unamano con ellas, tenemos que elegir
una carta más, de las 38 que quedan. Por lo tanto, la probabilidad de tener las dos
cartas a y b es

C(38,1)
C(40,3) =

38

9.880
= 1

260
≈ 0,003846.

Probabilidad de tener tres cartas específicas. La probabilidad de tener tres cartas
específicas a, b y c (por ejemplo, la probabilidad de tener el as, el siete y el seis de
espadas) es claramente 1

9.880 ≈ 0,0001. Siguiendo con los razonamientos anteriores,
podemos obtener esta probabilidad ya sea como 3

40 × 2
39 × 1

38 o como 1
C(40,3) , ya que

obviamente hay una sola mano que contiene las tres cartas.

Probabilidad de tener (almenos) una de dos cartas específicas. Hemos visto que
la probabilidad de tener el as de espadas y el as de bastos es 1

260 . Pero también nos
interesa la probabilidadde tener el as de espadas o el as de bastos. Siempre usamos
el “o” demodo inclusivo. En este ejemplo, nos referimos a la probabilidad de tener
el as de espadas, o el as de bastos, o ambas cartas. Es decir, la probabilidad de tener
al menos una de ellas. Si a y b son dos cartas específicas, ¿cuál es la probabilidad
de tener al menos una de ellas en la mano?

Aquí las cosas se empiezan a complicar un poco, porque debemos tener cuida-
do al contar el número de manos que contienen al menos una de las dos cartas. El
número de manos que contienen la carta a es C(39,2) = 741. Del mismo modo, el
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número de manos que contienen la carta b es 741. Si sumamos los dos números,
741 + 741, ¿obtenemos el número de manos que contienen la carta a o la carta b?
No, porque hemos contado dos veces cada una de las manos que contienen am-
bas cartas. Por lo tanto, debemos restar el número de manos que contienen ambas
cartas. Este número es C(38,1) = 38. El resultado es que el número de manos que
contienen al menos una de las dos cartas es 741+741−38 = 1.444. Ahora podemos
calcular la probabilidad de tener la carta a o la carta b, es decir la probabilidad de
tener al menos una de ellas en la mano es

1.444

9.880
≈ 0,14615.

Desde luego, esta probabilidad es mucho mayor que la probabilidad de tener am-
bas cartas ( 1

260 ≈ 0,003846).

Conjuntos. Nos interesa generalizar el razonamiento anterior para calcular la
probabilidad de que dadas k cartas del mazo, nos toque una mano que conten-
ga al menos una de ellas (acabamos de hacerlo para k = 2). Esto nos permitirá
encontrar, por ejemplo, la probabilidad de tener (al menos) un tres en la mano
(k = 4), o la probabilidad de tener (al menos) una carta que valga más que un dos
para el truco (k = 8).

En realidad, estamos trabajando con conjuntos, y es muy conveniente usar la
terminología correspondiente para calcular probabilidades. Repasemos algunas
de las cosas que ya vimos, en términos de conjuntos.

Llamemos S al conjunto de todas las cartas del mazo:

S = {as de oros, 2 de oros, . . ., rey de oros, as de copas, . . ., rey de bastos}.

Si un conjuntoA tiene (exactamente) n elementos, escribimos ∣A∣ = n. Por ejemplo,
∣S∣ = 40. Escribimos a ∈ A cuando a es un elemento de A y a ∉ A cuando no lo es.
Se dice que A es un subconjunto de B, y escribimos A ⊆ B, si cada elemento de A
es también un elemento deB. Por ejemplo, siO = {as de oros, 2 de oros, . . . , rey de
oros} es el conjunto de todos los oros del mazo, tenemos que O ⊆ S. Otro modo
de definir el conjunto O es así: O = {s ∈ S ∶ s es de oros}.

Llamemos M al conjunto de todas las manos posibles:

M = {T ∶ T ⊆ S y ∣T ∣ = 3}.

Es decir, un elemento de M (una mano) es un subconjunto T del mazo que con-
tiene (exactamente) tres cartas. Como vimos al principio,

∣M ∣ = C(40,3) = 9.880.

La unión de dos conjuntos A y B es A∪B = {s ∶ s ∈ A o s ∈ B}. Recordemos que
el “o” es inclusivo: consiste en todos los elementos que pertenecen a A, o a B, o a
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ambos conjuntos. La intersección de A y B es A ∩B = {s ∶ s ∈ A y s ∈ B}. Es decir,
consiste en todos los elementos que pertenecen a ambos conjuntos, A y B.

El conjunto A de todas las manos que contienen una carta específica a es

A = {T ∈M ∶ a ∈ T}.

Como vimos, ∣A∣ = C(39,2) = 741. SiB = {T ∈M ∶ b ∈ T} es el conjunto de todas las
manos que contienen la carta b, entonces A ∩B es el conjunto de todas las manos
que contienen ambas cartas a y b, mientras que A ∪B es el conjunto de todas las
manos que contienen una carta o la otra, es decir, que contienen al menos una de
las dos cartas. Como vimos,

∣A ∩B∣ = C(38,1) = 38 y ∣A ∪B∣ = 741 + 741 − 38 = 1.444.

La unión e intersección de los conjuntos A1,A2, . . . ,An se definen así:

A1 ∪A2 ∪⋯ ∪An =
n

⋃
i=1

Ai = {s ∶ s ∈ A1 o s ∈ A2 o ⋯ o s ∈ An}

A1 ∩A2 ∩⋯ ∩An =
n

⋂
i=1

Ai = {s ∶ s ∈ A1 y s ∈ A2 y ⋯ y s ∈ An}

Es decir, la unión es el conjunto de elementos que pertenecen a por lo menos
uno deA1,A2, . . . ,An, y la intersección es el conjunto de elementos que pertenecen
a todos estos conjuntos.

Si A y B son los conjuntos que definimos arriba y C = {T ∈ M ∶ c ∈ T} es
el conjunto de todas las manos que contienen la carta c, entonces A ∩B ∩ C es el
conjunto de todas lasmanos que contienen las tres cartas a, b y c. Por supuesto, hay
una solamano, Tabc = {a, b, c}, que contiene las tres cartas. Así queA∩B∩C = {Tabc}
y ∣A ∩ B ∩ C ∣ = 1. En cambio, A ∪ B ∪ C es el conjunto de todas las manos que
contienen al menos una de las tres cartas. ¿Cuántos elementos tiene este conjunto?
Para responder esta pregunta, debemos generalizar el método que empleamos
para calcular ∣A ∪B∣.

Principio de inclusión-exclusión. Veamos, en términos de conjuntos, cómo con-
tamos el número de todas las manos que contienen la carta a o la carta b. SiA es el
conjunto de todas las manos que contienen la carta a y B es el conjunto de todas
las manos que contienen la carta b, la cuenta que hicimos es

∣A ∪B∣ = ∣A∣ + ∣B∣ − ∣A ∩B∣

(nos dió 741 + 741 − 38 = 1.444), para no contar dos veces las manos que contie-
nen ambas cartas, que son el conjunto A ∩B. Este modo de contar el número de
elementos en una unión se generaliza a más de dos conjuntos. El resultado es el
principio de inclusión-exclusión, llamado así por el modo en que vamos sumando
y restando elementos de distintos subconjuntos de la unión.
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Veamos por ejemplo cómo calcular ∣A∪B∪C ∣. Si sumamos ∣A∣+ ∣B∣+ ∣C ∣, hemos
contado dos veces a los elementos que están enA yB pero no enC, a los elementos
que están en A y C pero no en B, y a los elementos que están en B y C pero no en
A. También contamos tres veces a los elementos que están en A, B y C (es decir,
a los elementos de A ∩B ∩C ). Tratemos de corregir el doble conteo restando los
elementos de las intersecciones de dos conjuntos: ∣A∣ + ∣B∣ + ∣C ∣ − ∣A ∩ B∣ − ∣A ∩
C ∣ − ∣B ∩C ∣. Al hacer esto, restamos tres veces a los elementos de A ∩B ∩C. Estos
elementos habían sido contados tres veces, por lo que el resultado neto hasta el
momento es que no los hemos contado. Por lo tanto, sólo falta volverlos a sumar,
para finalmente obtener

∣A ∪B ∪C ∣ = ∣A∣ + ∣B∣ + ∣C ∣ − ∣A ∩B∣ − ∣A ∩C ∣ − ∣B ∩C ∣ + ∣A ∩B ∩C ∣.

Podemos obtener la misma fórmula si pensamos en A∪B∪C como (A∪B)∪C
y usamos el resultado anterior con los dos conjuntosA∪B yC. Este razonamiento
se puede extender por inducción para obtener el principio de inclusión-exclusión.
La fórmula general es algo complicada, por lo que no la vamos a escribir aquí
(referimos al lector interesado al capítulo 6 de (Anderson, 2001)). Pero lo que nos
dice es bastante sencillo: para calcular el número de elementos de la unión de n

conjuntos, hay que

● sumar el número de elementos de cada conjunto,
● restar el número de elementos de cada intersección de dos conjuntos a la
vez,

● sumar el número de elementos de cada intersección de tres conjuntos a la
vez,

● restar el número de elementos de cada intersección de cuatro conjuntos a
la vez,

● y continuar así hasta sumar (si n es impar) o restar (si n es par) el número
de elementos de la intersección de los n conjuntos.

Por ejemplo, si n = 4, obtenemos
∣A ∪B ∪C ∪D∣ = ∣A∣ + ∣B∣ + ∣C ∣ + ∣D∣

− ∣A ∩B∣ − ∣A ∩C ∣ − ∣A ∩D∣ − ∣B ∩C ∣ − ∣B ∩D∣ − ∣C ∩D∣
+ ∣A ∩B ∩C ∣ + ∣A ∩B ∩D∣ + ∣A ∩C ∩D∣ + ∣B ∩C ∩D∣
− ∣A ∩B ∩C ∩D∣

(2.1)

Probabilidad de tener (al menos) una de tres cartas específicas. Ahora pode-
mos volver al truco y a las probabilidades. ¿Cuál es la probabilidad de tener en
la mano (al menos) una de tres cartas específicas a, b y c? Por ejemplo, ¿cuál es la
probabilidad de tener la sota, el caballo o el rey de oros?
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SiA es el conjunto de todas las manos que contienen la carta a,B es el conjunto
de todas las manos que contienen la carta b, y C es el conjunto de todas las manos
que contienen la carta c, entonces el número de manos que contienen al menos
una de las tres cartas es

∣A ∪B ∪C ∣ = ∣A∣ + ∣B∣ + ∣C ∣ − ∣A ∩B∣ − ∣A ∩C ∣ − ∣B ∩C ∣ + ∣A ∩B ∩C ∣
= 3 × 741 − 3 × 38 + 1 = 2.110.

Por lo tanto, la probabilidad de tener (al menos) una de las tres cartas es
∣A ∪B ∪C ∣
∣M ∣ = 2.110

9.880
≈ 0,21356.

Probabilidad de tener (al menos) una de cuatro cartas específicas. ¿Cuál es la
probabilidad de tener (al menos) un tres en la mano? Si A es el conjunto de todas
las manos que contienen la carta a, B es el conjunto de todas las manos que con-
tienen la carta b, C es el conjunto de todas las manos que contienen la carta c, y
D es el conjunto de todas las manos que contienen la carta d, entonces el número
de manos que contienen al menos una de las cuatro cartas es ∣A ∪B ∪C ∪D∣, y lo
podemos calcular usando la ecuación (2.1) de arriba.

Aquí surge una nueva “complicación”, ya que debemos tener en cuenta que una
mano tiene sólo tres cartas y por lo tanto, no es posible tener en la mano las cuatro
cartas a, b, c y d. Esto significa que ∣A ∩ B ∩ C ∩D∣ = 0. Pusimos “complicación”
entre comillas porque en realidad, esto nos facilita las cuentas. Nos queda

∣A ∪B ∪C ∪D∣ = 4 × 741 − 6 × 38 + 4 × 1 = 2.740.

Por lo tanto, la probabilidad de tener una (o dos o tres) de las cuatro cartas en
nuestra mano es

∣A ∪B ∪C ∪D∣
∣M ∣ = 2.740

9.880
≈ 0,27733.

Probabilidad de tener (al menos) una de k cartas específicas. Si nos fijamos en
la cuenta que hicimos, ∣A∪B∪C ∪D∣ = 4×741−6×38+4×1 = 2740, es evidente que
los “coeficientes” 4, 6 y 4 se deben a que hay 4 maneras de elegir uno de los cuatro
conjuntos A, B, C y D, hay 6 maneras de elegir dos de ellos, y hay 4 maneras de
elegir tres de ellos. Es decir, la cuenta es

∣A ∪B ∪C ∪D∣ = C(4,1) × 741 −C(4,2) × 38 +C(4,3) × 1.

El mismo razonamiento sirve para calcular la probabilidad de tener en la mano
(al menos) una de las k cartas a1, a2, . . . , ak. Si para cada 1 ≤ i ≤ k definimos Ai =
{T ∈M ∶ ai ∈ T} (el conjunto de todas lasmanos que contienen la carta ai), entonces
el conjunto de todas las manos que contienen (al menos) una de las k cartas es
A1 ∪A2 ∪⋯ ∪Ak = ⋃k

i=1Ai.
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Recordemos nuevamente que no podemos tener más de tres cartas en la mano,
por lo que todas las intersecciones de cuatro o más de los conjuntos Ai son nulas.
Combinando esto con el principio de inclusión-exclusión, resulta que ∣ ⋃k

i=1Ai∣ =
C(k,1) × 741 −C(k,2) × 38 +C(k,3) × 1. Hay C(k,1) = k maneras de elegir uno de
los k conjuntosA1,A2, . . . ,Ak, y cada uno de ellos tiene 741 elementos. HayC(k,2)
maneras de elegir dos de los k conjuntos, y cada una de las intersecciones de dos
conjuntos tiene 38 elementos. Hay C(k,3)maneras de elegir tres de los k conjun-
tos, y cada una de las intersecciones de tres conjuntos tiene un único elemento. La
probabilidad de tener (al menos) una de las k cartas a1, a2, . . . , ak es, por lo tanto,

(2.2) ∣ ⋃k
i=1Ai∣
∣M ∣ = C(k,1) × 741 −C(k,2) × 38 +C(k,3) × 1

9.880
.

Repasemos los valores de k para los que ya hicimos la cuenta: k = 2, 3 y 4.
Cuando k = 2, la ecuación (2.2) nos da

2 × 741 − 1 × 38 + 0 × 1

9.880
= 1.444

9.880
≈ 0,14615,

ya que C(2,1) = 2, C(2,2) = 1 y C(2,3) = 0. Cuando k = 3, obtenemos
3 × 741 − 3 × 38 + 1 × 1

9.880
= 2.110

9.880
≈ 0,21356,

ya que C(3,1) = 3, C(3,2) = 3 y C(3,3) = 1. Y cuando k = 4, obtenemos
4 × 741 − 6 × 38 + 4 × 1

9.880
= 2.740

9.880
≈ 0,27733,

ya que C(4,1) = 4, C(4,2) = 6 y C(4,3) = 4.
Calculemos ahora la probabilidad de tener (al menos) una de k cartas especí-

ficas cuando k = 8 y k = 12, casos de interés en el juego del truco. Cuando k = 8,
obtenemos la probabilidad de tener (al menos) una carta que valga más que un
dos para el truco. Cuando k = 12, obtenemos la probabilidad de tener alguna carta
que valga más que el as de oros (o de copas), o también la probabilidad de tener
alguna figura (sota, caballo o rey). Invitamos al lector a comprobar que si k = 8, la
ecuación (2.2) nos da

4.920

9.880
≈ 0,49798,

y si k = 12, nos da
6.604

9.880
≈ 0,66842.

Es decir que a la larga, más omenos la mitad de las manos que nos tocan deberían
tener almenos una cartamejor que un dos para el truco, ymás omenos dos tercios
de las manos deberían incluir alguna figura.

Si nos fijamos en la probabilidad de tener (al menos) una de k cartas específicas
para los valores de k que hemos compilado (k = 2, 3, 4, 8 y 12), podemos confir-
mar algo que es obvio sin hacer ninguna cuenta: la probabilidad aumenta con k
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y tiende a 1. Cuando k = 37, la probabilidad es 9.879
9.880 ≈ 0,9999, ya que todas las

manos menos una contienen (al menos) una de las 37 cartas. La única excepción
es la mano que contiene las tres cartas que quedan. Cuando k = 38, 39 o 40, la pro-
babilidad es 1, ya que todas las manos contienen al menos una de las k cartas. El
lector puede comprobar por su cuenta que la ecuación (2.2) nos da la probabilidad
correcta para k = 37, 38, 39 y 40.

Complementos. La ecuación (2.2) no es la única manera de calcular la probabili-
dad de tener (al menos) una de k cartas específicas. Si usamos la idea del comple-
mento de un conjunto, podemos obtener una fórmula más sencilla. Llamemos A
al conjunto de todas las manos que poseen una cierta propiedad y B al conjunto
de todas las manos que no poseen esta propiedad. Entonces A∩B = ∅ (el conjun-
to vacío) y A ∪ B = M (el conjunto de todas las manos posibles). En un caso así,
decimos que A es el complemento de B en M (y que B es el complemento de A

enM ). Por lo tanto, ∣A∣ + ∣B∣ = ∣M ∣ = 9.880. Como la probabilidad de que una mano
tenga la propiedad en cuestión es ∣A∣

∣M ∣ , está claro que la probabilidad de que una
mano no tenga esta propiedad es

∣B∣
∣M ∣ = 1 − ∣A∣∣M ∣ .

Si A es el conjunto de todas las manos que tienen (al menos) una de k cartas
específicas, entonces su complemento es el conjunto B de todas las manos que no
contienen ninguna de estas k cartas. Tenemos que ∣B∣ = C(40 − k,3), ya que para
formar unamanodeB, debemos elegir tres cartas de las 40−k que hay disponibles.
Por lo tanto, la probabilidad de no tener ninguna de las k cartas es C(40−k,3)

9.880 , y la
probabilidad de tener (al menos) una de ellas es

(2.3) 1 − C(40 − k,3)
9.880

.

El lector puede verificar que esta fórmula coincide con la ecuación (2.2) para
todos los valores de k que hemos calculado.

Las probabilidades que hemos calculado hasta ahora son más que nada útiles
para el truco. Calculemos algunas probabilidades útiles para el envido. Antes de
calcular la probabilidad de tener cantidades específicas, hagamos algunas cuentas
relacionadas a la probabilidad de tener en la mano cartas del mismo palo o de
distintos palos.

Probabilidad de tener tres cartas de distintos palos. ¿Cuál es la probabilidad de
tener unamano cuyas tres cartas son de tres palos diferentes? Dicho de otromodo,
¿cuál es la probabilidad de tener 7 o menos para el envido? Hay dos maneras de
pensarlo. Por un lado, sin importarnos la primera carta, queremos que la segunda
no sea del mismo palo, y que la tercera no sea del mismo palo que ninguna de las
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dos primeras. Esto nos da
40

40
× 30

39
× 20

38
= 10

13
× 10

19
= 100

247
≈ 0,40486.

Por otro lado, podemos también contar el número total de manos que contienen
cartas de tres palos distintos. Hay C(4,3) = 4 posibilidades para los tres palos, ya
que hay cuatro palos y hay que elegir tres de ellos. Cada una de estas posibilidades
cuenta con 10×10×10 = 1000manos diferentes, ya que hay diez cartas de cada palo.
Por último, cada conjunto de 1000 manos obtenidas de esta manera es disjunto
de los demás (es decir que tienen intersección vacía o nula. No tienen ningún
elemento en común). Por ejemplo, ninguna mano que tenga una carta de oros,
una de copas y una de espadas puede ser igual a una mano que tenga una carta
de oros, una de copas y una de bastos. Por lo tanto, el número total de manos que
contienen cartas de tres palos distintos es 4000, y la probabilidad de tener una
mano así es

4.000

9.880
= 100

247
≈ 0,40486.

Probabilidad de tener (al menos) dos cartas del mismo palo. Si A es el conjunto
de todas las manos con cartas de tres palos distintos, entonces su complemento es
el conjunto B de todas las manos que tienen al menos dos cartas del mismo palo.
Recién calculamos que ∣A∣ = 4.000, así que ∣B∣ = ∣M ∣ − ∣A∣ = 9.880 − 4.000 = 5880. La
probabilidad de tener (al menos) dos cartas del mismo palo, es decir de tener 20
o más para el envido, es

1 − 100

247
= 147

247
≈ 0,59514

o, si se prefiere, 5.880
9.880 = 147

247 ≈ 0,59514.

Probabilidad de tener tres cartas del mismo palo (flor). La flor no nos interesa
mucho (ver el apéndice al final). Pero al menos calculemos la probabilidad de que
nos toque una. Nuevamente, podemos pensarlo de dos maneras. Por un lado, sin
importarnos la primera carta, queremos que la segunda sea del mismo palo, y que
la tercera lo sea también. Esto nos da

40

40
× 9

39
× 8

38
= 12

247
≈ 0,04858.

Por otra parte, podemos también contar el número de manos que contienen tres
cartas del mismo palo. Hay cuatro palos, y para cada uno de ellos, debemos elegir
tres de las diez cartas. Esto nos da 4×C(10,3) = 4×120 = 480manos (cada conjunto
de 120 manos es disjunto de los demás), y la probabilidad de tener flor es

480

9.880
= 12

247
≈ 0,04858.

A la larga, nos debería tocar flor menos de 1
20 de las manos.
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Probabilidad de tener (al menos) una carta de un palo específico. ¿Cuál es la
probabilidad de tener (al menos) un oro en la mano? Hay diez cartas de cada
palo, así que la probabilidad de tener al menos una de las diez cartas de un cierto
palo es, según (2.2) con k = 10,

5.820

9.880
≈ 0,58907.

Probabilidad de tener ciertas cantidades para el envido. Las cuentas que hici-
mos de la probabilidad de tener una mano con tres palos distintos, y la de tener
al menos dos cartas del mismo palo, nos dan la probabilidad de tener 7 o me-
nos, y la de tener 20 o más para el envido (respectivamente). Ahora calculemos
la probabilidad de tener (exactamente) ciertas cantidades específicas. Al final las
compilamos en una tabla que nos dice no sólo la probabilidad para cada cantidad,
sino también la probabilidad de tener una cierta cantidad o más. Esto último se
puede hacer con una simple suma, ya que obviamente ninguna mano que valga
m para el envido puede ser igual a una mano que valga n ≠m.

Aclaremos (ver el apéndice al final) que si un jugador tiene tres cartas del mis-
mo palo (flor), entonces para el envido se usan las dos mejores. Por ejemplo, la mano
{rey de oros, 2 de oros, 7 de oros} vale 29 de envido, y la mano {2 de copas, 3 de
copas, 5 de copas} vale 28 de envido.

Probabilidad de tener 33 de envido. Ya vimos que la probabilidad de tener dos
cartas específicas es 1

260 . La única manera de tener 33 de envido es tener el 7 y el 6
de un mismo palo. Como hay cuatro palos, y ninguna mano que tenga el 7 y el 6
de un palo puede ser igual a otra que tenga el 7 y el 6 de otro palo, está claro que
la probabilidad es

4 × 1

260
= 1

65
≈ 0,01538.

Otro modo de pensarlo es que para cada palo, hay C(38,1) = 38 manos que con-
tienen el 7 y el 6 de ese palo. Como hay cuatro palos y los cuatro conjuntos de 38
manos son disjuntos, hay 4× 38 = 152manos que tienen 33 de envido. La probabi-
lidad es, por lo tanto,

152

9.880
= 1

65
≈ 0,01538.

Probabilidad de tener 32 de envido. Nuevamente, lo vamos a pensar de dos ma-
neras. Por un lado, la probabilidad de tener 32 de envido es cuatro veces la pro-
babilidad de tener 32 de oros (o de cualquier otro palo). Para tener 32 de oros,
necesitamos que una de nuestras cartas sea el 7 de oros, otra sea el 5 de oros, y la
tercera no sea el 6 de oros (de lo contrario, tendríamos 33, ya que usamos las dos
mejores cartas). Esto nos da

4 × 3

40
× 2

39
× 37

38
= 37

2.470
≈ 0,01498.
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Curiosamente, debido a la restricción de que la tercera carta no puede ser el 6
del palo en cuestión, es más probable tener 33 que 32 de envido (aunque la dife-
rencia es pequeñísima). Como veremos, hay varios casos así, en que una cantidad
más grande de envido es más probable que una cantidadmenor. De todosmodos,
lo que realmente importa en el juego es la probabilidad de tener cierta cantidad o
más.

Otra manera de calcular la probabilidad de tener 32 de envido es contando el
número de manos que tienen esta propiedad. Para cada palo, hay que tener el 7 y
el 5, y no tener el 6. Por lo tanto, para cada palo, hay 37 manos con 32 de envido
(para completar la mano que ya tiene el 7 y el 5, debemos elegir una carta más de
las 37 que nos quedan a disposición, ya que no podemos elegir ni el 7, ni el 5, ni
el 6 del palo en cuestión). Así que hay 4×37 = 148manos que tienen 32 de envido,
y la probabilidad es

148

9.880
= 37

2.470
≈ 0,01498.

Probabilidad de tener 31, 30, 29 y 28 de envido. Aquí las cuentas se complican
un poquito, porque hay más de una manera de tener 31 de envido: teniendo el 7
y el 4 (pero no el 6 ni el 5), o teniendo el 6 y el 5 (pero no el 7) de algún palo. Por
lo tanto, la probabilidad de tener (exactamente) 31 de envido es

4 × 3

40
× 2

39
× 36

38
+ 4 × 3

40
× 2

39
× 37

38
≈ 0,02955.

También podemos contar lasmanos que valen 31 de envido. Tenemos 4×36manos
que valen 31 de envido porque tienen el 7 y el 4 pero no el 6 ni el 5 de algún palo
(para completar la mano, tenemos que elegir una de entre 36 cartas), y también
tenemos 4 × 37 manos que valen 31 de envido porque tienen el 6 y el 5 pero no
el 7 de algún palo (para completar la mano, tenemos que elegir una de entre 37
cartas). Todas estas manos son diferentes, así que la probabilidad de tener 31 de
envido es

4 × (36 + 37)
9.880

= 292

9.880
≈ 0,02955.

Invitamos al lector a comprobar por su cuenta las siguientes probabilidades,
usando cualquiera de los dos métodos que venimos usando.

Se puede tener 30 de envido ya sea con 7 y 3 (pero no el 6, 5 o 4) o con 6 y 4
(pero no el 7 o 5). La probabilidad de tener 30 de envido es

4 × 3

40
× 2

39
× 35

38
+ 4 × 3

40
× 2

39
× 36

38
= 4 × (35 + 36)

9.880
≈ 0,02874.

La probabilidad de tener 29 de envido es
4 × (34 + 35 + 36)

9.880
≈ 0,04251,
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y la de tener 28 es
4 × (33 + 34 + 35)

9.880
≈ 0,04130.

Probabilidad de tener 27 de envido. Para calcular la probabilidad de tener 27 de
envido, tenemos que sortear una nueva complicación: ahora entran en juego las
figuras (sota, caballo y rey). Se puede tener 27 de envido ya sea con el 7 y una
figura (pero no el 6, 5, 4, 3, 2 o 1), o con el 6 y el 1 (pero no el 7, 5, 4, 3 o 2), o con el
5 y el 2 (pero no el 7, 6, 4 o 3), o con el 4 y el 3 (pero no el 7, 6 o 5) de algún palo.

Las manos con 27 de envido que no involucran al 7 y una figura las podemos
contar como hicimos hasta ahora:

4 × (33 + 34 + 35) = 408.

Contemos ahora las manos con 27 de envido que involucran al 7 y una figura.
Antes que nada, está claro que los conjuntos de manos con 27 de envido de cada
palo son disjuntos (por ejemplo, ninguna mano puede tener 27 de envido usando
oros y a la vez 27 de envido usando copas). Así que contemos las manos con 27
de envido usando un palo específico, y al final multiplicamos por 4, el número de
palos. También está claro que estas manos con 7 y figura son disjuntas de las 408
que contamos antes.

Llamemos A al conjunto de todas las manos que contienen el 7 de oros, la sota
de oros, y otra carta que no sea ni el 6, ni el 5, ni el 4, ni el 3, ni el 2, ni el 1 de oros.
Llamemos B al conjunto de todas las manos que contienen el 7 de oros, el caballo
de oros, y otra carta que no sea ni el 6, ni el 5, ni el 4, ni el 3, ni el 2, ni el 1 de
oros. Y llamemos C al conjunto de todas las manos que contienen el 7 de oros, el
rey de oros, y otra carta que no sea ni el 6, ni el 5, ni el 4, ni el 3, ni el 2, ni el 1 de
oros. Entonces A∪B ∪C es el conjunto de todas las manos que valen 27 de envido
por tener el 7 y una figura de oros, y queremos saber cuántos elementos tiene. Es
decir, buscamos ∣A ∪B ∪C ∣.

El principio de inclusión-exclusión nos dice que ∣A ∪ B ∪ C ∣ = ∣A∣ + ∣B∣ + ∣C ∣ −
∣A ∩ B∣ − ∣A ∩ C ∣ − ∣B ∩ C ∣ + ∣A ∩ B ∩ C ∣. Es evidente que ∣A∣ = ∣B∣ = ∣C ∣ = 32. Por
ejemplo, para formar una mano que pertenezca a A, tenemos que elegir una carta
entre las 32 que hay disponibles: ya están tomadas el 7 y la sota de oros, y no
podemos usar tampoco del 1 al 6 de oros (de lo contrario, la mano valdría más
que 27 para el envido). También tenemos que ∣A ∩ B∣ = ∣A ∩ C ∣ = ∣B ∩ C ∣ = 1. Por
ejemplo, una mano de A ∩B debe contener el 7 y la sota de oros, y también debe
contener el 7 y el caballo de oros. Pero hay una sola mano, {7 de oros, sota de oros,
caballo de oros}, que cumple con ambos requisitos. Por último, ∣A ∩B ∩C ∣ = 0 ya
que A ∩ B ∩ C = ∅, el conjunto vacío: ninguna mano (que, recordemos, contiene
exactamente tres cartas) puede contener el 7 y la sota, y contener el 7 y el caballo,
y contener el 7 y el rey de oros.
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El número de manos que valen 27 de envido por tener el 7 y una figura de
oros es, según lo que acabamos de razonar, 3 × 32 − 3 × 1 = 93. Como ya dijimos,
4× 93 = 372 es entonces el número de manos que valen 27 de envido por tener el 7
y una figura de cualquier palo, y 408 + 372 = 780 es el número total de manos que
valen 27 para el envido. Por lo tanto, la probabilidad de tener (exactamente) 27 de
envido es

780

9.880
≈ 0,07895.

Probabilidad de tener 26, 25, 24, 23, 22 y 21 de envido. Razonando de la misma
manera, podemos calcular la probabilidad de tener cualquier cantidad entre 21 y
26 de envido.

Se puede tener 26 de envido ya sea con 6 y figura (pero no el 7, 5, 4, 3, 2 o 1), o
con 5 y 1 (pero no el 7, 6, 4, 3 o 2), o con 4 y 2 (pero no el 7, 6, 5 o 3). La probabilidad
es

372 + 4 × (33 + 34)
9.880

= 640

9.880
≈ 0,06478.

La cuenta para 25 es idéntica, como el lector puede comprobar.
Se puede tener 24 de envido ya sea con 4 y figura (pero no el 7, 6, 5, 3, 2 o 1), o

con 3 y 1 (pero no el 7, 6, 5, 4 o 2). La probabilidad es
372 + 4 × 33

9.880
= 504

9.880
≈ 0,05101.

La cuenta para 23 es idéntica.
Se puede tener 22 de envido solamente con 2 y figura (pero no el 7, 6, 5, 4, 3 o

1), y se puede tener 21 de envido solamente con 1 y figura (pero no el 7, 6, 5, 4, 3
o 2). La probabilidad en ambos casos es

372

9.880
≈ 0,03765.

Probabilidad de tener 20 de envido. Solamente se puede tener 20 de envido con
dos figuras de un palo y sin el 7, 6, 5, 4, 3, 2 o 1 de ese palo. Contemos el número de
manos que valen 20 de envido usando un palo específico. LlamemosA al conjunto
de todas las manos que tienen el rey y el caballo de oros pero no el 7, 6, 5, 4, 3, 2 o
1 de oros. Llamemos B al conjunto de todas las manos que tienen el rey y la sota
de oros pero no el 7, 6, 5, 4, 3, 2 o 1 de oros. Y llamemos C al conjunto de todas
las manos que tienen el caballo y la sota de oros pero no el 7, 6, 5, 4, 3, 2 o 1 de
oros. Entonces A∪B ∪C es el conjunto de todas las manos que valen 20 de envido
usando dos figuras de oros.

Como ya hemos visto, ∣A∪B∪C ∣ = ∣A∣+∣B∣+∣C ∣−∣A∩B∣−∣A∩C ∣−∣B∩C ∣+∣A∩B∩C ∣.
Es evidente que ∣A∣ = ∣B∣ = ∣C ∣ = 31: para completar una mano de A, por ejemplo,
debemos elegir una de las 31 cartas disponibles, ya que el rey y el caballo de oros
ya están en la mano, y la carta que falta no puede ser el 7, 6, 5, 4, 3, 2 o 1 de oros.
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También tenemos que ∣A∩B∣ = ∣A∩C ∣ = ∣B∩C ∣ = 1 y ∣A∩B∩C ∣ = 1, porque la única
mano que pertenece a cualquiera de estas intersecciones es {rey de oros, caballo
de oros, sota de oros}.

Por lo tanto, el número de manos que valen 20 de envido usando dos figuras
de oro es 3× 31− 3× 1+ 1 = 91. Estas manos son todas distintas de cualquier mano
que valga 20 de envido usando dos figuras de otro palo, así que el número total
de manos que valen 20 de envido es 4 × 91 = 364. La probabilidad de tener 20 de
envido es

364

9.880
≈ 0,03684.

Nota: Si sumamos las probabilidades que calculamos para cada cantidad de envi-
do entre 20 y 33 (ver la tabla de probabilidades al final), el resultado es 0,59514 . . ..
Esta es la probabilidad de tener 20 omás para el envido, que es lomismo que tener
(al menos) dos cartas del mismo palo. Esa cuenta ya la habíamos hecho con otro
razonamiento, y por supuesto, con el mismo resultado.

Probabilidad de tener 7 de envido. Para tener (exactamente) 7 de envido, hace
falta tener al menos un 7 y tener tres cartas de palos distintos. Llamemos A al
conjunto de todas las manos que valen 7 de envido y contienen el 7 de oros, B al
conjunto de todas las manos que valen 7 de envido y contienen el 7 de copas, C al
conjunto de todas las manos que valen 7 de envido y contienen el 7 de espadas, y
D al conjunto de todas las manos que valen 7 de envido y contienen el 7 de bastos.
Entonces buscamos ∣A ∪B ∪C ∪D∣, que podemos calcular usando el principio de
inclusión-exclusión para 4 conjuntos (ecuación (2.1)).

El conjunto A consiste en todas las manos de tres palos distintos que contienen
el 7 de oros. Nos quedan C(3,2) = 3 maneras de elegir los otros dos palos de
la mano, y para cada una de estas elecciones tenemos 10 × 10 = 100 maneras de
completar la mano, ya que hay diez cartas de cada palo. Por lo tanto, ∣A∣ = 300.
Desde luego, lo mismo vale para B, C y D.

A ∩ B es el conjunto de todas las manos de tres palos distintos que contienen
el 7 de oros y el 7 de copas. Evidentemente, ∣A ∩B∣ = 20, y lo mismo vale para las
otras intersecciones de dos de los conjuntos A, B, C yD. Por último, es obvio que
cada intersección de tres de los conjuntos contiene una única mano (que consiste
en tres 7 de distintos palos), y que la intersección de los cuatro conjuntos es vacía
(ya que una mano contiene sólo tres cartas).

Por lo tanto tenemos que ∣A ∪B ∪C ∪D∣ = 4 × 300 − 6 × 20 + 4 × 1 − 1 × 0 = 1.084,
y la probabilidad de tener 7 de envido es

1.084

9.880
≈ 0,10972.

Probabilidad de tener 6, 5, 4, 3, 2 y 1 de envido. Para tener 6 de envido, hace
falta tener al menos un 6, tener tres cartas de palos distintos, y no tener ningún
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7. Invitamos al lector a comprobar por su cuenta que el mismo razonamiento que
acabamos de usar nos da que la probabilidad de tener 6 de envido es

4 × 3 × 9 × 9 − 6 × 18 + 4 × 1

9.880
= 868

9.880
≈ 0,08785.

Para tener 5 de envido hay que tener al menos un 5, tener tres cartas de palos
distintos, y no tener ningún 6 ni 7. Luego, la probabilidad de tener 5 de envido es

4 × 3 × 8 × 8 − 6 × 16 + 4 × 1

9.880
= 676

9.880
≈ 0,06842.

Siguiendo de la misma manera con 4, 3, 2 y 1 de envido, tenemos que: la probabi-
lidad de tener 4 de envido es 4×3×7×7−6×14+4×1

9.880 = 508
9.880 ≈ 0,05142, la probabilidad de

tener 3 de envido es 364
9.880 ≈ 0,03684, la de tener 2 de envido es 244

9.880 ≈ 0,02470, y la
de tener 1 de envido es 148

9.880 ≈ 0,01498.

Probabilidad de tener 0 de envido. Desde luego, como la suma de las probabi-
lidades de todas las cantidades posibles de envido es 1, y ya calculamos todas
las demás, podemos obtener la probabilidad de tener 0 de envido haciendo una
simple resta. Pero de todos modos hagamos la cuenta de otra manera. Para te-
ner (exactamente) 0 de envido, hay que tener tres figuras de palos distintos. Hay
C(4,3) = 4 combinaciones para los tres palos de la mano. Los conjuntos obtenidos
para cada combinación de palos son disjuntos entre sí (como ya explicamos cuan-
do calculamos la probabilidad de tener una mano con tres palos distintos). Para
cada combinación, tenemos 3 × 3 × 3 = 27 manos, ya que hay tres figuras de cada
palo. Por lo tanto, hay 4×27 = 108manos que valen 0 de envido, y la probabilidad
de tener 0 de envido es 108

9.880 ≈ 0,01093.

§3. Probabilidades para una ronda

Hasta ahora, cada probabilidad que hemos calculado es la probabilidad de que
la mano de un jugador tenga cierta propiedad que nos interesa. Pero también es
útil considerar probabilidades de que una ronda tenga ciertas propiedades. El tru-
co se juega de dos (uno contra uno), cuatro (dos contra dos) o seis (tres contra tres)
jugadores (en realidad, existe también una versión para tres jugadores, pero la va-
mos a ignorar). Como cada jugador recibe una mano de tres cartas, cada ronda
tiene 6 cartas si se juega de dos, 12 cartas si se juega de cuatro, o 18 cartas si se
juega de seis. En cada caso, la ronda es el conjunto de todas las cartas que se re-
parten, sin importar cómo están distribuidas entre los jugadores. Así que ahora,
en vez de usar el conjuntoM de todas las manos posibles, tenemos que considerar
los siguientes conjuntos:

R2 = {T ∶ T ⊆ S y ∣T ∣ = 6}
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es el conjunto de todas las rondas posibles si se juega de dos, sin importar cómo
están distribuidas las 6 cartas entre los dos jugadores;

R4 = {T ∶ T ⊆ S y ∣T ∣ = 12}

es el conjunto de todas las rondas posibles si se juega de cuatro, sin importar cómo
están distribuidas las 12 cartas entre los cuatro jugadores;

R6 = {T ∶ T ⊆ S y ∣T ∣ = 18}

es el conjunto de todas las rondas posibles si se juega de seis, sin importar cómo
están distribuidas las 18 cartas entre los seis jugadores.

Antes que nada, contemos el número de rondas posibles en cada caso:

∣R2∣ = C(40,6) = 40!

34! 6!
= 3.838.380,

∣R4∣ = C(40,12) = 40!

28! 12!
= 5.586.853.480

∣R6∣ = C(40,18) = 40!

22! 18!
= 113.380.261.800.

Suponemos que, en cada caso, todas las rondas tienen la misma probabilidad. Los
razonamientos que vamos a hacer para una ronda son los mismos que hicimos
para una mano, aunque ahora los números son más grandes y algunas fórmulas
(provenientes del principio de inclusión-exclusión) son más complejas.

Probabilidad de que haya una carta específica en la ronda. ¿Cuál es la probabi-
lidad de que algún jugador tenga el as de espadas en sumano? Al igual que antes,
podemos pensarlo de dos maneras. Por un lado, la probabilidad de que una carta
específica a se encuentre en un conjunto de k cartas del mazo es k

40 . Por el otro,
podemos contar el número de rondas que contienen la carta a, y dividir por el
número de rondas posibles. Los resultados son los siguientes:

Dos jugadores: 6
40 =

C(39,5)
C(40,6) = 0,15.

Cuatro jugadores: 12
40 =

C(39,11)
C(40,12) = 0,3.

Seis jugadores: 18
40 =

C(39,17)
C(40,18) = 0,45.

Como vemos, se duplica (resp. triplica) la probabilidad al duplicarse (resp. tri-
plicarse) el número de jugadores.

Probabilidad de que haya dos cartas específicas en la ronda. Si a y b son dos
cartas específicas, ¿cuál es la probabilidad de que ambas estén en la ronda? Por
ejemplo, ¿cuál es la probabilidad de que en la ronda se encuentren el as de espadas
y también el as de bastos? Podemos pensarlo como la probabilidad de que a sea
una carta de la ronda, multiplicada por la probabilidad de que b esté entre las
demás cartas de la ronda. O podemos contar el número de rondas que contienen
tanto a a como a b, y dividir por el número de rondas posibles. Los resultados son:
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Dos jugadores: 6
40 × 5

39 =
C(38,4)
C(40,6) ≈ 0,01923.

Cuatro jugadores: 12
40 × 11

39 =
C(38,10)
C(40,12) ≈ 0,08462.

Seis jugadores: 18
40 × 17

39 =
C(38,16)
C(40,18) =≈ 0,19615.

Probabilidad de que haya tres cartas específicas en la ronda. Si a, b y c son tres
cartas específicas (por ejemplo el as de espadas, el as de bastos y el 7 de espadas),
la probabilidad de que las tres se encuentren en la ronda es la siguiente:

Dos jugadores: 6
40 × 5

39 × 4
38 =

C(37,3)
C(40,6) ≈ 0,00202.

Cuatro jugadores: 12
40 × 11

39 × 10
38 =

C(37,9)
C(40,12) ≈ 0,02227.

Seis jugadores: 18
40 × 17

39 × 16
38 =

C(37,15)
C(40,18) =≈ 0,08259.

Probabilidad de que haya cuatro cartas específicas en la ronda. Ésta es la proba-
bilidad de que en la ronda se encuentren todos los 3, o de que se encuentren todos
los 2, o de que se encuentren el as de espadas, el as de bastos, el 7 de espadas y el
7 de oros. La probabilidad es la siguiente:

Dos jugadores: 6
40 × 5

39 × 4
38 × 3

37 =
C(36,2)
C(40,6) ≈ 0,00016.

Cuatro jugadores: 12
40 × 11

39 × 10
38 × 9

37 =
C(36,8)
C(40,12) ≈ 0,00542.

Seis jugadores: 18
40 × 17

39 × 16
38 × 15

37 =
C(36,14)
C(40,18) ≈ 0,03348.

Probabilidad de que haya (al menos) una de k cartas específicas en la ronda.
Dadas las k cartas a1, a2, . . . , ak, nos interesa la probabilidad de que en la ronda
haya al menos una de ellas. Estas cuentas son de interés porque nos dicen, por
ejemplo:

● k = 2: la probabilidad de que en la ronda esté el as de espadas o el as de
bastos.

● k = 4: la probabilidad de que en la ronda haya (al menos) una carta que
valga más que un 3 para el truco.

● k = 8: la probabilidad de que en la ronda haya (al menos) una carta que
valga más que un 2 para el truco.

● k = 12: la probabilidad de que en la ronda haya (al menos) una carta que
valga más que el as de oros (o de copas) para el truco, o la probabilidad de
que en la ronda haya (al menos) una figura.

Llamemos R al conjunto de todas las rondas posibles. Es decir, R = R2 si se
juega de dos, R = R4 si se juega de cuatro, y R = R6 si se juega de seis jugadores.
Si para cada 1 ≤ i ≤ k definimos

Ai = {T ∈ R ∶ ai ∈ T}
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(el conjunto de todas las rondas que contienen la carta ai), entonces el conjunto de
todas las rondas que contienen (al menos) una de las k cartas es

k

⋃
i=1

Ai = A1 ∪A2 ∪⋯ ∪Ak,

y la probabilidad que buscamos es ∣ ⋃k
i=1Ai∣/∣R∣.

Para calcular el número ∣ ⋃k
i=1Ai∣ tendremos que hacer uso del principio de

inclusión-exclusión. Hagamos las cuentas por separado para cada caso (dos, cua-
tro o seis jugadores). Un detalle que debemos mencionar es que si l > k, entonces
C(k, l) = 0 por definición, ya que no hay manera de elegir l elementos diferentes
de un conjunto de k elementos.

Dos jugadores: R = R2 y las rondas contienen 6 cartas:

● Hay C(k,1) = k conjuntosA1,A2, . . . ,Ak, y cada uno tiene C(39,5) elemen-
tos (rondas).

● Hay C(k,2) maneras de elegir dos de los conjuntos A1,A2, . . . ,Ak, y cada
intersección de dos conjuntos tiene C(38,4) elementos.

● Hay C(k,3) maneras de elegir tres de los conjuntos A1,A2, . . . ,Ak, y cada
intersección de tres conjuntos tiene C(37,3) elementos.

● HayC(k,4)maneras de elegir cuatro de los conjuntosA1,A2, . . . ,Ak, y cada
intersección de cuatro conjuntos tiene C(36,2) elementos.

● Hay C(k,5)maneras de elegir cinco de los conjuntos A1,A2, . . . ,Ak, y cada
intersección de cinco conjuntos tiene C(35,1) = 35 elementos.

● Hay C(k,6) maneras de elegir seis de los conjuntos A1,A2, . . . ,Ak, y cada
intersección de seis conjuntos tiene C(34,0) = 1 único elemento.

● Cada intersección de 7 o más de los conjuntos A1,A2, . . . ,Ak es vacía, ya
que una ronda contiene solamente 6 cartas.

El principio de inclusión-exclusión nos dice que

∣
k

⋃
i=1

Ai∣ = k ×C(39,5) −C(k,2) ×C(38,4) +C(k,3) ×C(37,3)

−C(k,4) ×C(36,2) +C(k,5) × 35 −C(k,6) × 1.(3.1)

Al sustituir los valores deseados de k (recordemos queC(k, l) = 0 si l > k) y divi-
dir el resultado por ∣R∣ = ∣R2∣ = C(40,6) = 3838380, obtenemos las probabilidades
que buscamos.

Como hicimos en el caso de una sola mano, podemos usar la idea del comple-
mento de un conjunto para obtener fórmulasmás simples (recordemos (2.3)). Para
dos jugadores, la probabilidad de que haya (al menos) una de k cartas específicas
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en la ronda es

(3.2) 1 − C(40 − k,6)
C(40,6) ,

ya que hay C(40 − k,6) rondas que no contienen ninguna de las k cartas.

Cuatro jugadores: R = R4 y las rondas contienen 12 cartas.
El lector puede calcular ∣ ⋃k

i=1Ai∣ usando el principio de inclusión-exclusión,
teniendo en cuenta que ahora cada intersección de 13 o más de los conjuntos
A1,A2, . . . ,Ak es vacía, ya que una ronda contiene solamente 12 cartas. El resul-
tado será parecido a la ecuación (3.1), pero con más términos. Para obtener las
probabilidades que buscamos, ahora dividimos por ∣R∣ = ∣R4∣ = C(40,12). Alter-
nativamente, podemos usar el complemento para obtener un resultado parecido
a la expresión (3.2): la probabilidad de que haya (al menos)una de las k cartas es
1 − C(40−k,12)

C(40,12) .

Seis jugadores: R = R6 y las rondas contienen 18 cartas.
Nuevamente, se puede calcular ∣ ⋃k

i=1Ai∣usando el principio de inclusión-exclusión
y luego dividir por ∣R∣ = ∣R6∣ = C(40,18), o se puede usar el complemento para ob-
tener que la probabilidad es 1 − C(40−k,18)

C(40,18) .

Las tablas del final incluyen los resultados (para una mano y para una ronda
de dos, cuatro o seis jugadores) para k = 2, 3, 4, 8 y 12, que son seguramente los
de mayor interés.

Estas probabilidades son útiles para el truco. Como el envido se juega usan-
do manos individuales y no combinando las cartas de la ronda, no tiene mucho
sentido calcular probabilidades para el envido asociadas a una ronda.

§4. Observaciones finales y cuestiones pendientes

La última sección consiste en cinco tablas con probabilidades de interés para el
truco (para una mano y para una ronda de dos, cuatro o seis jugadores) y para el
envido. Algunas observaciones que podemos hacer a partir de estas tablas son las
siguientes:

● La probabilidad de tener flor es un poquito menor que 1
20 = 5%.

● La probabilidad de tener 27 o más para el envido es alrededor de 1
4 = 25%.

● La probabilidad de tener 23 o más para el envido es alrededor de 48%, y la
de tener 22 o más es alrededor de 52%. Por lo tanto, a la larga un jugador
debería tener 22 o más de envido un poquito más de la mitad de las veces,
y 23 o más un poquito menos de la mitad de las veces.
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● A la larga, un jugador debería tener (almenos) una carta que valgamás que
un 2 para el truco alrededor de la mitad de las veces, y una carta que valga
más que el as de oros (o de copas) alrededor de dos tercios de las veces.
También debería recibir (al menos) una figura alrededor de dos tercios de
las veces.

● En una ronda de cuatro jugadores, la probabilidad de que esté el as de
espadas o el as de bastos (o ambas cartas) es 51.5%, es decir un poquito
mayor que 1

2 . Si se juega de seis, la probabilidad es alrededor de 70%.
● En una ronda de cuatro jugadores, la probabilidad de que haya (al menos)
una de las cuatro mejores cartas (as de espadas, as de bastos, 7 de espadas,
7 de oros) es alrededor de 78%. Si se juega de seis, la probabilidad es al-
rededor de 92%. Estas probabilidades son también las de que haya por lo
menos un 3, o de que haya por lo menos un 2, en la ronda.

Como última observación, una advertencia. Un jugador no debería esperar nin-
guna regularidad en el reparto de las cartas basándose en estas probabilidades,
salvo a muy largo plazo. En una partida, o en una noche entera de timba, puede
pasar cualquier cosa. En particular, se suele caer en la trampa de pensar que las
manos o rondas anteriores influyen en las probabilidades de las que vienen. Si no
nos ha tocado el as de espadas en diez manos seguidas, la probabilidad de que
nos toque en la que sigue es la misma ( 3

40 ), ni más ni menos, que si nos ha tocado
el as de espadas en las últimas tres manos.

Este ensayo es tan sólo una investigación superficial de las probabilidades en el
truco. Quedaron muchas cosas interesantes y útiles en el tintero, como por ejem-
plo:

● Probabilidades condicionales. Cuando jugamos al truco, sabemos nuestras
cartas y a veces también algunas cartas de los compañeros de equipo. Co-
nocemos también las cartas que se van jugando en la ronda, y tal vez el
puntaje de algunos jugadores para el envido. Desde luego, esta informa-
ción altera las probabilidades. Por ejemplo, si tenemos el as de espadas, es
obvio que la probabilidad de que en la ronda esté el as de espadas o el de
bastos es 1, y no la que se indica en las tablas que siguen. Otro ejemplo es,
si un adversario cantó 27 de envido (aquí suponemos que es obligatorio
declarar el puntaje correcto), ¿cuál es la probabilidad de que tenga ciertas
cartas? ¿Y si ya jugó la sota de espadas y le quedan dos cartas en la mano?
Este tipo de probabilidad de un evento, sabiendo que se ha dado otro even-
to, se llama “probabilidad condicional”. Se podría hacer varias tablas más
con este tipo de probabilidades.

● El valor esperado de ciertas variables de interés, tal vez bajo ciertas con-
diciones. Por ejemplo, ¿cuál es el puntaje esperado para el envido en una
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mano? Este valor es fácil de encontrar usando la tercera tabla en las pági-
nas que siguen, pero, ¿cuál es el puntaje esperado si conocemos algunas
cartas de los demás jugadores?

● Probabilidades de ganar el envido en una ronda de dos, cuatro o seis ju-
gadores teniendo ciertas cantidades, siendo mano o no. Por ejemplo, si se
tiene 27 de envido en una ronda de cuatro jugadores y se es mano, ¿cuál es
la probabilidad de que ese envido sea mejor que el de los rivales? Se puede
hacer tablas con probabilidades de ganar para cada cantidad y en cada si-
tuación, al igual que tablas con las cantidades necesarias para tener ciertas
probabilidades de ganar el envido.

Invitamos al lector interesado a investigar estas cuestiones y aportar más tablas
de probabilidades para la comunidad timbera.

Por último, quisiera agradecer a Ariel Arbiser, Carlos D’Andrea, Pablo Mislej,
Adrián Paenza, Ricardo Podestá y el referí, que se tomaron el tiempo de leer este
artículo y hacer muy buenos comentarios y sugerencias.

§5. Apéndice: Breve repaso del juego

Como es sabido, el juego tiene tres envites o suertes: flor, envido y truco. Des-
cribimos aquí brevemente los detalles del juego que nos sirven. Este repaso no es
un manual para aprender a jugar, ni para aprenderse el reglamento, las señas, o
la mecánica de las apuestas.

Truco. Para ganar el truco en una ronda, se debe ganar dos de las tres bazas. El
equipo que gana la primera baza tiene el desempate en la segunda y la tercera (es
decir, el otro equipo debe ganar, no puede empatar, en la segunda y la tercera).
Si la primera baza queda empatada (“empardada”, o “parda”), gana el truco el
equipo que gana la segunda baza. Si la segunda también queda empardada, la
tercera decide. Si la tercera también queda empardada, gana “de mano” el equipo
del primer jugador en la ronda.

La jerarquía de las cartas para el truco es la siguiente, de mayor a menor: as de espa-
das, as de bastos, 7 de espadas, 7 de oros, 3, 2, as de oros y as de copas (son de
igual valor), rey, caballo, sota, 7 de copas y 7 de bastos (son de igual valor), 6, 5, 4.

Envido. A diferencia del truco, el envido no necesariamente se juega en cada ron-
da. Si se juega, el ganador es el equipo cuyo jugador tiene la mayor cantidad de
envido en sumano. Si dos jugadores de distintos equipos tienen el mismo puntaje
para el envido, gana el que es “mano” del otro: el que va primero en la ronda.
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Puntaje para el envido: Al tener (al menos) dos cartas del mismo palo, se tiene 20
puntos más los puntos indicados por el valor numérico de esas cartas – salvo que
el valor de las figuras (rey, caballo y sota) es cero. Si no se tiene dos cartas del
mismo palo, no se suman los 20 puntos. Si se tiene tres cartas del mismo palo
(flor), se eligen las dos mejores para el envido. Es decir, o se juega sin flor, o se
permite no cantar una flor y usar las dos mejores cartas para el envido.

Ejemplos:

● Se tiene 33, el puntaje más alto posible, si se tiene un 7 y un 6 del mismo
palo.

● Se tiene 27 (“las viejas”) si se tiene (de un mismo palo) el 7 y una figura
(pero no el 6, 5, 4, 3, 2 o 1, lo que resultaría en un puntaje más alto), o el 6
y el 1 (pero no el 7, 5, 4, 3 o 2), o el 5 y el 2 (pero no el 7, 6, 4 o 3) , o el 4 y el
3 (pero no el 7, 6 o 5).

● Se tiene 20 si se tiene dos figuras del mismo palo y la tercera carta no es el
7, 6, 5, 4, 3, 2 o 1 de ese mismo palo.

● Si no se tiene dos cartas del mismo palo, el puntaje puede ser de 0 a 7.
● Si se tiene el 3, 4 y 7 del mismo palo, se tiene 31. Si se tiene la sota, el 1 y el
3 del mismo palo, se tiene 24.

Flor. Más allá de los divertidos versos que la acompañan, la flor no nos interesa
mucho, porque es la única suerte que sólo se puede cantar si un jugador tiene tres
cartas del mismo palo (es decir, tiene flor. Como vimos, la probabilidad es menor
que 1

20 ) y, en tal caso, sólo tiene desquite si el rival (o uno de los rivales) también
tiene flor. En cambio, el envido y el truco los puede cantar cualquier jugador sin
importar qué mano le ha tocado, y siempre tienen desquite (el rival o los rivales
tienen la opción de querer o de levantar).

Como es poco probable tener que tomar decisiones al respecto, en este ensa-
yo no nos ocupamos de la flor, más allá de calcular la probabilidad de que nos
toque una en la mano. Si al lector le gusta jugar con flor, lo invitamos a calcular
probabilidades para distintos puntajes.

§6. Tablas de probabilidades

Acontinuación compilamos varias probabilidades de interés para el juego, agru-
padas en cinco tablas. Las tres primeras contienen probabilidades acerca de la
mano de un jugador. La cuarta incluye probabilidades para una ronda de dos,
cuatro o seis jugadores. Y la última es una reorganización de las probabilidades
(que ya se encuentran en la primera y en la cuarta tabla) de que haya al menos una
de k cartas específicas en la mano de un jugador, o en una ronda de dos, cuatro o
seis jugadores. Los resultados son para k = 1, 2, 3, 4, 8 y 12.
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¿Sabías que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podestá

el último dígito de n5 es n para cualquier natural n?

En efecto, observemos primero que

05 = 0, 15 = 1, 25 = 32, 35 = 243, 45 = 1.024,

55 = 3.125, 65 = 7.776, 75 = 16.887, 85 = 32.678, 95 = 59.049,

de donde el resultado se cumple para los dígitos.
Si nos fijamos, estas cuentas dicen que

(1) n5 ≡ n (mód 10)

para todo n = 0, 1, . . . , 9, donde ≡ denota congruencia módulo 10. Recordemos que
dos enteros a y b son congruentes módulo un natural n, denotado a ≡ b (mód n), si
n divide a a− b.

¿Cómo deducimos de aquí que el resultado es cierto para un número natural n
cualquiera? Consideremos su desarrollo decimal, es decir supongamos que

n = ak10k + · · ·+ a2102 + a110 + a0

donde 0 ≤ ai ≤ 9 para 0 ≤ i ≤ 9. Tomando congruencia módulo 10 tenemos que

(2) n ≡ a0 (mód 10).

Por otra parte, usando propiedades de congruencias, tenemos que

(3) n5 ≡ ak105k + · · ·+ a1105 + a50 ≡ a50 (mód 10).

O sea, de (2) y (3) resulta que

n ≡ a0 (mód 10) y n5 ≡ a50 (mód 10)

Pero en (1) vimos que la congruencia a50 ≡ a0 (mód 10) vale para los dígitos. De
aquí sale entonces que

n5 ≡ n (mód 10)

para todo n ∈ N. Por ejemplo

20195 = 33.549.155.665.686.099.

Como una curiosidad adicional, observemos que la ecuación (1) implica

n5 − n ≡ n(n4 − 1) ≡ n(n2 − 1)(n2 + 1) ≡ 0 (mód 10),

de donde multiplicando por n tenemos que

(4) (n2 − 1)n2(n2 + 1) ≡ 0 (mód 10).
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Es decir, el producto de 3 enteros consecutivos (que siempre es divisible por 2 y por
3) es divisible por 10, siempre que el del medio sea un cuadrado. Como 2, 3 y 5 son
coprimos, en realidad, este producto resulta divisible por 30. Por ejemplo

3 · 4 · 5 = 30,

8 · 9 · 10 = 720 = 24 · 30,

15 · 16 · 17 = 4.080 = 136 · 30,

24 · 25 · 26 = 15.600 = 520 · 30.

Podemos probar esto directamente, pues (4) es equivalente a

(n− 1)n(n + 1)n(n2 + 1) ≡ 0 (mód 10).

Los primeros tres factores dicen que el producto es divisible por 6. Además, si n = 5k

o 5k ± 1 entonces el producto es divisible por 5. Si n = 5k ± 2 entonces el último
factor toma la forma

n2 + 1 = (5k ± 2)2 + 1 = 25k2 ± 20k + 5

y por lo tanto es divisible por 5. Luego el producto es divisible por 5 y por lo tanto
por 30.

Finalmente, mencionamos que el resultado es mucho más general y en realidad
vale no sólo para potencias quintas, si no que también para potencias de la forma
4k + 1 (5, 9, 13, etc.). Mas precisamente, vale

n4k+1 ≡ n (mód 10)

para todo k ∈ N. La idea es usar lo que ya hicimos. Por ejemplo,

n9 = n5 · n4 ≡ n · n4 = n5 ≡ n (mód 10)

para todo natural n. Del mismo modo, en general, como

4k + 1 = 4((k − 1) + 1) + 1 = (4(k − 1) + 1) + 4,

haciendo inducción en k, tenemos

n4k+1 = n4(k−1)+1 · n4 ≡ n · n4 = n5 ≡ n (mód 10).

Por ejemplo,

201913 = 9.263.436.872.325.375.124.423.761.282.625.811.510.443.059.

Las congruencias fueron introducidas por el genial matemático y físico alemán Johann Carl
Friedrich Gauss (Brunswick, 30 de abril de 1777 – 23 de febrero de 1855), en su monumental
tratado Disquisitiones Arithmeticae (Investigaciones Aritméticas), en el cual aparece un
capítulo su tesis. Las congruencias son desde entonces una herramienta fundamental en el
estudio de la Aritmética.
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Sección de Problemas
t por Juan Pablo Rossetti

Los siguientes problemas están pensados para un público amplio....
Las soluciones se encuentran en la página siguiente.

—————X—————

� Problema 1. Tamaño de las mamushkas. Un fabricante de mamushkas (o ma-
trioshkas) quiere cambiar de pintura a una muy linda, pero costosa, porque la
gente cada vez se fija más en este aspecto que en los notables encastres, casi per-
fectos, de las tradicionales muñecas rusas. Así, quiere saber con precisión cuánta
pintura necesitará para pintar un juego de 5 muñecas, cuyas alturas son de menor
a mayor: 3; 4; 5,5; 7,5 y 10cm. Si para pintar a la más chiquita necesita una cierta
cantidad C de pintura, ¿cuánta necesitará para pintar a todas?

Problema 2. Cara o número a ciegas. En una cajita cuadrada, sin tapa, se colocan
4 monedas en sus 4 esquinas. El desafío se trata de dar vuelta algunas de las mo-
nedas y lograr que queden las cuatro mostrando lo mismo, es decir, las 4 caras o
las 4 números; pero hay un detalle importante: ¡tenemos que hacer esto a ciegas!
La dinámica es así: uno elige algunas de las monedas (entre 0 a 4), y una amiga
las da vuelta. Luego, le pedimos a ella que nos diga si las 4 están iguales, es decir,
las cuatro caras o las cuatro números. Si lo están, ganamos. Si no, ella hace girar la
caja como quiera, sin decirnos cuánto. Ahora tenemos un segundo turno para dar
vuelta las monedas que queramos, siempre a ciegas, y volver a preguntar si aho-
ra están bien. Y así sucesivamente. ¿Hay alguna estrategia que nos asegure que
podemos ganar en a lo sumo una cantidad fija de intentos? En caso que haya una
estrategia ¿cuántos intentos son necesarios (como mínimo) para asegurar que va
a funcionar seguro?

Vale la pena pensar bien este problema, para descrifrar una estrategia ganadora.
También proponemos algunas variantes del problema:
¿Si se coloca una quinta moneda en la cajita, ahora en el centro, qué sucede? En
este caso, la moneda del centro, siempre quedará en el centro al rotar la cajita.
¿Si en lugar de 4monedas en la cajita cuadrada, se colocan 5monedas en una cajita
circular (o pentagonal) y se procede del mismo modo, será posible resolverlo?
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¿Y si se colocan 3 monedas en una cajita triangular, que gira como la cuadrada, se
podrá lograr?
¿Qué pasa si nuestra amiga puede girar la cajita no solo después que hacemos un
intento, sino también después que le indicamos qué monedas dar vuelta? ¿Segui-
mos teniendo una estrategia ganadora?

Problema 3. Ordenar n elementos por comparaciones. Tenemos n números posi-
tivos distintos (no sabemos cuáles son) y queremos ordenarlos de menor a mayor.
Solo podemos comparar dos números por vez y así saber cuál esmenor y cuál ma-
yor entre esos dos. Dados cuatro números a, b, c, d, ¿cuántas comparaciones hacen
falta como mínimo para ordenarlos? Ejemplo: si hay que ordenar solo tres núme-
ros, digamos x, y, z, entonces necesitaremos 3 comparaciones para estar seguros,
en todos los casos, de que los podremos ordenar de menor a mayor.

¿Se anima a resolver este problema con cinco números?
El problema es muy interesante en general, cuando se tienen n números distin-

tos. No se puede resolver en forma completa, pero lo que sí se puede hacer es dar
algunas cotas, inferiores y superiores, de la cantidad de comparaciones que harán
falta y que alcanzan, respectivamente, para resolver el problema.

¡Sucesiones al toque!

¿Cuál creés que es el próximo número en las siguientes sucesiones y
por qué? ¿Te animás a encontrar más términos de estas sucesiones? ¿Y
una fórmula general?

{an} : 2, 3,
10

3
,
7

2
,
18

5
,
11

3
,
26

7
, . . .

{bn} : 2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, 1154, 2786, 6726, 16238,
39202, 94642, 228486, 551614, 1331714, . . .

{cn} : 0, 1, 0, 2, 0, 1, 0, 3, 0, 1, 0, 2, 0, 1, 0, 4, 0, 1, 0, 2, 0, 1, 0, 3, 0, 1, 0, 2,
0, 1, 0, 5, 0, 1, 0, 2, 0, 1, 0, 3, 0, 1, 0, 2, 0, 1, 0, 4, 0, 1, 0, 2, 0, . . .

Podés encontrar las soluciones en la página 72.

x y z { | } ~ � � � � � �
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SOLUCIONES

Solución 1. Cada mamushka de altura h necesita (h
3
)2 pintura con respecto a lo

que hace falta para pintar la mamushka de 3 cm de altura. Esto es así porque las
mamushkas son todas iguales, salvo por su tamaño, entonces el área a pintar se
agranda como la proporción entre sus alturas pero elevada al cuadrado. Por lo
tanto la respuesta es (4

3
)2+(4

3
)2+(5,5

3
)2+(7,5

3
)2+(10

3
)2 = 211,5

9
= 23, 5, multiplicado

por C.

Solución 2. Sí, hay una estrategia ganadora, en a lo sumo 8 intentos logramos que
todas las monedas esten iguales. Procedemos así: en el primer turno, pregunta-
mos si así estan bien (de este modo, estamos considerando el caso de 4 caras o 4
números). En caso que no, atacamos los casos en que haya 2 caras y 2 números:
damos vuelta 2 monedas opuestas en diagonal (movimiento [X]). Si después de
esto no todas las monedas tienen la misma cara visible, pensamos que hay 2 pa-
res de adyacentes de cada tipo, entonces damos vuelta dos monedas adyacentes
(movimiento [I]). Si después de esto no ganamos, entonces pensamos que quedan
2 pares de diagonales de cada tipo. Repetimos el movimiento [X]. Si quedan todas
igual, ganamos; si no, es porque al principio había un número impar de caras y
uno impar de números (3 de un tipo y 1 del otro). En tal caso, utilizamos nuestro
5to turno para dar vuelta una sola moneda, cualquiera. Entonces nos quedan se-
guro dos monedas cara y dos número y podemos repetir los movimientos [X] [I]
[X] y ganar.

El caso en el que se coloca una quinta moneda en el centro, es esencialmen-
te igual, solo que nos llevará el doble de intentos, 16, puesto que cada vez que
preguntamos si están bien las monedas hay que hacerlo una segunda vez dando
vuelta la moneda del medio.

El caso de 5 monedas en un arreglo pentagonal o 3 monedas en un arreglo
triangular, no tiene solución. Qué notable que con 3 monedas no se pueda y con
4 sí, ¿verdad?.

Solución 3. Para ordenar 4 elementos alcanza con hacer 5 comparaciones, y ese
es el número mínimo para asegurar el buen orden. Podemos comparar primero
a, b y c, todos con todos (son 3 comparaciones) y así ordenarlos a ellos. Luego,
comparamos d con el que quedó almedio de los 3 anteriores. Por ejemplo, si habían
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quedado a < b < c, comparamos d con b. Si d > b, entonces comparamos d con c,
y si d < b entonces comparamos d con a.

Esta no es la única formade lograr ordenarlos en 5 comparaciones, pero tiene de
bueno que nosmuestra un camino para ordenar n+1 números habiendo ordenado
n. Se toma el nuevo número, se lo compara con uno del medio (dependiendo de la
paridad hay uno solo al medio o dos), y luego se continúa comparando ese último
número con el del medio de la zona a donde cayó. De este modo, al pasar de n

números a n+ 1, se ve que alcanza con hacer dn+1
2
e nuevas comparaciones.

La cota inferior para la cantidad de comparaciones viene dada por log2(n!). Esto
es así porque inicialmente hay n! órdenes distintos posibles. En cada comparación,
vamos partiendo ese conjunto de n! posibilidades en 2, luego en 4, y así sucesiva-
mente, vemos que se va armando un árbol y para asegurar que hemos llegado a
ordenar los n números en todos los casos, hace falta que en cada rama del árbol
quede una sola posibilidad. Por consiguiente, al hacer k comparaciones, debemos
tener 2k ≥ n!, es decir, k ≥ log2(n!)

Para una cota superior, podemos razonar como al principio, notando que las
comparaciones que necesitamos sumar al agregar números a partir de un solo
número son 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, . . . Esto es fácil de sumar, da 2n(n+1)

2
− 1.

Este tema es investigado en matemática y en computación, desarrollando algo-
ritmos que ordenan los números de manera eficiente. Se conoce el número exacto
para ordenar hasta 16 números. De la Enciclopedia on-line de sucesiones enteras:
A036604

(Sorting numbers: minimal number of comparisons needed to sort n elements.)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 1 3 5 7 10 13 16 19 22 26 30 34 38 42 ?

Soluciones de ¡sucesiones al toque!

• a8 =
15

4
=

30

8
. Son los números de la forma an = 4n−2

n
.

• b18 = 3215042. Son los Números de Pelle, bn = 2bn−1 + bn−2.

• c54 = 1. cn es el exponente del 2 en la descomposición en
primos de n.

Viene de la página 70.
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