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Editorial

E N enero de 1967, a los 30 afios de edad, Robert Langlands era profesor aso-
ciado de Princeton y le escribi6 una carta de 17 paginas al gran matematico
francés André Weil, de 60 afios, y le decia:

“Si usted estd dispuesto a leerla como pura especulacion, le estaré agradecido;
si no, estoy seguro de que tendrd a mano un cesto de basura.”

En ella se esbozaba una teoria que proponia una nueva manera de pensar en
matematica al sugerir la profunda conexién existente entre dos ramas que antes se
consideraban independientes entre si: la teoria de nimeros y el andlisis arménico.
Esta teoria se conoce hoy como el Programa de Langlands y es, segtn gran parte
de la comunidad cientifica, uno de los mayores proyectos de investigaciéon de la
matematica moderna.

Robert Langlands fue galardonado con el premio Abel 2018, premio que es otor-
gado por gobierno noruego y es tan prestigioso como la Medalla Fields, “por su
programa visionario que conecta la Teoria de representaciones con la Teoria de niimeros” .
Esta editorial es muy breve para hablar en detalle sobre el Programa de Langlands,
simplemente mencionamos puede pensarse como una enorme extension del Prin-
cipio de reciprocidad cuadritica de Gauss el cual, dado un primo p y un ntimero r,
describe un método para determinar si hay algtn cuadrado perfecto que tenga
resto r al dividirlo por p.

st nimero de la Revista de Educacion Matemadtica contiene tres articulos. En EI
matemdtico que desafié a los dioses reproducimos gran parte de la conferencia

que el Prof. Christidn Carman ofreci6 en la Jornada de Visibilizacién de la Ma-
temadtica que tuvo lugar durante la Reunién Anual de la UMA del afio pasado
en Buenos Aires que, conmemorando los 100 afios de la llegada de Rey Pastor a
Argentina, se organizé junto con la Real Sociedad Matematica Espafiola. En su
conferencia, Christidn nos relata detalles de la increible historia del Mecanismo de
Anticitera, una especie de planetario portatil que, segtin estudios del Dr. Carman
y otros cientificos, data de la época de Arquimedes. Los invitamos a ver la char-
la en la pédgina de visibilidad de la UMA http://visibilidaduma.dm.uba.ar/ o en
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4  Editorial

YouTube. Es apasionante ver como el trabajo conjunto de cientificos de distintas
ciencias (matemaéticos, astrénomos, filésofos, arquedlogos, historiadores...) logré
comprender en detalle el complejo funcionamiento de esta sofisticada computado-
ra analdgica de la antigiiedad.

En el trabajo Uso diddctico del error: una experiencia de aula encontraremos una
propuesta interesante sobre lectura académica y el andlisis de errores para la en-
sefianza de la matematica basada en el planteo de actividades que aprovechen
los errores que pueden detectarse en algunos textos de matematica. Este articu-
lo es parte de los resultados de un proyecto sobre alfabetizacién académica con
alumnos de Algebra y Geometria Analitica de las carreras de ingenieria de la Uni-
versidad Tecnolégica Nacional, Facultad Regional Buenos Aires.

Finalmente nos encontraremos con el articulo Una Mesa Inestable del Prof. Hu-
go Alvarez, que muy lamentablemente falleci6 el 16 de marzo pasado, a pocos
dias de habernos enviado su trabajo. El Prof. Alvarez, quien ha publicado en otras
ocasiones en nuestra revista, fue docente e investigador de la UNSL y tuvo una
destacada labor permanente en favor de la educacién publica en general. En el
Noticiero de la UMA http: / www.union-matematica.org.ar/noticiero/index.php
podremos encontrar una semblanza de su trayectoria. En el articulo que publica-
mos en este nimero, Hugo nos presenta de una manera muy instructiva los de-
talles centrales de la matematica involucrada en la tarea de estabilizar una mesa
sobre un piso irregular. La lamentable desaparicion fisica de Hugo no nos permi-
ti6 realizar las acostumbradas revisiones finales de los articulos aceptados y, junto
con su hijo Agustin, decidimos publicarlo casi textualmente como fue enviado a
nuestra revista.

Ademads de la usual seccién de problemas encontraremos, por ser el primer
ntmero del afio, muchas propiedades divertidas del ntimero 2018, varias de ellas
son asombrosas.

o quiero dejar de cerrar esta editorial sin recordar que este afio la comunidad
N educativa en general, y en particular la Universidad Nacional de Cérdoba,
celebra el Centenario de la Reforma Universitaria, un acontecimiento emancipa-
torio que ademas de fundar las bases de nuestro sistema universitario nacional,
con impacto en toda Latinoamérica, trascendi6 lo académico y su accion positiva
se extendi6 inmediatamente a numerosos problemas sociales.

Leandro Cagliero

Nora: Es muy importante para la RevEM contar con la colaboracién de ustedes a través del envio de contribuciones de
calidad para publicar. Solicitamos enviar los articulos preferentemente a través del sistema en la pagina web, pero si tienen
inconvenientes pueden hacerlo a la direccién de correo electrénico que figura abajo.

https:/ /revistas.unc.edu.ar/index.php/REM/index

revm@famaf.unc.edu.ar
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Curiosidades del 2018

Todos los niimeros tienen alguna curiosidad, aqui compartimos algunas de 2018.

Expresiones con los digitos

2018 puede ser escrito usando los 10 digitos de forma descendente de las
siguientes maneras

10-9-8-7
2018 = ———— - 4-3+2-1
6-5 e
2018 = (10 +987- (6 —5) +4-3) -2-1,
2018 =10-9+8-7—6+5"-3+2+1,

2018 =98 +7-6+5"-3+2+1,
y de forma ascendente como
2018 =1-2-34+5-6-(7-8+9).

iChau 2017, bienvenido 2018!

10-9-8-7-6
2018 = 2017° 0!
+5+4+3+2+1+

donde 0! = 1 es el factorial de 0.

2018 puede ser escrito usando sus propios digitos y las operaciones elemen-
tales como sigue

2018 = (20 +1+8%)% + (20 +1-8°)* + (2 + 0 + 1 + 8)°.

Primos

2018 es producto de 2 primos y escrito de atrds para adelante también:

2018 = 2-1009 y 8012 = 2 - 4051.

Cuadrados, cubos y otras potencias
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6 Curiosidades del 2018

2018 como suma de cuadrados:
2018 = 43% + 132,
2018 = 44% + 9% + 12,
2018 = 36 4 19° + 197,
2018 = 35% 4 28 + 37,
2018 = 35 4 27° + 87,
2018 = 33% 4 23 + 207,
2018 = 33% + 28% + 122 4 12,
2018 = 44 + 7* + 5% + 2% + 2
2018 = 352 + 26% + 82 4 7% + 22,
y como suma de cuadrados consecutivos!
2018 =72+ 8 4+ 9% + -+ + 177 4 18
suma de cubos y potencias cuartas:
2018 = 113 4+ 7 + 73 4+ 13,
2018 = 6* + 5* 4 3* 4 2*.
Ademads, tenemos las siguientes expresiones

2018% = 1680% + 11182,

2018% = 2016* + 88% + 182,

2018% = 1472% + 11722 + 566> + 4607,
2018% = 1691% + 1490° + 4213,

Ternas pitagoricas
2018 satisface las siguientes ternas pitagéricas

20182 = 11182 + 16802,
10180822 = 20182 + 10180802.

Es decir, existen triangulos rectangulos con longitudes de lados enteras, uno
de ellos de largo 2018.

Raices cuadradas
Usando /3 tenemos

2+ V3 +V3)'+(2- V34— V)

2018 =
2
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Curiosidades del 2018 7

2018 a partir de 2017
2018 = 2017 + 1.
s 2k 2 4 22017
2018 = ) 5507 = o T o T T orr -

La raiz cuadrada de 2018 tiene la siguiente elegante expresién en fracciones

continuas:
2017
V2018 = 1 + S0
2+ , 5017
- , 5017
+ ) 2017
T , 2017
T 2017
2+
24 ...

Afio maligno
Teniendo en cuenta las connotaciones del namero 666 y dado que
2018 = 666 + 666 + 666 + 6 + 6 + 6 + .666 ... + .666 . .. + .666. ..

donde .666 ... = 2, ;se puede considerar al 2018 como un afio maligno?

Sucesion curiosa usando primos

Consideremos la sucesién a,, cuyo término n-ésimo es el menor nimero que
es producto de 2 primos y a la vez suma de n primos distintos. Los primeros
términos son

a5 =9=3-3=2+7,

a3 =10=2-5=2+3+5,
ay=21=3-7T=2+3+5+11,

a5 =34=2-1T=2+43+5+7+17,
ag=49=7-T=2+3+5+7+13+19,

a7 =58=12-29=2+3+5+7+ 11+ 134 17.

Resulta que 2018 es el término 33 de esta sucesion. Es decir, az; = 2018.
Sabemos que 2018 = 2 - 1009. ;Se animan a encontrar los 33 primos que
suman 20187

Revista de Educacién Matemdtica. Vol. 33, N° 12018



gSabiaS que...? por Ricardo Podesti

ciSabias que el nitmero 13.532.385.396.179 tiene una propiedad muy especial!?

Sean > 2 un nimero natural cualquiera y sea n = pi'p5’ - - - p;* su factorizacién
tnica en primos, los cuales los tomamos ordenados de menor a mayor. A partir de
ésta, nos armamos un nuevo namero n’ simplemente ‘bajando’ los exponentes. Es
decir, n’ se obtiene concatenando los niimeros p1, €1, ps, €2, . . ., Dk, ex. Por ejemplo,
sin =6 = 2- 3 entonces n’ = 23, mientras que si n = 2° - 3* - 5% . 72 . 11 entonces
n’ = 2534537211.

Supongamos que comenzamos con un nimero cualquiera n y construimos el
numero n’. Buscamos la factorizacién prima de éste y nos armamos el nuevo na-
mero n” bajando los exponentes de n’; y seguimos asfi, hasta llegar a un punto fijo.
Obviamente que si llegamos a un ntiimero primo, el proceso termina. Por ejemplo

9=3" — 32=2" - 25=5" — 52=2%.13 — 2.213es primo.

En 2014, el matematico John Conway conjeturé (‘climb-to-a-prime conjecture”)
que al llevar a cabo el proceso de iteracion previo siempre termina en un namero
primo. Para algunos ntimeros todavia no se sabe. Por ejemplo, si uno comienza
con el namero 20 nadie sabe si el proceso termina en un primo o no. De hecho,
Conway ofreci6é 1000 ddlares de recompensa a quien resolviera la conjetura (ver
https://oeis.org/A248380 donde ademas hay 4 otros problemas para los
cuales Conway ofrece u$s 1000).

Recientemente, en junio de 2017, el matematico aficionado James Davis observé
lo siguiente: la factorizacion prima de n = 13.532.385.396.179 es

13.532.385.396.179 = 13 - 537 - 3853 - 96179.

Obviamente que al hacer n’ se obtiene el mismo nimero y por lo tanto el proceso
de iteracién termina con un nimero que no es primo. De este modo, la conjetura de
Conway es falsa. No sabemos si James Davis ha reclamado justamente su premio.

John Horton Conway es un famoso y carismatico matematico inglés (26/12/1937), investiga-
dor en diversas areas como teoria de grupos, teoria de ntimeros, teoria de juegos, teoria de
cédigos y combinatoria, topologia y teorfa de nudos, entre otras. Es conocido por sus libros
y por ser el creador de varios juegos matematicos (entre ellos el ‘juego de la vida’), ademas
de los ntimeros surreales. Ha sido galardonado con los premios Berwick Prize (1971), Pélya
Prize (1987) Nemmers Prize in Mathematics (1998) y Leroy Steele Prize (2000).
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EL MATEMATICO QUE DESAFIO A LOS DIOSES

Christidn C. Carman

Buenas tardes. Estoy sumamente contento de estar en este festival de mate-
maética. Siempre me encant6 la matematica. Desde muy pequefio. Recuerdo que,
cuando en el secundario, nos ensefiaron cémo resolver ecuaciones, me parecié
un juego fantdstico. Me pasaba horas despejando la x. Por eso, apenas terminé el
colegio y pude decidir que iba a estudiar...jestudié filosofia!

No me arrepiento. jRecordemos que en el portal de la Academia de Platén,
probablemente la escuela filoséfica mas importante de toda la historia, habia un
cartel que advertia: “No entre aqui quien no sabe geometria”!

Es un gran honor para mi estar acd, en el Centro Cultural de la Ciencia, es un
espacio muy lindo. Hace unos dias traje a mis hijos al museo. No los podia sacar
de ahi. Hasta que vieron la plaza. Después no los podia sacar de la plaza, que
también tiene un disefio hermoso.

Hablando de chicos. El afio pasado estdbamos cenando en familia: mi mujer,
Maria Emilia, enfrente y dos chicos a cada lado de la mesa: Agustin de 10 afios,
Ana Belén de 8, Juani de 7 y Santiago de 5 afios. Se imaginan que las cenas son
siempre un caos, porque todos quieren hablar. Entonces tratamos de imponer cier-
tos rituales, como que el que quiere hablar tiene que levantar la mano, como en
el colegio. Ese dia Juani, que cursaba en primer grado, estaba desesperado levan-
tando la mano, incluso antes de que diéramos la orden. Cuando lo miramos, con
la mano todavia levantada y mirada desafiante, nos ordené: "Hédganme sumas”.
Habia aprendido a sumar en el colegio y estaba desesperado por demostrar su
nueva habilidad. Empezamos a hacerle sumas. Juani, le preguntamos, ;cuanto es
3 +2? Habia desarrollado una técnica impresionante para sumar, no sé si se la en-
sefiaron en el colegio. Tal vez es el ultimo grito de la pedagogia en matemaética,
no lo sé. Pero ponia 3 dedos en una mano, 2 en la otra, y como no tenia con que
contar usaba las mejillas. Apoyando sobre sus mejillas una a una la yema de los
dedos seleccionados, contaba, primero con los de una mano y luego con los de la
otra: 1,2,3,4,...,5! Estuvimos un rato largo haciéndole cuentas. Pero enseguida,



10 Christidn C. Carman

sus dos hermanos mayores, Agustin y Ana, se confabularon contra él y sin ha-
blarse -como viejos jugadores de truco- se pusieron de acuerdo para hacerle todas
sumas que daban por resultado 7. El no se daba cuenta hasta que hacia la suma y
cuando empez6 a notar que todas sumaban 7 se llenaba de bronca porque sabia
que lo estaban cargando, pero no podia saber el resultado hasta que concluyera
su método de célculo. Le decian: “Juani, jcudnto es 4 + 3?” El sumaba, decia ”7”, y
se enojaba. De nuevo, “Juani, ;cuanto es 6 + 1?” De nuevo le daba 7 y de nuevo se
enojaba. Por supuesto, yo no podria estar a la altura de los chicos. Entonces le dije:
“Juani, jcudnto es 5 + 7?” Juani puso 5 dedos en una mano, y quiso seleccionar 7
dedos de otra, pero en seguida se encontré con una gran dificultad. Entonces, me
mir¢ fijo y me dijo “jesa cuenta es imposible!”.

Ese problema que tiene Juani, o sea, que su método para contar no le permitia
contar mds de 10, es un problema que también tuvieron los griegos en la anti-
giliedad. Los antiguos griegos tenian un sistema numérico que les permitia contar
hasta cien millones. No podian expresar nimeros més grandes. El que intent6
resolver este problema, fue Arquimedes. Ustedes saben que Arquimedes fue un
gran genio en matematicas, probablemente el més grande de toda la historia. Es-
cribié una pequenia obrita que le dedica al rey de Siracusa: El Arenario. Algunos
dicen que es el primer paper de la historia, porque es una obra de unas pocas pa-
ginas que se plantea un problema puntual e intenta resolverlo. Arranca diciendo
que hay gente que dice que no existe un namero tan grande que permita contar
los granos de arena que hay en las playas de Siracusa. Pero Arquimedes afirma.
”Yo les voy a mostrar que es posible contar los granos de arena, no los que hay
en las playas de Siracusa, ni siquiera en las playas de toda Sicilia, sino los granos
de arena que llenan el universo”. Entonces toma el tamafio del universo y el volu-
men de un grano de arena y calcula un nimero inmenso: la cantidad de granos de
arena que entrarian en el universo. Es solo una excusa para desarrollar un sistema
numérico mucho mas potente. Un sistema que permita expresar nimeros muy,
muy grandes.

Ustedes saben que Arquimedes fue realmente un genio, tanto que muchos si-
glos después un poeta romano llamado Claudio Claudiano, escribié un poema en
el que decia que los dioses se sentian nerviosos por Arquimedes. Que le tenian
miedo a ese anciano de Siracusa. Y efectivamente, muchas cosas de las que hacia
Arquimedes parecian desafiar a los dioses. El salmo 93 dice: “El mundo esta firme
y no se moverd jamdas”; Arquimedes dice: “Denme un punto de apoyo y moveré
el mundo”. Pero no es por eso que los dioses estaban nerviosos, segtn el poeta.
Ustedes saben también que Arquimedes fue uno de los primeros que logré en-
cerrar ese numero tan escurridizo, el nimero 7, un nimero irracional, entre dos
numeros racionales, entre dos fracciones. Volver racional lo irracional, también es

Revista de Educacién Matemitica, Vol. 33 N°1 - 2018



El matemidtico que desafié a los dioses 11

un desafio a los dioses. Pero tampoco por eso el poeta dice que los dioses le tenfan
miedo.

El Poema del poeta arranca ast:

"Cuando Zeus miro hacia abajo y vio los cielos representados en
una esfera de cristal, dijo a los otros dioses: ;Acaso ha ido tan
lejos el poder del esfuerzo mortal? ;Es la obra de mis manos
imitada en una fragil esfera? Un anciano de Siracusa ha imitado
en la Tierra las leyes de los Cielos, el orden de la naturaleza y las
reglas de los dioses.”

Arquimedes habfa creado un aparato que reflejaba el cosmos. Un mecanismo
que aparentemente se movia reflejando la posiciéon del sol, de la luna y de los
planetas. Cicerén nos habla de ese instrumento. Dice que cuando los romanos in-
vadieron Siracusa, los soldados romanos habian recibido la estricta orden de parte
de su general, de no hacerle dafio a Arquimedes. De tomarlo prisionero, pero sin
dafarlo. El general romano, Marco Claudio Marcelo, queria conocerlo en persona,
porque lo admiraba profundamente. De todas maneras, un soldado romano mata
a Arquimedes en una situacién por lo menos confusa. Aparentemente cuando le
dijeron a Arquimedes, “levantate que te vamos a llevar prisionero” contestd: “Pri-
mero voy a terminar la demostracion de este teorema en el que estoy trabajando,
recién después los voy a acompanar”. Parece que al soldado no le gusté mucho y
lo mat6. Fue un terrible error porque, como dijimos, el general romano admiraba
profundamente a Arquimedes. De hecho, de todos los tesoros que se pudo llevar
de la ciudad, cuando la saquearon, se llevé solo este aparato que habia hecho Ar-
quimedes. Cicerén estuvo con el nieto de Marco Claudio Marcelo, el general que
habia conservado el aparato y éste le mostré como funcionaba. Segtin Cicerén, era
una especie de planetario portétil que mostraba la posicién del sol, de la luna y las
estrellas; y cuando lo hacia funcionar predecia eclipses. Imaginense lo espectacu-
lar que debe haber sido ese aparato. jQuién podria estar ahi mirando ese aparato,
investigdndolo, estudidndolo!

Sin embargo, como tantas maravillas de la antigiiedad se habia perdido para
siempre. O tal vez no, porque en 1900 se encontré un barco hundido cerca de la
isla de Anticitera, una pequefa isla del Mediterrdneo, ubicada entre Creta y Citera.
Un grupo de buzos griegos buscaban esponjas -en esa época las esponjas no eran
sintéticas-. Los agarr6 una fuerte tormenta y tuvieron que dirigir la embarcacion
hacia la costa de la isla. Era Pascua, entonces el capitan le dijo a uno de los buzos
"no podemos comer carne, viene el Viernes Santo... ;por qué no bajas a buscar
algunos peces para preparar una cena?” Cuando el buzo baj6 se encontré en el
fondo del mar un barco lleno de tesoros, aparentemente de la época de los griegos.
Encontraron impresionantes estatuas de bronce y de marmol, joyas, muebles y
muchos otros tesoros.

Revista de Educacién Matemitica, Vol. 33 N° 1 - 2018



12 Christidn C. Carman

En los afios 70 vuelve a hacer una expedicién el famoso Jacques Cousteau, con
el objetivo de encontrar més tesoros. No hallé mucho. Pero encontré monedas, que
son muy importantes para datar el naufragio. En la antigiiedad, cada nuevo em-
perador sacaba de circulacién las monedas del emperador anterior que solia tener
grabada su cara y ponia las propias. Asi, las monedas duraban solo el periodo de
ese emperador, por eso permiten datar con bastante precisién el naufragio. Una
estatua de bronce podia perfectamente tener 200 o 300 afios, pero las monedas del
barco, tendrian unos pocos. Segtn el estudio que hicieron de las monedas, proba-
blemente el naufragio fue entre el 70 al 50 A.C. Hace dos o tres afios empez6 una
expedicién en el mismo lugar, tratando de encontrar otras cosas y ya encontraron
algunas anforas.

Pero lo que a nosotros nos interesa es otro tesoro que encontraron: un montén
de fragmentos de bronce de lo que parece ser una especie de reloj antiguo, llenos
de engranajes y de inscripciones en griego. Estas inscripciones nos permiten mas
o menos datar el mecanismo. Ustedes saben que la caligrafia, la forma en la que
escribimos las letras va cambiando con los afios. Nosotros, nuestros abuelos y San
Martin o Belgrano tenemos caligrafias muy distintas. Hay gente que se aprovecha
de esta diferencia y estudiando las formas de las letras a lo largo del tiempo, son
capaces de datar un escrito. En este caso particular, no resulta tan facil porque
las inscripciones de este mecanismo son muy pequefias y talladas en bronce. No
tenemos muchas inscripciones parecidas como para compararlas. Pero, segtn los
estudios, serian méas o menos del 200 al 100 a.C.

Ficura 1. El engranaje mayor del mecanismo, aproximadamente 140 milimetros
de didmetro.

Revista de Educacién Matemitica, Vol. 33 N° 1 - 2018



El matemdtico que desafié a los dioses 13

El primero que se destaca por sus investigaciones acerca del mecanismo es De-
rek De Solla Price, un britdnico que trabajé desde los afios 50 hasta su muerte en
los 80. Trat6 de descifrar el misterio de este mecanismo: cudl era su estructura, pa-
ra qué servia, qué mostraba. Para ello logré sacar radiografias de los fragmentos,
junto con un colega del museo con el objetivo de ver el interior de esos fragmentos.
Ello le permitiria ver los engranajes que estan ocultos, en el interior de los frag-
mentos, cudntos dientes tienen y cémo estdn conectados. Porque, claro, el museo
no permite romper los fragmentos para ver su interior. Asf, las radiografias resul-
taron vitales. Como se ve en la Figura 2, al lado traté de dibujar los engranajes y
sus dientes. Una tarea quijotesca. No es facil a través de una radiografia.

Ficura 2. Detalle de la radiografia de los engranajes ([1]).

Pero ;por qué era importante para Solla Price contar los dientes de los engra-
najes? Si yo tengo un engranaje que tiene 40 dientes que mueve un engranaje que
tiene 20 dientes, el segundo dara dos vueltas por cada vuelta del primero. Y si el
tercero mueve, a su vez, a uno de 10 dientes, el tercero dara dos vueltas por cada
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vuelta del segundo y, por lo tanto, cuatro vueltas por cada vuelta del primero.
Asi, contando la cantidad de dientes y viendo como estdn conectados, es posible
conocer el periodo de revolucién de un engranaje respecto de otro. Y si ese pe-
riodo tiene algtn significado, nos puede dar alguna pista de para qué servia este
aparato.

DRIVE WHEEL 181

Ficura 3. Esquema del mecanismo propuesto por Solla Price ([1]).

En la Figura 3 se ve la propuesta de Solla Price, donde cada segmentito repre-
senta un engranaje. El esquema muestra como estdn conectados y la cantidad de
dientes que tenia cada uno. No veremos ahora todos los detalles, pero concentré-
monos en una partecita. Solla Price detecta que hay un engranaje de 64 dientes
que mueve a uno de 38. El de 38 dientes, es solidario con uno de 48 (es decir estan
soldados, se mueven juntos). El que tiene 48 dientes mueve a uno de 24, que es
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solidario con uno de 127. El de 127 dientes mueve, finalmente, a uno de 32. Cu-
riosamente, el tltimo de 32 dientes y el primero de 64 son concéntricos. Ustedes
son matemaéticos asi que no van a tener problemas en saber cudntas vueltas da el
engranaje de 32 por cada vuelta del de 64. Multiplicando y dividiendo la cantidad
de dientes de cada uno obtenemos 13, 36842105 que es 254 dividido 19. Y nosotros
sabemos que los griegos sabian que la luna da 254 vueltas en el zodiaco cada 19
afos, es decir cada 19 vueltas del sol. Por lo cual es muy razonable asumir que si
el primer engranaje, el de 64 dientes estaba conectado a un puntero que mostraba
la posicion del sol en el zodiaco, toda esta cadena de engranajes estaba armada
para que otro puntero concéntrico con el primero mostrara la posicién de la luna
en el zodiaco, dando 254 vueltas cada 19 vueltas del primero.

Esto tiene sentido, porque en uno de los fragmentos se conserva una parte de
dos escalas concéntricas: en la interior podemos leer el nombre de un signo del
zodiaco: “Libra” y tenemos una divisién de 30 marquitas, por lo cual suponemos
que habia 12 divisiones, con 30 marcas cada una, representando los 360 grados en
los que ya los griegos dividian el circulo. Cada uno de los 12 sectores representaria
un signo del zodiaco. La aguja del sol y la de la luna irfan mostrando su posicién
en esa escala.

En la escala exterior puede leerse “Pajon” y luego "Payni”, nombres de meses
del calendario egipcio. Esto no implica que el mecanismo tuviera alguna vincula-
cién con Egipto. Los astréonomos griegos utilizaban el calendario egipcio porque
era muy cémodo para calcular intervalos de tiempo. El calendario egipcio no tenia
afos bisiestos. Eso hacia que se les desajustara respecto del sol, pero era comodo
para hacer cuentas. Como nuestro calendario tiene afios bisiestos, hay que tener-
los en cuenta cuando calculamos intervalos de tiempo, y eso no es tan facil. En el
calendario egipcio, ademas, todos los meses tenian 30 dias. Habia 12 meses de 30
dias y luego 5 dias al final del ciclo que no pertenecian a ningtin mes. Asi, cuantos
dias habia desde el primero de Epifi de tal afio, por ejemplo, al 18 de Payni de cual
afo es mucho mas facil que calcular cudntos dias pasaron desde el 25 de marzo
de 1962 al 14 de febrero de 1974. Porque en el caso de nuestro calendario hay que
tener en cuenta cuantos dias tiene cada mes, ver si hubo bisiestos, etc. Asi, para
astronomia, por lo general los griegos utilizaban el calendario egipcio. Por lo cual
que esté el calendario egipcio no nos dice nada de un origen egipcio del aparato,
mas bien confirma que es de los griegos.

El sol da una vuelta por afio. Asi, el puntero del Sol mostraria al mismo tiempo
la posicién del sol en la escala interior y el dia del afio en la escala exterior.

El siguiente que trabajé en el mecanismo es Michael Wright. Una de sus contri-
buciones mds importantes esta relacionada con cémo el mecanismo mostraba las
fases de la Luna, es decir, como indicaba si habia luna nueva, cuarto creciente, lu-
na llena o cuarto menguante. En uno de los fragmentos encuentra los restos de un
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dispositivo que permitia hacer rotar una pelotita, mitad pintada de negro y mitad
pintada de blanco. Al ver la pelotita en una pequefia ventanita, se representaban
las fases de la luna.

Ficura 4. Esquema del mecanismo propuesto por Solla Price ([2]).

El tercer protagonista en la historia del descubrimiento de las funciones y es-
tructura del mecanismo es Tony Freeth. Hizo un doctorado en matematica pero
se dedica a hacer documentales cientificos. Tiene un amigo astrénomo Mike Ed-
munds que estaba buscando un tema para un tesista y se topa con la obra de Price.
Le parecié a Edmunds que, ademds de un tema interesante para que alguien hicie-
ra un doctorado, era ideal para que se hiciera un documental sobre él. Y le sugiere
a Tony Freeth que lo haga. Estamos en el afio 2000. Freeth cada vez se entusiasma
mas en el mecanismo. Arrancé con la idea de hacer un documental que mostrara
las investigaciones realizadas sobre esa fantdstica mdquina, pero él y su equipo
terminaron haciendo descubrimientos muy importantes sobre el mecanismo. Ar-
mo un equipo internacional y multidisciplinario. Consigue investigadores muy
valiosos y muchos recursos, y vuelve a estudiar los fragmentos.

El primer paso fue contactar a una empresa que construye tomoégrafos para
hacer tomografias a las hélices de las turbinas de los aviones, para que no tengan
grietas que puedan generar accidentes, y convencerla de que hiciera un tomégrafo
especial para estudiar el mecanismo. Por supuesto, es posible cargar las tomogra-
fias en un software y asi resulta mucho mads féacil contar todos los dientes y ver
cémo estdn conectados los engranajes entre si. Es una tecnologia mucho més po-
tente que las radiografias que habia utilizado Price unas décadas antes.

La segunda tecnologia que Freeth y su equipo incorporan a las investigacio-
nes del mecanismo es una que se llama mapeo de textura polinémica (PTM). La
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desarroll6 Tom Malzbender para Hewlett-Packard. Ustedes saben que los dibu-
jos animados tiene dos desafios muy grandes. Uno es el movimiento del pelo. En
general el pelo se mueve, pero de una manera hiper-compleja. Generar una ecua-
cién para el movimiento del pelo que se ajuste lo suficiente a la real como para que
el movimiento no parezca artificial es un tremendo desafio. De hecho, es posible
medir la calidad de un dibujo animado viendo cémo se mueve el pelo. Si el pelo se
reduce a una especie de casquito inerte, que no tiene ningtin movimiento, no es de
muy buena calidad. Si, en cambio, el pelo se mueve de una manera natural, como
en las ultimas animaciones de Pixar, la calidad de la animacién es muy superior.

Pero otro de los desafios es como se refleja la luz en las distintas texturas cuan-
do la fuente de luz o el objeto se van moviendo. La luz se refleja de manera muy
distinta, digamos, en la camisa, la piel, y el pantalén. Si, ademads, la piel esta trans-
pirada, se refleja de otra manera. De nuevo, lograr realismo en el reflejo de la luz
es un gran desafio. En esto estaba trabajando Tom Malzbender. Y se le ocurrié una
idea genial: si a un mufieco, por ejemplo de Shrek, con las texturas correctas y le
sacamos muchas fotos, todas con una camara fija, pero cada una con un flash a
distintos dngulos, obtendremos todos los dngulos posibles de luz. Después se car-
ga eso en un software que él desarrollé y nos podemos hacer una fiesta, porque
es posible jugar con absolutamente todas las luces. Su tecnologia pudo mejorar
mucho ese aspecto de las animaciones. Pero se le tenia reservada otra aplicacién,
absolutamente impensada. Malzbender asisti6 a una conferencia en la que un ar-
quedlogo se quejaba porque queria leer las inscripciones en un monumento y las
letras estaban tan desgastadas que tenia que ir bien temprano a la mafiana, cuando
el sol le daba de costado y las sombras le permitian leer un poco, después se iba
a un café todo el dia y volvia recién al atardecer, cuando la luz le volvia a dar de
costado, pero desde el otro lado, para tratar de seguir leyendo la inscripcién. En
seguida pens6 que su tecnologia podia servir para leer inscripciones arqueolégi-
cas. Y efectivamente resulté muy tutil. Hoy ya es una tecnologia estdndar para los
arquedlogos. Tony Freeth se entera de esta tecnologia y lo convoca a Malzbender
para que la aplique a los fragmentos del mecanismo. El resultado es impresionan-
te: se ha podido leer muchisimas maés letras de lo que hasta ese momento se habia
logrado.
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Ficura 5. Reconstruccién del mecanismo segtin Tony Freeth y su equipo ([3])

Con estas nuevas tecnologias ellos propusieron una nueva reconstruccién del
mecanismo. Seria mas o menos del tamafio de una caja de zapatos. Una caja de
madera lo protegia, con una tapa adelante y una tapa atras. En la parte de adelante
estdn las dos escalas concéntricas, la del zodiaco y la del calendario egipcio y sobre
ellos giraria el puntero del Sol y el de la Luna que tendria, ademas, la pelotita que
mostraba las fases de la Luna. Todo esto, como vimos, ya habia sido descubierto.
Pero ellos encuentran que la cadena de engranajes, que ya hemos visto, que va
desde el engranaje de 64 dientes vinculado con el puntero del Sol al del 32 que
movia el puntero de la Luna era, en realidad, mucho més compleja. En realidad,
el engranaje de 127 dientes no mueve al de 32 que terminaba en el puntero de
la Luna, sino a otro engranaje de 32. Este mueve a su vez a uno de 50 dientes,
que mueve a otro de 50, que mueve a otro de 50, que mueve a otro de 50 y el
movimiento de este tltimo sube a través de un eje interno y mueve a un engranaje
de 32 dientes, que mueve a su vez a otro de 32. Recién este tltimo es el que mueve
el puntero de la luna. Ahora, todos los pares de engranajes que se mueven entre si
tienen la misma cantidad de dientes: 50 y 50 dos pares y otro par con engranajes
de 32. Esto es tremendamente complicado de descifrar porque al tener la misma
cantidad de dientes, no cambia el periodo de rotacién en absoluto. ;por qué el
que disefi6 el mecanismo no colocé el puntero en el primero de 32, como habia
propuesto Solla Price. ;Por qué agreg6 estos seis engranajes que no cambian el
periodo?
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Ficura 6. Esquema del sistema de engranajes segtin Tony Freth y equipo.

La gran genialidad de Freeth consiste en descubrir para qué servia esto. El se-
creto estaba en como estdn conectados dos engranajes de 50 dientes. El engranaje
de arriba tiene un pequefio perno que engancha en una ranura que tiene el de
abajo y lo hace girar, como nuestro dedo indice hacia girar el disco de los viejos
teléfonos. Giran, por lo tanto, con el mismo periodo. Pero, aunque parecen con-
céntricos, los ejes estan ligeramente corridos. Eso genera que el engranaje que es
movido, el que tiene la ranura, gire al mismo periodo que el que mueve, pero que
vaya variando su velocidad. Que no vaya a una velocidad constante.

Los griegos sabian que la luna no va a una velocidad constante. Este modelo
mecéanico reflejaba lo que ellos conocian de la luna y hacia que la aguja de la luna
no fuera a una velocidad constante. Aceleraba cuando la luna va mas rdpido y
desaceleraba cuando la luna va més despacio. jRecordemos que estamos en el siglo
2a.Cl!

La otra gran contribucién del equipo de Freeth es haber comprendido las carac-
teristicas fundamentales de la parte trasera del mecanismo. Ellos descubren que
atras habia dos grandes relojes en forma de espiral.
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Ficura 7. Detalle de la parte posterior del mecanismo en el que se observa el
predictor de eclipses ([3]).

El de abajo es un predictor de eclipses. Los eclipses se repiten cada 223 meses
lunares (unos 18 afios, 10 dias y ocho horas). Ello quiere decir que si hoy sucede
un eclipse a las 13 del mediodia, habra otro muy parecido dentro de 223 meses,
pero a las 20 horas. El espiral estd dividido en 223 celdas, cada una representa un
mes. La mayoria estd vacia, pero cuando hay una inscripcién, ésta indica que va
a suceder un eclipse. La inscripcién nos informa si el eclipse seréd solar o lunar, si
lo vamos a poder observar (por ejemplo, un eclipse lunar que sucede de dia no
es observable) e, incluso, a qué hora sucederia. Hace unos pocos afios, ademas,
descubrieron que también informaba de qué color se veria la Luna en los eclipses
lunares. Dijimos que los eclipses se repiten cada 223 meses, pero con un atraso de
8 horas. Por lo tanto, las horas de los eclipses que aparecen en las inscripciones se
desactualizarian de un periodo a otro. Para evitar eso, el mecanismo contaba con
un pequeno relojito subsidiario que daba una vuelta cada tres ciclos y le indicaba
al usuario si tenfa que sumarle 8 horas 16 horas o no sumarle nada a la hora que
aparecia en las inscripciones.

Revista de Educacién Matemitica, Vol. 33 N°1 - 2018



El matemidtico que desafié a los dioses 21

Ficura 8. Detalle de la parte posterior del mecanismo en el que se observa el
calendario luni-solar ([3]).

El espiral de arriba es un calendario lunisolar que reparte los 235 meses en
19 afios. Cada una de las celdas indica el nombre del mes, junto con otros datos
relevantes. Los punteros de estos diales en forma de espiral funcionaban como las
puas de los viejos tocadiscos. La ptia, al girar, iba recorriendo las distintas vueltas
de la espiral, sefialando primero la primera vuelta, después la segunda, la tercera,
la cuarta y cada 19 afios el usuario tenfa que tomarse el trabajo de sacar la ptia y
volver a acomodarla al principio del espiral.

El calendario lunisolar que el mecanismo incorporaba tenia un problema. Asi
como nosotros tenemos que agregar un dia cada cuatro afios, en los afios bisiestos,
este calendario exigia que se omitiera un dia cada 4 ciclos -es decir cada 76 afios-.
Pero quién se iba a acordar de omitir un dia cada siete décadas y pico. Para eso
el mecanismo contaba con otro relojito que le indicaba al usuario que tenia que
omitir un dia.

Pero tenia, ademas, otro relojito subsidiario. Este tltimo es fascinante, porque
daba una vuelta cada 4 afios y le indicaba al usuario jcudndo iban a ser las olim-
piadas!

¢Se trata del mecanismo que Cicerén nos dice que hizo Arquimedes? ;el mis-
misimo aparato de Arquimedes se ha conservado hasta hoy por un capricho del
destino que quiso hacer naufragar dos embarcaciones griegas en el mismo lugar
con unos 2000 afios de diferencia? La verdad es que no estamos seguros. Hay al-
gunos indicios que nos llevan a pensar que podria ser el de Arquimedes. Hay
otros que nos hacen pensar que si no es el de Arquimedes puede ser la versién
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2,0 0 3,1 del mecanismo de Arquimedes. Esta claro que un mecanismo con es-
ta complejidad, no es el primero que uno hace. Tiene aplicaciones, tiene detalles
que lo acercan mas a la tltima versién del Iphone que a los viejos movicoms que
teniamos a principio de los afios noventa. Por ejemplo, nadie pondria en el pri-
mer modelo un movimiento irregular de la luna, eso seguro que aparece en una
segunda o tercera version.

Seguin la mitologia griega, Salmoneo era un tirano que se la crefa tanto, que
desafiaba a Zeus. El sostenia que era mds importante que Zeus. Y se hacia adorar
por sus stibditos como si fuera Zeus. Parece que cuando Zeus se movia hacia ruido
ensordecedor, parecido a los truenos. De la misma manera que nosotros cuando
éramos chicos poniamos en las bicicletas bombitas de agua que, al golpear con
los rayos simulaban el ruido de un motor, Salmoneo, habia hecho poner un dis-
positivo que hacia que, cuando se moviera, generara un ruido semejante al de los
truenos. Era alguien que desafiaba a Zeus. Pero no es Salmoneo el que inquieta a
los dioses, segtin el poeta, sino el Anciano de Siracusa.

El poema de Claudio Claudiano concluye diciendo:

"Alguna influencia dentro de la esfera dirige los diferentes cursos
de las estrellas y acciona la masa real con movimientos definidos.
Un falso zodiaco se mueve por si solo a la largo del afio y una
luna de juguete crece y mengua mes por mes. Ahora la atrevida
invencion se alegra de hacer que su propio cielo gire y pone a los
astros en movimiento por el ingenio humano. ;Por qué deberia
ofender, el inofensivo Salmoneo y su trueno simulado? Aqui la
débil mano del hombre ha demostrado ser rival de la Naturaleza”

Hay otro poema que siempre me gust6. Es de un astrénomo griego, el mas
grande de toda la antigiiedad y probablemente uno de los méas grandes de toda la
historia: Claudio Ptolomeo. No conocemos préacticamente nada de su vida, de lo
que le gustaba, de lo que afioraba, de lo que lo motivaba. Sin embargo, este poema
se ha conservado. Con ese poema en homenaje a Ptolomeo me gustaria terminar.
Dice asi:

"Yo sé que mis dias estdn marcados por la muerte pero cuando
investigo los astros que giran sin cesar mis pies ya no pisan mds
la tierra y al lado del mismisimo Zeus reclamo la parte que me
corresponde de la inmortalidad.”

Muchas Gracias.
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Matematico o filosofo

Nota editorial por Juan Carlos Pedraza

HisTIAN Carman nos cuenta en su charla con cierta ironia que estudio fi-

losofia por su gusto por las matematicas. Sin embargo, los vinculos entre
matematica y filosofia son muy estrechos a lo largo de la historia. Se sabe muy
poco de Pitadgoras, uno de los matematicos mds célebres de la antigiiedad y de to-
da la historia. Los pitagéricos eran una comunidad mistica muy cerrada dedicada
al estudio de la filosofia (amor por la sabiduria) y la matematica (aquello que se
aprende). De hecho, estas dos palabras se suponen acufiadas por Pitdgoras.

A siguiente anécdota, tal vez apdcrifa, muestra el cardcter de los pitagoricos
L y este estrecho vinculo entre filosofia y matematica: durante unos juegos
olimpicos, Ledn, principe de Philius, le pregunt6 a Pitdgoras como se describiria
a si mismo. Pitdgoras respondio:

La vida, principe Ledn, bien podria compararse con estos juegos publi-
cos, pues entre la enorme muchedumbre aqui reunida, algunos vienen
atraidos por la adquisicion de ganancias, otros guiados por la esperanza
y la ambicion de fama y gloria. Pero entre ellos hay unos pocos que han
venido a observar y a entender todo lo que aqui sucede.

Lo mismo ocurre en la vida. A algunos los influye el amor a la riqueza,
mientras que otros son guiados ciegamente por el loco anhelo de poder y
dominacion, pero algunos se entregan a descubrir el significado y propo-
sito de la vida misma. Ellos buscan develar los secretos de la naturaleza.
Estos 1ltimos son a los que yo llamo fildsofos, pues aunque ningiin hom-
bre es completamente sabio en todos los aspectos, ellos pueden amar el
conocimiento como ningiin otro. Principe, soy un filésofo.

oN muchos los matemaéticos que han sido filésofos famosos o a la inversa. Va-
S yan como ejemplos de una larga lista, ademas de Pitagoras, los nombres de
René Descartes (1596-1650), Blaise Pascal (1623-1662), Gottfried Leibniz
(1646-1716) y el més reciente Bertrand Russell (1872-1970).
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El Arenario

Nota editorial por Juan Carlos Pedraza

RQUIMEDES es, sin duda, uno de los genios mas grandes de todos los tiempos.

El Arenario es una obra de divulgacién donde trata de hacerle entender a
Gelon, rey de Siracusa, un método que €l ha desarrollado para expresar ntiimeros
sumamente grandes.

"Algunos piensan, rey Gelon, que el niimero de los granos de arena
es infinito en multitud; y con arena me refiero no sélo a la que
existe alrededor de Siracusa y del resto de Sicilia, sino también a la
que se encuentra en cada region habitada o deshabitada. También
hay algunos que, sin considerarlo infinito, piensan que no ha sido
nombrado ningtin niimero lo suficientemente grande como para
exceder su multitud.” [1]

Arquimedes se propone en esta obra, contar los granos de arena necesarios para
llenar el Universo. Se enfrenta con dos problemas.

A primera dificultad que tuvo que superar es que el sistema de numeracién
L existente podia expresar solo ntimeros menores a una miriada (10.000). Me-
diante la idea de pensar en “mirfadas de mirfadas”, Arquimedes inventa un nuevo
sistema de numeracioén, que le permite llegar a 10*- 10* = 10® (una miriada de mi-
riada). No se detuvo alli: a los nimeros menores a 10° los llamé de primer orden y
al ntimero 10°® lo consider6 la unidad de los ntimeros de segundo orden. Asi se llega
a10%-10® = 10'® (una miriada de miriada de segundo orden). De la misma manera
obtuvo los nimeros de tercer orden, etcétera. A estos drdenes se los conoce como
las “octadas de Arquimedes”. Con sus octadas llegé a una mirfada de miriadas
de 6rdenes y obtuvo el increible ntimero

(108)(108) — 10%10%.
Tampoco se detuvo alli: a estos nimeros los llamé del primer periodo y el 1031
pasoé a ser la unidad de los ntimeros del segqundo periodo comenzando un nuevo

proceso exponencial que lo llevé a una mirada de miriadas de periodos. Es decir:

(00 ) = 10

E L segundo problema a resolver era “medir” el didmetro de un Universo que
imaginaba esférico. Para ello utiliz6 el modelo heliocéntrico de Aristarco
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(que quedaria sepultado en el olvido con Ptolomeo, hasta la llegada de Copérnico,
dos mil afios después).

Sin entrar en los detalles de los célculos, con estas suposiciones basadas en el
trabajo de Aristarco, su padre, el astrénomo Fidias y el propio Arquimedes, llegé
a la conclusion de que el diametro del Universo era de unos 10'* estadios (unos 2
afios luz) y que para llenarlo no se necesitaban mas de 10 granos de arena.

T ERMINA Arquimedes su trabajo diciendo:

“Concibo que estas cosas, rey Gelon, le parecerdn increibles a la
gran mayoria de las personas que no han estudiado matemdti-
cas...Y fue por esta razén que pensé que el tema no seria inapro-
piado para su consideracion.”

Referencias

[1] Heath, T. L. The Works of Archimedes. Cambridge. The University Press, (221 —232) 1897.
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USO DIDACTICO DEL ERROR:
UNA EXPERIENCIA DE AULA

V. Messina, S. Seminara, S. del Puerto, T. Gil, C. Pano.

§1. Introducién

Uno de los obstaculos con los que se encuentra un estudiante para comprender
un asunto matematico tiene que ver con la aparicién de los que comtinmente se
denominan errores. Estos pueden ser desde la falta de una tilde necesaria sobre
la letra de una palabra hasta afirmaciones sin sustento légico, pasando por célcu-
los incorrectos y razonamientos inesperados. Los alumnos comenten errores en
los examenes, en los escritos que producen o presentan, y en las respuestas a las
preguntas que, como docentes, les hacemos.

Pero no sélo los estudiantes cometen errores: los profesores no estamos exentos
de hacerlo y también los libros de texto los contienen.

Desde el afio 2013 llevamos a cabo un proyecto sobre alfabetizacién académi-
ca con alumnos de Algebra y Geometria Analitica, asignatura del primer afio de
las carreras de ingenieria de la Universidad Tecnolégica Nacional, Facultad Re-
gional Buenos Aires. Para realizar una actividad en el marco de ese trabajo, ele-
gimos el capitulo sobre secciones conicas de un libro de texto (Kozak, Pastorelli,
y Vardanega, 2007), con la intencién de que los estudiantes lo leyeran, para luego
realizar algunas tareas de escritura. Al revisarlo nosotros para preparar la activi-
dad, descubrimos errores en una cantidad que nos llamé la atencién; muchos de
esos errores eran de tipeo, pero también encontramos algunos errores de célcu-
lo, omisiones, etiquetas equivocadas en algunos graficos, etc. Nos preguntamos
qué hacer con esos errores, y como podrian incidir en la lectura comprensiva que
debian hacer nuestros alumnos. Comenzamos entonces a indagar sobre los erro-
res en libros de texto y nos encontramos con que son mas frecuentes de lo que
pensamos.

El tema tiene, incluso, trascendencia en los medios de comunicacién. Por ejem-
plo, Excélsior, el portal de noticias lider en México, publicé el 9 de agosto de 2013:
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Los libros de texto que el préximo 19 de agosto recibirdn
los 26 millones de alumnos de preescolar, primaria y secun-
daria del pais tienen imprecisiones que van desde errores
ortogréficos y dedazos, hasta instrucciones incorrectas.

Tal como lo sefial6 el pasado 30 de julio la subsecretaria de
Educacion Bésica, Alba Martinez Olivé, los textos que son
la base académica para las clases diarias de los nifios y en
los que se basan los maestros “tienen defectos”, porque no
s6lo hay palabras mal escritas, sino que también presentan
errores de diversos tipos (Herndndez, 2013).

La edicién en linea de La Reptiblica, un conocido diario peruano, publicé el 12
de mayo del mismo afo:

Denuncian errores en libros de matemadtica en colegios
privados de nuestro pais.

Segtuin Panorama, libros elaborados por el Grupo Editorial
Coérdova tienen cuantiosos y groseros errores en sus textos
escolares. Un reportaje de Panorama denuncié la calidad de
la serie de libros “Mentemati”, del Grupo Editorial Cérdo-
va, para alumnos de todos los niveles de educacién prima-
ria. En estos libros se ha encontrado gran cantidad de erro-
res matematicos y ortograficos en casi todas las paginas.
(Redaccién LR, 2013; las negritas son del original).

También en el &mbito académico se ha estudiado e investigado el tema. En un
articulo de Ferndndez Palop, Caballero Garcia, Ferndndez Bravo y Cela (2013) se
puede leer:

Analizando libros de texto de Matematicas de 6° de Educa-
cién Primaria de las cuatro editoriales més utilizadas en la
Comunidad de Madrid, encontramos lo siguiente:

En la exposicién de contenidos, vemos errores de concep-
to, descripciones ambiguas de algoritmos, contenidos en los
que se han omitido condiciones de restricciéon y aparecen co-
mo generales...

En los ejercicios resueltos, encontramos respuestas en las
que el razonamiento que se lleva a cabo es contrario al razo-
namiento 16gico, o bien que se pretende aplicar un concepto
erroneo...
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Por ultimo, en los ejercicios propuestos, vemos problemas
mal definidos (Noda Herrera, 2000; Simon, 1973), que pue-
den ser interpretados de varios modos con distintas solu-
ciones y en la guia didactica aparece una tnica solucién; o
que carecen de los datos necesarios para ser resueltos y en
la guia didéctica se utilizan dichos datos; o bien en los que
aparecen simbolos matematicos utilizados con un significa-
do distinto del que la matematica dicta, o cuyo enunciado
es absurdo o sin solucién y en la guia didactica aparece una
solucion... (p. 133).

Estos tltimos autores exponen ejemplos de errores encontrados, justifican en
cada caso su condicién de error y los ordenan segtin una serie de caracteristicas.

Beyer (2014), en un extenso articulo acerca de los errores, malentendidos y obs-
taculos en los procesos de ensefianza y aprendizaje, escribio:

Si examinamos los textos escolares de matemaéticas es posi-
ble que nos encontremos muchas sorpresas. Una de ellas es
hallar en muchos de ellos un buen namero de errores, al-
guno de los cuales incluso son de tipo conceptual. Muchos
maés son los malentendidos; y mayor atin son las deficiencias
did4cticas presentes en una buena cantidad de textos en uso
en las aulas venezolanas (p. 15).

Este autor muestra una serie de casos donde exhibe los errores y explica en qué
consiste la equivocacion. También presenta varias clasificaciones de los errores y
expone algunas estrategias para enfrentarlos con los alumnos.

El error es intrinseco a toda produccién humana y no puede soslayarse su pre-
sencia. En los procesos de ensefianza y aprendizaje, docentes y alumnos convivi-
mos con el error.

En una préactica educativa tradicional, que pretende dirigir sus acciones fun-
damentalmente hacia la obtencion de resultados exitosos, el error es considerado
como algo punible, que debe erradicarse; es un estorbo para alcanzar la meta cuan-
do lo que importa es el resultado. De la Torre (2013) propone, sin embargo, una
vision diferente:

Otra cosa es que veamos el aprendizaje, la formacién, como
un proceso en el que la caracteristica principal sea la indeter-
minacién. En este sentido, el error acompania al proceso. Las
intervenciones del profesor no pretenden allanar el camino
de dificultades, ni evitar los errores, ni provocarlos, sino uti-
lizarlos cuando surgen (p. 32; las negritas son nuestras).
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Visto de este modo, y en lo que respecta a las producciones de los alumnos,
el error adquiere las caracteristicas de un ”signo”, un “llamado de atencién” que
amerita una consideracién mas positiva, como revelador de dificultades y orienta-
dor ala hora de tomar decisiones sobre la introduccién de cambios en los procesos
de ensefianza y aprendizaje. La utilizacién didactica del error como situaciéon de
aprendizaje esta en sintonia con esta orientacién, y son numerosos los trabajos de
investigacion sobre el uso positivo de estos errores. En particular, miembros de
nuestro grupo de trabajo han realizado varias experiencias en este sentido (del
Puerto et al., 2004, 2005, 2006).

Pero como hemos sefialado, los errores no son patrimonio exclusivo de los es-
tudiantes, los errores en los libros de texto parecen ser inevitables. Errores de to-
do tipo escapan a los correctores, en la vertiginosa carrera por publicar las obras
que demanda un sistema educativo en permanente expansién. Los imperativos
de productividad y competitividad han alcanzado también a la industria edito-
rial. Este negocio no evadio la légica ecuacién “deducciéon de costos y aumento
de la produccién = mayores ganancias” y, como consecuencia, se debilitaron los
controles de calidad editorial (Senz Bueno, 2005).

Ante esta realidad, varios autores (Whiting, 1991; Slisko, 1995; Campanario,
2001, 2003) han sugerido sacar provecho de estos errores utilizdndolos como ele-
mentos de trabajo en el aula, para estimular el desarrollo de capacidades metacog-
nitivas de control y autoevaluacién de la comprensién. Macias et al. (2007) pasan
revista a algunos de estos trabajos. En términos maés generales, Bricefio (2009), al
referirse al uso didéactico del error, realiza una interesante sintesis:

Desde la perspectiva constructivista y cognitivista, el error
es una importante fuente de aprendizaje en tanto sirva como
catalizador de la duda, la autocritica, la reflexién, el desequi-
librio cognitivo y la toma de conciencia acerca de las con-
tradicciones. Tanto el error como el fracaso son elementos
concomitantes en el aprendizaje y la adquisicién de nuevos
conocimientos, puesto que un error visto mds como un ges-
tor de conocimiento u organizador didéctico reflexivo que
como un elemento negativo sinénimo del fracaso, es un ele-
mento positivo generador de nuevos aprendizajes (p. 22).
Detectar errores en un texto, e intentar remediarlos, puede resultar una tarea
enriquecedora para el alumno ya que pone a prueba hasta qué punto ha compren-
dido los nuevos contenidos.
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§2. Nuestra experiencia

Atendiendo a este hecho, y en virtud de los errores detectados en el texto selec-
cionado sobre secciones cénicas, decidimos disefiar una tarea para que los alum-
nos trabajaran tratando de detectarlos y corregirlos, luego de haber recibido clases
tradicionales (expositivas) sobre los contenidos involucrados. Seleccionamos dos
parrafos del capitulo, divididos cada uno en dos secciones, con la consigna de que
descubrieran y marcaran errores y reescribieran el texto correctamente. La expe-
riencia se llevé a cabo con un grupo de 36 alumnos de primer afio de Ingenieria
Quimica, agrupados por parejas, durante dos clases de Algebra y Geometria Ana-
litica, en el primer cuatrimestre de 2015.

En las Figuras 1 y 2 mostramos las dos consignas dadas a los alumnos (una por
clase) y en las Figuras 3 y 4, algunas de las respuestas obtenidas.

La docente presente en el aula pudo observar cémo los alumnos discutian con
entusiasmo para marcar los posibles errores, y revisaban en detalle los apuntes
de clase, para corroborar si sus correcciones eran atinadas. La mayor parte de los
errores fueron detectados por un alto porcentaje de las parejas; los estudiantes ma-
nifestaban muchas dudas antes de marcar cada error y les costaba menos rehacer
correctamente los desarrollos. Ante la duda, varias parejas marcaron como erro-
res cosas que eran correctas. No contamos con datos que den cuenta de las causas
de este tipo de decisiones; hubiera sido interesante indagar y profundizar sobre
este aspecto.

En el ejercicio incluido en la Figura 1 hay un error de intercalacién de un ”0”
en un lugar que no corresponde y algunos errores tipograficos por ausencia del
signo menos. Presumimos que serian detectados por todos los alumnos a partir de
una lectura atenta, sin embargo, un 25 % de las parejas de alumnos no los advirtio,
segin creemos, porque la interpretacion global del texto es posible atin con estos
errores. Luego hay un error de calculo, que es arrastrado a lo largo de todo el
desarrollo posterior. Esto conduce a una errénea determinacién de la posicién del
foco de la pardbola y de la ecuacién de la recta directriz, y que se vuelca en el
grafico correspondiente; en este caso un 83 % de las parejas descubri6 los errores
en el desarrollo y un 67 % advirti6 y corrigi6 el error en el gréfico.
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Trabajo préctico: Ecuacidén de la pardbola.

El siquiente desarrollo, extraido de un libro de texto de Algebra y Geometrin Analitica,
contiene varios errores. Algunos son simples errores de tipeo, pero ofros son errores
de cdaleulo, que conducen a conclusiones equivocadas.

Les pedimos que lo revisen con detalle, descubran los errores, y reescriban el
desarrollo de manera correcta, subrayando o resaltando en color las correcciones.
No olviden revisar también el grdfico.

Pueden consultar los apuntes de clase o un libro de texto si lo desean.

Ejemplo 18 Determinar si la grifica de la ecuacidn 498 + 82 — 12y + 13 = 0 representa una pardhols
| con directriz paralela a algin eje. De ser asi, determinar su foco, su wértice y su directriz,
Soludén oy —it
Si s una de las pardbolas buscada equivaldrd a x—h={fT” 0a ;4::%
: c
Reescribiendo 4y + 8x— 12y + 13 =0 = 4"~ 12y=—8x— 13 = 04(* Iy) = 8x— 13 =

4[y_§j’=-z[x+i)ﬁ.z[,_z]‘=[x+2;}ﬁ["’_*_?lz=[“%]

2 2 I
2
(-3)
Comparando :_Irm{y;.:}z con “f =[x+%] puede concinirse que la sepunda
e
Figura 3.57 ecuacidn es un caso particular de la primera, donde
' A o -1 1
4 S == m— ==
1 : g 2 ! e T
! Luego es una paribola con vértice en V=(h; k}t[:;*} E]. foco
| Eje de simetria .
T L ¥ e ; 3
y F=[h+r; Ej=[--i —],djmzztnz x=—=,yejede simetria y=—.
[ i g 2 ] 2
=
£
[a}

Ficura 1. La primera tarea de correccién propuesta a los alumnos.
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Trabajo Practice: Ecuaciones de pardbola e hipérbola,

Como timos Ia clnse pasado, en los fhros a veces enconframas emrores. ..

FPuedes analizar las siguienies resoluciones, fomadas de un texto de ln materia,
para ver si son correcias o contienen equivocaciones? En caso de encontrarlas, le
pedimos gue las resaltes en color i las reescribas correctamente.

Puedes consulfar tus apunfes de clase, o la bilbliografia, st lo necesitas.

Ejemplo 21 a) Determinar una ecuacién para la pardbola del primer grifico de la figura 3-61, dar
su foco ¥ su directriz.

Solucién

£)  La pardbola tiens vértice en el origen y su sje foeal &4 coincidente con
1
el &je y. Luego la eouacién ordinaria es J.r=:—. A partir de lafigura, su Figura 3-61
c

a} ¥

hdnmaﬂ{ndospuntosdchpﬂbulascn[tii;)]}rcbﬂ{h 4
1
pardbela abre hacia arriba).
Al utilizar estos datos resnlta que de= % ¢=%,Luegci-,uuamnv
ciém delz paribala e f:%{ohhﬂ_’l}rzf}.&lmm F=ig0)= r_-_'
o N—

(%‘.ﬂ].rmd&mﬂﬁr--c ; y--% v o

Ejemplo 26 Graficar las hipérbolas 4p° —x" +4=0y 43" = x* —~4 =0y sus asintotas. Determinar 1a

hipérbola de mayor excentricidad.
Solucitn :
T I '
Escritas en su forma canénica sonx—,—i =1 i—l= . Tienen asintotas; —— ¥ =0,
. L ® -t lI 11 21 4

=205z (son hipérbolas conjugadas).
La distancia del centro al foco (para ambas) &5 c=+/2* +1' =45

Figura 3-75

. X apa e = 5
La hipérbala R =] tiene excentricidad e——f—ELll

5

H
La hipé&rbola f—,—;—zzl tiene excentricidad e=T=-: 234

¢ Eslade mayor excentricidad,

En el caso de Ja elipse, la excentricidad serd mayor cuanto
mis se acerque el foco al vértice homélogo. En las hipérbolas,
cuanto mis se aleje.

FiGura 2. La segunda tarea de correccién propuesta a los alumnos.

Por mostrar s6lo algunos ejemplos concretos, en la Figura 3 observamos la res-
puesta de la pareja n° 15, que no advirti, en la linea 5 del Ejemplo 18 que aparece
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en la Figura 1, la intercalacién de un cero que no corresponde ni la ausencia de un
signo menos, pero consideré como erréneo el valor de h, que es correcto.

Ejemplo 18 D:t:rminar:iiagriﬁmdchmi&n4f+ﬁx-12y+L3=ﬂr:pm¢:lnmum1::adb?la
con directriz paralela 2 algtin eje. De ser asi, determinar su foco, su vértice y su directiz,

&Jl‘l.l('.i.lflll }'—kli

{x—h
Si es una de las pardbolas buscada equivaldrd a x*ﬁ=(—4c— oa y-k= '14‘ Y

Reescribiendo 47 + Bx— 12y + 13 =0= 4~ 12y=-Bx- 13 =04/ ) =8z - 3=

i -3r(2) et (2] =52 =

e N R a0

2

-

3
& ?'*] s
Comparando x-h={r‘:f mn( 2 =[x{-l- puede concluirse que la segunda
&
Figura 3-57 ecuacion es un caso particular de la primera, donde
et .i:;:r:: 2 dc -__—1=:=—-
N1 75 R T
- T k)
-‘N.\ Luego e una paribola con vértice en V =|h; k)= '-l.I" >): feco
i de simatria gk i
i et SREY o T S
/‘, F=(hig k)= E; 3 ,d:m:h’llxn_—;‘}':}:dﬂmetﬂﬂ Yo
/ i
g:
&l
Lla
=

Ficura 3. El trabajo de la pareja n° 15.

En el primer ejercicio de la Figura 2 se ubica erréneamente el foco de la parabola
en el eje de abscisas (cuando lo correcto es en el eje de ordenadas); un 94 % de las
parejas de alumnos lo detect6. En el segundo ejercicio hay un error tipogréafico
en la ecuacién de una de las hipérbolas del gréafico, que fue detectado por casi
un 75% de los pares de alumnos, pero sélo un 17 % advirtié que se afirma que
é = 2,24, en lugar de ? = 2,24. En este ejercicio, sin embargo, y con referencia a
la Gltima afirmacién que aparece a la derecha de la Figura 3 - 75 de nuestra Figura
2, es llamativo que casi un tercio de las parejas corrigi6 errores inexistentes, como
escribir “menor” en lugar de “mayor”, y “acerque” en lugar de “aleje”.

En la Figura 4 observamos el trabajo de la pareja n° 5, que marca bien dos erro-
res, pero omite corregir donde dice que el nimero irracional “raiz cuadrada de 5”
es “igual” al nimero racional 2, 24.
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Eemplo 26 Graficar las hipérbolas 4p" — 2" +4 =0y 4" —x* =4 =0 v sus asintotas. Determinar la
hipérbola de mayor excentricidad.
Solocidn "
! e % :l-': 3t i 2 ) P 3
Escritas en su forma candnica son :—F=1}' —T-;-—j—,=1.Timmiml-cm'. ?-y‘ =,

y=1035x (son hipérbolas conjugadas).

La distancia del centro al foco (para ambas) es e=+/2° +1* = 5

¥ =

La hipérbola ’—:" y =1 ticne excentricidad ¢= 1‘5_51 12

-

2 1 7
La hip&tala {;-—-’;—g&} fiene =xcentricidad ¢ :% =iid

Esla de mayor excentricided.

En el casa de 'a elipse, la excentricidad serd mayor coanty
més se acerque el foco al vertice homélogo. En las kipérbolas,
cuanto ms se aleje,

Ficura 4. El trabajo de la pareja n® 5.

§3. Reflexién sobre la experiencia

Los cambios vertiginosos que sufren los conocimientos técnicos, asi como el
enorme volumen de informacién disponible y su diversificacién, exigen que el
futuro ingeniero sea capaz de aprender por si mismo, sea capaz de orientar y
dirigir su auto-instruccién (ver, por ejemplo, Kindeldn y Martin, 2008).

El aprendizaje auténomo, en el sentido que le otorga Hans Aebli, requiere de
capacidades metacognitivas (Aebli, 2001). Los alumnos tienen escasa oportunidad
de ejercitar estas capacidades durante el cursado de sus asignaturas de grado, en
las que el acento estd puesto principalmente en los contenidos especificos. Por
otra parte, es deseable que desarrollen esas capacidades mientras avanzan en su
formacién profesional; se trata de habilidades que tienen relacién con el control de
los propios procesos cognitivos, pero que también repercuten en las concepciones
epistemoldgicas que los estudiantes tienen sobre el conocimiento cientifico.

En efecto, que el alumno detecte errores o imprecisiones en un libro (que es
considerado, en general, como una referencia incuestionable) repercutird necesa-
riamente en las concepciones que tiene sobre la validez de sus conocimientos y
el rigor de las fuentes que se los proveen. Ejercitar esta habilidad de deteccién
y andlisis de errores en clase, a nuestro entender y el de otros autores ya citados,
contribuye a desarrollar estrategias ttiles. Campanario (2003) va mas alld y asegu-
ra que es posible observar en los alumnos “una sensacién (...) de mayor confianza
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en los propios conocimientos y una actitud maés critica hacia las deficiencias de-
tectadas en los manuales universitarios” (p. 163). No hemos podido constatar atin
esta actitud superadora que describe Campanario, pero si podemos decir que los
alumnos se abocaron con entusiasmo a una actividad que requirié poner en juego
habilidades metacognitivas, tal como las de control y autoevaluacién ya mencio-
nadas, que por lo general, tienen pocas oportunidades de ejercitar en el aula de
matematica.

§4. Los errores en el Capitulo

Como el eje de nuestro trabajo es la alfabetizaciéon académica, nos interesa pun-
tualizar algunos aspectos relativos a este campo.

Sefialamos anteriormente que descubrimos los errores en el texto seleccionado
cuando lo leimos para preparar la actividad para nuestros alumnos, y aqui desta-
camos la palabra “lefmos” por la necesidad de situarnos en el concepto de lectura
que guiara la nuestra, de manera que nos sirviera para el desarrollo de la actividad
con los alumnos y nos ayudara a explicar la cantidad de errores encontrada.

Distinguimos dos puntos de vista sobre la lectura, su comprensién y el sentido
delo que se lee. Por un lado, puede definirse la lectura como decodificacién; desde
aqui el sentido estd en el texto y en las partes que lo componen, en sus palabras,
oraciones o pdrrafos y la comprensién consiste en la extraccion de ese sentido por
parte del lector. Si éste no puede decodificar alguna de las partes no comprende
el texto. Dos buenos decodificadores entenderdn lo mismo si leen el mismo texto.

Por otro lado, encontramos un enfoque constructivo de la lectura. Solé (2002)
sostiene que “leer es un proceso de interaccién entre el lector y el texto, proceso
mediante el cual el primero intenta satisfacer (obtener una informacién pertinen-
te para) los objetivos que guian su lectura” (p. 19). Dentro de este mismo enfoque
Dubois (2007) sefiala que “el sentido lo aporta el propio lector de acuerdo con los
conocimientos y experiencias archivados en su memoria” (p. 25). El lector es un
sujeto activo que procesa y examina el texto con objetivos que lo guian y con cono-
cimientos previos que pone en relacién con lo que lee. Dos lectores con objetivos
y saberes diferentes, pueden discrepar en el sentido que le otorguen al texto lei-
do. Esto nos lleva a pensar que en realidad el sentido dado a un texto no es una
réplica que el lector hace del significado que el autor quiso imprimirle, sino que
es una construccién. En el caso de la lectura individual la construccién es propia
del lector.

La expresion latina errare humanum est significa literalmente errar es humano. El
uso habitual de ella en latin parece que la pinta con el color de la verdad. Nosotros
entendemos que como seres humanos podemos equivocarnos, estd en nuestra na-
turaleza. Escribir es un acto humano, los textos que escribimos no estdn exentos
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de errores. Para descubrir los errores de un escrito debemos leerlo atenta y refle-
xivamente. Esto hicimos con el capitulo en cuestion.

La lectura académica es atenta y minuciosa, pone el foco en las palabras, simbo-
los y graficos que contienen las paginas, y en sus relaciones para formar unidades
superiores en significado de la disciplina. En un principio no busca la relacién
con otros temas o no se interesa por las aplicaciones. Importa cémo los elementos
textuales operan entre si para determinar el sentido del texto que permita su com-
prensiéon. Comprension que a su vez resignifica a los primeros términos y facilita
la comunicacion.

Para la comprensién de un texto como el siguiente es condicién necesaria (aun-
que puede no ser suficiente) el conocimiento del significado de los términos que
contiene y de la notacién utilizada:

Si x1 y xo son dos vectores linealmente independientes de un es-
pacio vectorial sobre el cuerpo R de los niimeros reales y k € R,
k #0 = kx; y kxo son vectores linealmente independientes.

Radford (2006) sefiala que ”...ha habido una toma de conciencia colectiva del
hecho de que, dada la generalidad de los objetos matematicos, la actividad mate-
maética es, esencialmente, una actividad simbélica” (p. 7) y toma a ésta como una
razon del interés suscitado por la semiética en el campo de la educaciéon matema-
tica.

La comprension de la proposicion anterior referida a independencia lineal re-
quiere del conocimiento del lenguaje matemaético en sus distintos registros de re-
presentacion semiética. Es ésta una lectura cercana a la que se entiende como de
decodificacién. Pero también la lectura académica es reflexiva. “Reflexionar sobre
el texto quiere decir dialogar con uno mismo sobre la comunicacién escrita, ha-
cerse preguntas, plantearse dudas con respecto a la informacién que nos brinda
el autor” (Dubois, 2007, p. 29). Incluye la bisqueda de ejemplos, contraejemplos y
aplicaciones. Busca relacionar un concepto o procedimiento con otros conocidos.
Trata de comparar el texto con lo leido en otro lugar o lo escuchado, si el lector es
un alumno, en la clase. El lector rehace la demostracion o los cdlculos habidos e
intenta formas alternativas. Es una lectura cercana al enfoque constructivo.

Leimos el capitulo que nos permiti6 llevar adelante nuestra experiencia, no con
el profesionalismo de los correctores especializados porque no lo somos, pero si
hicimos una lectura académica como la descrita y encontramos los errores que
figuran en el Anexo 1. Agrupamos los errores en cinco categorias:

1. Errores por omisién o falta de una condicién o expresién simbdlica necesa-
ria para completar el sentido de una expresién, imponer una restriccién o
no distorsionar una definicién. Por ejemplo, el error N° 8 del Anexo 1.
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2. Errores tipograficos, que consisten en las sustituciones de algunos caracte-
res por otros y también en su ausencia donde debieran estar o en su presen-
cia donde no debieran estar. Por ejemplo, el error N° 11 del Anexo 1.

3. Errores de calculo numérico o algebraico como, por ejemplo, el error N° 31
del Anexo 1.

4. Errores por intercalacién de palabras o expresiones matematicas que no se
corresponden con el desarrollo temético en curso. Por ejemplo, el error N°
58 del Anexo 1.

5. Errores por incorrecta correspondencia entre la representacion gréfica y su
enunciacion textual. Por ejemplo, el error N° 63.

E182 % de los errores encontrados en el capitulo fue tipografico, el 12 % del tipo
1; se hallaron ademads 2 del tipo 3 y s6lo 1 del tipo 4 y del tipo 5.

§5. De c6mo se evitan los errores en los libros de texto

El autor de un texto, por mas experimentado que sea, puede incurrir en erro-
res u omisiones en el escrito que entrega a la editorial. Cometer errores es, sin
duda alguna, una de las acciones mas habituales del ser humano. El editor es el
responsable de someter el escrito a correccion. Para eso suele apoyarse en correc-
tores especializados que trabajan bajo su coordinacién. “La correccién del texto
que remite el autor es tarea fundamental, dado que toda editorial debe aspirar a
la perfecciéon de sus libros. Y perfeccion significa fallo cero. Jamas podemos re-
signarnos a convivir con las malditas erratas” (Pimentel, 2007, p. 90). Segtin este
mismo autor, existen dos tipos de correcciones:

La ortotipogréfica, con la que se trata de enmendar las faltas de ortografia y
el uso inadecuado de los signos tipograficos. El corrector detecta y elimina
las faltas de ortografia; resuelve las fallas de acentuacién y puntuacion; re-
visa las posibles transposiciones u omisiones de caracteres, asi como el uso
apropiado y coherente de comillas, mayusculas, cursivas, abreviaturas y, en
el caso de textos matematicos, de la notacion tipica.

La de estilo, que es una correccion literaria que acttia sobre los planos sin-
tactico, gramatical y expresivo con el fin de pulir el texto y optimizar sus
recursos. El corrector suprime los errores y las imprecisiones de vocabula-
rio, elimina muletillas y vicios 1éxicos, combina correctamente las palabras
y los grupos que estas forman para expresar significados, adapta el texto
a la lengua propia de la comunidad de sus usuarios, cuidando siempre de
proteger el estilo propio del autor.

Para el caso de los libros de texto de matematica, se debe agregar la correccién
de contenidos: un especialista en la materia, revisa y corrige la rigurosidad en la
presentacion de los asuntos de la disciplina.
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El texto es del autor, él tiene la libertad para aceptar o no las correcciones. Por
eso es importante el trabajo coordinado entre autor y correctores para aclarar las
dudas y resolver los desacuerdos.

§6. Para finalizar

Nuestra actividad se desarrolla en la universidad. Nos atrevemos a recomendar
a nuestros colegas profesores que revisen los libros que recomiendan. Los lean
académicamente, aprovechen los errores si los hay, creen con ellos situaciones de
aprendizaje. Por ejemplo, proponer ejercicios con consignas como: “En la pagina
x donde dice xxx debe decir... (complete lo que corresponde)”, “El desarrollo del
ejemplo x tiene un error que conduce a un resultado incorrecto. Rehagalo para
obtener el resultado correcto”, “En la pagina x hay dos errores, encuéntrelos y dé
razones de su aparicion”, “Sefiale los errores, si los hubiere, en el trabajo de un
compafiero y corrfjalos”. Pongan atencién y concentracién en sus clases y escritos
para evitar los errores. El trabajo sobre el error no sélo es para remediarlo: es un
constructor de conocimientos y su aprovechamiento constituye una innovacioén
did4ctica.

A aquellos que con mucho esfuerzo asumen la tarea de escribir un libro, les
proponemos que elijan un editor responsable, que someta sus originales a revisién
por correctores especializados. A los que gustan escribir apuntes para subirlos a
un sitio virtual o para que sean fotocopiados por sus alumnos, les sugerimos que
los hagan revisar por una persona conocedora del tema. No estamos exentos de
cometer errores. Somos humanos. Y si, ain con todos los recaudos, los errores
aparecieran, es posible hacer un uso didéctico de ellos, proponiendo a los alumnos
tareas de deteccion, andlisis y correccién que pueden contribuir al desarrollo de
su capacidad de auto-instruccién.

Recordemos que el gran desafio que tenemos como profesores universitarios es,
aunque no esté explicitado, formar profesionales auténomos, competentes, criti-
cos, creativos, con aptitud para rectificarse cuando se equivocan, capaces de in-
terpretar y producir cambios no sélo en los &mbitos de sus desempefios sino mas
alla, en un mundo que deseamos sea siempre mejor.

§7. ANEXO 1.
Errores encontrados en el Capitulo 3 de Kozak el al. (2007)

N° 8 Pagina 168, Ejemplo 4, linea 9.
Donde dice ”(# y - 7= = 0)”, debe decir "(# y - 127 = 0, Vy # 0)”.
N° 11 Pagina 170, seccién 3,3,1, linea 8.

Donde dice "y = y — h” debe decir "y =y — k”.
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N° 31 Pagina 196, ejemplo 18 (11 errores). En el Ejemplo 18 que muestra la
Figura 1 se puede apreciar la version original. Se transcribe la resolucién
correcta del mismo, ya que presenta varios errores.

Determinar si la gréfica de la ecuacién 4y? + 8z — 12y + 13 = 0 representa
una parabola con directriz paralela a algtin eje. De ser asi, determinar su
foco, su vértice y su directriz.

Solucién. Si es una de las pardbolas buscada equivaldra a

_(y-k)2> _(z-h)?
r—h= " 6 y-k= "
Reescribiendo,

4y +8r - 12y +13=0 = 4y*-12y=-82-13 = 4(y*-3y)=-8r-13
= 4(y2—3y+(%)2):—Sx—13+4(%)2 = 4(y—%)2:—8x—4

T R SO V| O P S )

2 2 -2
(v-3)°
-2

(y=Fk)?
4c

Comparando z — h = con = (2 + 1) puede concluirse que la se-

gunda ecuacién es una caso particular de la primera, dondeah =-4,k=3y
4e=-2 = c=-1 Luego es una pardbola con vérticeen V = (h; k) = (- 3; 2),
foco F' = (h+c;k) = (- 1;2), directriz z = 0, y eje de simetria y = . O

Se deja como ejercicio verificar, utilizando la definicién de pardbola con
foco en (- 1;2) y directriz z = 0 que la ecuaci6n es 4y + 8z — 12y + 13 =0 (0
una equivalente).

N° 58 Pagina 217, ejemplo 25, linea 5.

Donde dice ”semieje mayor 1/200 - 10” debe decir “semieje mayor: /200"
N° 58 Pagina 217, ejemplo 25, linea 7.

Donde dice “semieje mayor” debe decir ”semieje mayor: v/169”.

N° 63 Pagina 196, seccion 3,7.2, ejemplo 18 figura 3 - 57:

3

Donde dice "z = 2” debe decir "z = -3

Nota: El lector interesado puede solicitar la lista completa de los errores del
capitulo a cualquiera de los autores del articulo.
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UNA MESA INESTABLE
Hugo Alvarez

§1. Problema y solucién

Quiero exponer un problema que ocurre con una cotidianidad capaz de desper-
tar la curiosidad del lector. Admite una solucién de modesta Matematica, pero su
exposicién permite codearse con muchas formas de pensar ttiles en la disciplina.
Soy de los que creen que la Matematica, como otras artes, estd dentro de uno. Y el
docente debe ayudar a que el alumno la encuentre. Serd por eso que preferimos
hablar de Educacién Matematica en vez de Ensefianza de la Matemadtica.

Escribo sobre una mesa inestable (sin ignorar el doble sentido de la palabra
"sobre")*: apoya tres patas en el suelo y la cuarta queda en el aire. Como decia
al principio, el problema es frecuente. Nos ocurrié en un patio con una mesa de
cuatro patas. En esos casos se busca algo con qué suplementar la pata que no
apoya. Pero mis hijos me acercaron una solucién empirica que habian aprendi-
do de su hermanastro. Girando la mesa en su sitio, apoyada sobre tres patas, en
algin momento apoya las cuatro. Probamos y funciond, y recorrimos todo el pa-
tio comprobando que siempre funcionaba. Entonces Agustin, que atin no era un
matematico certificado por el sistema, se pregunté si se podria demostrar.

Si los extremos inferiores de las cuatro patas no estdn en un mismo plano, el
problema no tiene interés porque en una superficie perfectamente plana, caso que
no tiene sentido excluir, el método no funcionaria. Supondré entonces que los ex-
tremos de las patas son los vértices de un cuadrado (mds adelante hablaremos del
caso en que los extremos de las patas son los vértices de un rectangulo general).
Al tratar de apoyarlos sobre una superficie S, que no es plana, ocurre que tres de
ellos, digamos a, b y c, lo hacen, pero el cuarto, d, queda en el aire. Supondremos
que la superficie S es suficientemente regular. Que no tiene escalones ni pliegues.
Para quien conozca el lenguaje, es el grafico de una funcién continua f : R? - R

S={(z,y,2) 2= f(z,9)}.

*Recuerdo haber leido de Dalmiro Saenz: Como es dificil escribir sobre uno mismo escribiré
sobre una mesa.
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En este caso, S divide al espacio en dos regiones separadas por ella

ST =iy, 2) 2> f(zy)yy  ST={(my,2) 2 < [(2,y))
Con esta notacién, tenemosac S, be S, ce SydeS*.

La cuestién es si podemos encontrar otra ubicacién cercana para la mesa en la
que sus cuatro patas se apoyen sobre S. Con ese fin, comenzamos con un proce-
dimiento matematico. En el espacio, y manteniendo la recta ab como eje, rotamos
el cuadrado oabcd en el sentido que empuja el vértice c a través de S, hasta que
el punto d alcance la superficie, cosa que hara en algtin punto d'.

Figura 1*

Aunque este movimiento no es fisicamente posible, ya que el punto c deberia
atravesar la superficie, nos permite determinar el punto d’. La sintesis del resul-
tado es la siguiente.

a, b quedan fijos

ceSmc el

deSt—deS
Una vez encontrado el punto d’, se destacan dos tridngulos planos congruentes
cuyos vértices pertenecena S':

Aabc y A d'ab

(Cuando los vértices de una figura plana () pertenecen a S, que no es plana, en
general no estard () contenida en S. En estos casos diremos que () apoya en S).
Ambos son tridngulos isésceles rectdngulos y sus catetos son congruentes al lado
del cuadrado original.

*Las ilustraciones de las Figuras 1-4 son de Natali Sofia Bocco <na_tulita@hotmail.com>
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Figura 2a

Ahora hacemos un segundo movimiento como muestra la Figura 2b.

Figura 2b

Se trasladan los vértices del tridngulo Aabc, isésceles y rectdngulo en b, arras-
trdndolos sobre S, hacia los vértices del tridngulo congruente Ad’ab

a ~ d
b - a ;endS.
c - b

Entonces, como el cuarto vértice del cuadrado debe acompafiar obligatoriamente
a los otros tres,
deS* —» c'eS .

En efecto, los puntos a, b, c determinan un cuadrado cuyo cuarto vértice es d y
los puntos d’,a,b determinan otro cuadrado que se completa con c’. Pero nue-
vamente nos encontramos con una imposibilidad fisica; el extremo de una pata
pasaria de un punto en S* a un punto en S-, lo que significa atravesar S. Esa es,
sorprendentemente, la solucién del problema. Puesto que las otras tres patas se
estdn deslizando sobre S en todo momento, cuando la cuarta llega a tocar S'y an-
tes de atravesarla, tenemos la mesa apoyada correctamente en la superficie, sobre
sus cuatro patas.
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§2. Los peros

La primera seccion contiene inexactitudes. Para algunas afirmaciones faltan hi-
potesis y, puestas éstas, faltaran demostraciones. Pero creo que es interesante y
comprensible para alumnos de escuela media. Quiero abogar por una posicién
heterodoxa. Tal parece que no podemos ensefiar si las cosas no estdn perfectas
en todos sus detalles. Como si tuviésemos miedo de que un matematico nos esté
mirando. Cuando ensefiamos, el primer compromiso es con el alumno y el segun-

do con la Matematica. En este punto quiero recordar las palabras de Pedro Puig
Adam:

Es importante que el maestro sepa mds de lo que debe ensefiar.

Pero no menos importante es que sepa calldrselo.

El argumento presentado anteriormente tiene dos pasos: el primero en que “ob-
tenemos d’ luego de rotar el cuadrado Dabed alrededor de la recta ab”, y el segun-
do cuando “arrastramos sobre S los vértices del tridngulo orientado Aabc hasta
llegar al tridngulo orientado congruente Ad’ab”. Ambos pasos tienen algunos
“peros” matemaéticos.

En el primer paso, no es siempre cierto que girando el cuadrado sobre su eje ab
el punto d encontraré la superficie Sy, en caso de encontrarla, tampoco es cierto
que esto ocurra en un solo punto. Por ejemplo, consideremos en R3 una semirecta
D con origen en 0 que forma un dngulo a con el semieje negativo de las z con
7/6 < o < /4. El cono S generado por la rotacién de la directriz D alrededor del
eje z se puede describir como gréfico de una funcién continua

f(z,y) = —tan(g—a) \/m

Consideremos un cuadrado

Dado que « > 7/6 resulta que es posible colocar el cuadrado de modo que a esté
en el vértice del cono S'y ademds b y c estén en S (si o fuera muy pequetio, diga-
mos 0 < a < /8, luego de colocar a en el vértice y b en el cono, ¢ quedaria siempre
en el aire). Sin embargo, el cuarto vértice d estaré en el plano perpendicular a ab
por el origen pero este plano sé6lo corta a S en a porque « < 7/4. Por lo tanto la
rotacién de d alrededor de ab no encuentra a S y hace que d quede girando en el
aire.
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Figura 3

Debera haber alguna hipétesis sobre S que evite esta situacion.

En el segundo paso, hay una cuestién de orientacién. Los tridngulos y demas
tiguras planas sumergidos en el espacio Euclideo tridimensional tienen dos caras
y hay que cuidarse, mientras se pasa de un tridngulo a otro congruente deslizdn-
dose apoyado en la superficie S, de que la cara que mira “hacia arriba” no quede
mirando “hacia abajo”. Eso seria incompatible con nuestro problema (pues la me-
sa quedarfa enterrada patas para arriba) y no es imposible que suceda. Doy un
ejemplo. Consideremos que la superficie es la media esfera de radio 1 correspon-
diente a los z > 0, la cual es el grafico de la siguiente funcién continua

V1-x% -2 si 2?2+y?<1,

0, si 2?2+y?>1.

f(z,y)=

El tridngulo rectangulo isésceles orientado
Ty = A(=))ij
con
i=(1,0,0) j=(0,1,0) k:(0,0,l)

se puede desplazar hacia su congruente orientado
T, = £j(-1)(-))

por el borde de la semiesfera preservando la orientacién.

ONISISIAG
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También es posible llevar, sobre la media esfera .S, el tridngulo T} al tridngulo
orientado 75 = A(-j)(-i)j dejando fijos los vértices agudos +j y deslizando el vér-
tice del angulo recto i por la esfera. Sin embargo aqui se cambia la orientacion.

Figura 4

En ambos casos, T; fue desplazado a un tridngulo congruente sin salirnos de la
superficie S, pero en el primer caso lo hicimos preservando la orientacién mientras
que en el segundo la cambiamos. No queremos hacer el segundo paso cambiando
la orientacién para no terminar con la mesa dada vuelta. Necesitamos definiciones
mas precisas que describan y controlen estas situaciones.

Por dltimo, nuestro argumento finaliza afirmando que para pasar de S* a S~
hay que atravesar la superficie S, y esto requiere de un uso del Teorema de los
valores intermedios de Bolzano que debera ser explicitado.

§3. Movimientos rigidos

Consideraré a un tridngulo 7" como un subconjunto de R? y llamaré 7 al con-
junto de sus vértices, que deberan ser tres puntos no alineados, suficientes para
determinar al tridngulo y al plano al que pertenecen. Una congruencia entre dos
tridngulos 77 y 75 es una biyeccion ¢ entre T} y 15 tal que, para todo x,y € T},
lo(x) - & (y)| =[x -y . Dos tridngulos son congruentes si existe una congruen-
cia entre ellos. Esta es una relacién de equivalencia.

Dado T* = {p,q,r}, para cada ordenamiento de estos puntos, por ejemplo
(p,q.r) se define el vector n = (p—q) x (r — q) que resulta normal al plano de-
terminado por 7', al igual que —n. Su norma es dos veces el drea de 7. Un célculo
elemental muestra que n = pxq+qxr+rxp y cualquir permutaciéon par da-
ré el mismo resultado. Con una permutacién impar de los vértices, por ejemplo
(q,p,r), qxp+pxr+rxq = —n. Elegir un sentido de circulacién por el borde
del tridngulo equivale a elegir una cara. Orientar un tridngulo es elegir un orden
(ciclico) para sus vértices o, equivalentemente, elegir un sentido en la recta nor-
mal al plano del triangulo. Adoptaremos la notacién (p, q,r) para representar al
tridngulo orientado. O cualquiera de sus equivalentes: (p,q,r) = (q,r,p) = (r, p,q)

Elmovimiento en el espacio de un cuerpo rigido, se modeliza con un movimiento
rigido. Asi se llama un mapeo

y =F; (x), a<t<bxeR3yeR3 F,(x)=x
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que representa la posicién del punto x en el instante ¢. La condicién de rigidez
consiste en que cada par de puntos mantienen su distancia a lo largo del tiempo:

|F: (x1) = F; (x2)| = [|x1 — %2, a<t<b.

Esto es, para cada ¢, F; es una isometria, lo que implica en particular continuidad
respecto de x. Para que el mapeo sea un movimiento rigido, se requiere también
continuidad respecto de ¢, como una aceptacién del principio de que Natura non
facit saltus.

Una isometria entre dos espacios métricos (E,d) y (E’,d") es una aplicacién ¢ :
E — E' que conserva distancias.

d' (¢ (x),¢(y)) =d(z,y).

Se sabe que una isometria entre espacios euclideos es la composicién de una
traslacién con una transformacién ortogonal: y = f (x) + b. Una transformacién
ortogonal, cuyo determinante sélo puede ser 1 6 -1, conserva o invierte la orien-
tacion del espacio en uno u otro caso respectivamente. Aquellas que conservan
la orientacién se llaman rotaciones. Puesto que el determinante es una funcién
continua de las entradas de la matriz y F, es la identidad, la parte lineal de todas
las transformaciones F; correspondientes a un movimiento rigido tendran deter-
minante 1. Son entonces composicion de traslaciéon con rotacién. Las llamaremos
transformaciones rigidas.

Una transformacién afin en R” queda determinada por su comportamiento en
n + 1 puntos afinmente independientes. Con el dato adicional de la conservacion
o no de la orientacién del espacio, para una isometria bastaran n puntos. Luego,
para una transformacién rigida basta con n puntos independientes.

Una congruencia entre dos tridngulos se extiende de manera tinica a una iso-
metria entre los planos que ellos determinan. Pero una isometria entre dos planos
se puede extender de dos maneras a una isometria en R3. Una de ellas conser-
va orientacién y la otra la invierte. Esto significa que una congruencia se puede
extender de dos maneras a una isometria del espacio y una de ellas es una trans-
formacion rigida. En consecuencia, dados dos tridngulos congruentes existe una
transformacioén rigida que lleva uno sobre el otro.

Entre dos tridngulos congruentes, sin embargo, puede haber varias congruen-
cias. Por ejemplo, si son isdsceles, hay al menos dos.

Dentro del plano, en R?, la situacién es diferente. Las transformaciones ortogo-
nales de R? son rotaciones y reflexiones respecto de una recta (la reflexién central
X ~ —X es una rotaciéon de dngulo 7). ellas son, salvo traslacién, todas las isome-
trias. Las rotaciones son las rigidas. Si el plano no es mirado dentro de R3, hay
tridngulos congruentes que no se identifican por medio de una transformacién
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rigida. Por ejemplo, {i,2j,0} y {2j, -i,0} aceptan como tinica congruencia la bi-
yeccion

0~0, i~-i, 2j~2j
En R? se extiende a una isometria solamente con la reflexion (z,y) — (-z,y) . En
cambio, mirada en R3, esta reflexioén plana se extiende con dos isometrias lineales
cuyas matrices son:

-1 0 0 -1 00
0 1 0 p 0 10
0 0 -1 0 01

La primera es rigida. En R? hay tridngulos congruentes que no se unen por un
movimiento rigido en el plano.

Tridngulos orientados moviéndose sobre una superficie ¢on la cara hacia arri-
ba", estan obligados a un comportamiento similar al de los tridngulos en el plano.

§4. Presentacion formal

Deberemos considerar las proyecciones en R3: 7; : R3 - R, que seleccionan la
coordenada i—ésima. Por ejemplo, 73 (z,y, z) = z. También consideraremos la pro-
yeccion 7, : R3 — R?, definida por 7 (z,y, 2) = (z,y) . Confiados en la claridad del
contexto, confundiremos (x,y) con (x,y,0) y usaremos la notacién py = (z,y,0)
para 7 (p) : po = p — 73 (p) k. Por supuesto, i, j, k constituyen la base canénica de
R3.

Dado un tridngulo orientado 7" = (x3, X2, X3) que apoya sobre S'y “mira hacia
arriba”, esto es tal que

73 (X1 X Xg + Xg X X3 + X3 x X1) > 0,

llamaremos un movimiento rigido de T' sobre S a un movimiento rigido y = F, (x),
a <t<b tal que Fy (T) = (F; (x1),F; (x2),F; (x3)) apoya sobre S y mira hacia
arriba para todo t € [a,b].

Para facilitar la lectura, cada vez que haya un tridngulo rectangulo isésceles
cuyos catetos miden /, orientado hacia arriba, elegiré entre las tres maneras equi-
valentes de escribirlo aquella que deja el angulo recto en segunda posicién. Lo
llamaremos TRIO, por abreviatura de tridngulo rectdngulo isésceles orientado.

Las dos suposiciones implicitas en la Seccién 1 son las siguientes.

H1.: Si(a, b, c) es un TRIO que apoya sobre Sy ademdasd = a+c-b € S*, entonces
existe un tinico punto d € S tal que (d a,b) es un TRIO apoyado en S y el
cuarto punto'c¢=d’'+b-acS-.

H2.: SiT = (p,q,r)y T’ = (p’,q’,r') son dos TRIOs apoyados en S, entonces existe
un movimiento rigidoy = F, (x), a <t < b,de T sobre S tal que F,, (T") = T".
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Teorema 1. Bajo las hipétesis H1 y H2, si Opqrs es un cuadrado de lado ¢ tal que el TRIO
T = (p,q,r) apoya sobre S y s € S* entonces existe un movimiento rigido de T' sobre S
que termina en un TRIO T" = (p’, q’, ') cuyo cuarto vértice s’ = p’ +r' —q' € S. Luego el
cuadrado Op'q'r's’ apoya sobre S.

Demostracion. H1 asegura la existencia de un tinico punto s € S tal que (S, p,q) es
un TRIO apoyadoen S yT =S+q-p € S~. Entonces, por H2, existe un movimiento
rigido y = F,(x) de T sobre S, definido en un intervalo [a,b] tal que F;,(T") =
(8,p,q).

Llamemos h (t) a la altura de F; (s) respecto de S. Esto es,

h(t) =Fi(s) = f(m (Fe(s))).
Claramente h es una funcién continua en el intervalo [a, b] .

Notese ahora que i (t) > 0sii Fy(s) € S*, h(t) < 0sii F;(s) € S~y h(t) = 0 sii
F;(s) € S. Entonces, h(a) > 0 porque F,(s) =s € S* y h(b) < 0 porque F (s) =
S+q-p=TeS . Luego, por la continuidad de h, el teorema del valor intermedio
de Bolzano asegura la existencia de un c € (a,b) tal que i (¢) = 0.

Por lo tanto, la restriccién de F al intervalo [a,c] con 77 = F.(T') es el movi-
miento cuya existencia se afirma en la tesis. l

§5. Condiciones suficientes

Para verificar, bajo condiciones adecuadas, la validez de H2, el procedimien-
to es constructivo. Y para construir un movimiento rigido de 7" sobre S, siendo
T = (p,q,r) un TRIO, basta con definir (ya que una transformacién rigida queda
determinada por tres puntos independientes), una terna de trayectorias continuas
sobre S, T (t) :==(p(t),q(t),r(t)),te[a,b],deformatalqueT (a)=TyT (b)=T".
Ademads, para cada ¢, T'(t) debe ser un TRIO. Esta construccion se realiza punto
por punto. Para cada ¢, primero se ubica p (t) , luego q (¢) y, por dltimo, r (¢) . En
el camino irdn surgiendo condiciones sobre S.

Para p y q pertenecientes a S, el segmento orientado pq no puede ser vertical.
Definiremos su argumento como el argumento de su proyeccién en R?, arg (pq) =
arg (o ~ Po) -

Dados p € S'y 0, la existencia de un puntoq € Stal que [p - q| = { y arg (13?1) =0
estd asegurada por el teorema de Bolzano, no asi la unicidad. En efecto, si
u = (cosf,sin ), hay que considerar la diferencia entre las funciones f (po)+v/ (% - t2
y f(po+tu) en el intervalo [0,1], dependiendo el signo + 6 — de que sea
f(Po+u)>006 f(po+u) < 0. Entonces el teorema de Bolzano proveera un pun-
to 7 € (0,1] tal que f(po+7u) = f(po) + V{272 Hecho esto, el punto q =
(po + 7u,f (po + Tu)) es una solucién del problema.

Teorema 2. Sipe Sy 0<6<2m, existeqe S tal que |q-p| =~y arg (17)1) = 0.
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La figura 5 muestra con un gréfico que q puede no ser tnico.

[, +m)

u= (cos 6,sin 0)

4

Figura 5

Habra que admitir la unicidad para tener dependencia continua. Para mejor
referencia, la enunciaremos junto con la existencia que ya demostramos.

H3.: Dado p € Sy 6 € [0,27), existe un tnico punto q € S tal que [q—p| ={y
arg (Iﬁ) =0.

Teorema 3. Bajo la hipétesis H3, q = ¢1 (p, 6) es un mapeo continuo.

Demostracion. Supondremos que 6 > 0, caso en el que siempre nos podremos situar
eligiendo una rama adecuada del argumento. Se debe probar que, dada (p,.¥6,)
convergente hacia (p, #), necesariamente q,, = ¢; (pn,6,) > q = ¢1 (p,0).Y para
ello basta probar que toda subsucesién de {q,,} tiene a su vez una subsucesién
que converge hacia q. Sea pues dada una subsucesién de {q,, } a la que seguiremos
llamando {q,}. Como |q,, — p.| =y {p.} es convergente, {q,} debe ser acotada
en el cerrado S. Se deduce que tiene una subsucesién {q,, } convergente hacia un
punto q’ € S para k — co. Ahora bien, {p,,,0,,} subsubsucesién de la sucesién
convergente {(p,,0,)} converge necesariamente al mismo limite (p, ) . Entonces,
por la continuidad de la norma y del argumento,

la’-pl = lim an, —pn =Ly
arg(q'-p) = lim arg(an, ~Pp,) = lim 6, =96.

Pero, por la unicidad, estas dos relaciones demuestran que q’ = q, lo que completa
la prueba. O

Si aplicamos H3 con el argumento 6 + 7 (mdédulo 27), tendremos otro tnico
punto en la direccién opuesta. Invito al lector a mirar esta cuestiéon de la manera
siguiente:

Dado cualquier plano vertical que pase por un punto p € S consideremos en
él el circulo C' de centro p y radio ¢. El punto més alto (cenit) p + (k y el mas bajo
(nadir) p - (k de este circulo lo dividen en dos semicirculos C; y Cy. Cn S tiene
exactamente dos puntos, uno en cada uno de los semicirculos sefialados: q;eC
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y d2 € Cy. Estos dos puntos dividen a C en dos arcos: C* s p+ky C- > p-k.
Resulta ademas que C* ¢ S* y C~ c S-. Este puno de vista es quien da origen a la
condicién que permite la validez de H2.

Dados dos puntos p,q € S con |p-q| = ¢, consideramos el circulo Cpq, de
centro q y radio ¢ en un plano perpendicular a q — p. El cenit y el nadir del cirulo
(que son extremos de la funcién 73 restringida a Cpq y se alcanzan en las inter-
secciones con el plano determinado por los puntos p,q y q + k) lo dividen en dos
semicirculos, L,q ¥ Rpq caracterizados por

X € Lpqge m[(x-q)xp-q]>0,
X € Rpqe m[(x—-q)xp-q]<0.

Asumiremos que la superficie S satisface la siguiente hipétesis.

H4.: Dados dos puntos p,q € S con |[p-q| = ¢, S n Cpq tiene exactamente dos
puntos: r € Lyq y 1’ € Rpq, que dividen al circulo Cpq en dos arcos: Cj, c S*
y Chqc S
Esta hipétesis define dos mapeos: r = ¢ (p,q) y r’ = ¢ (p,q) . Con la misma
técnica que en el Teorema 3 se demuestra:

Teorema 4. Los mapeos ¢ Y @i, son continuos.
Teorema 5. La hipétesis H4 implica la hipétesis H2.

Demostracion. Se trata de construir un TRIO T'(¢t) = (p(t),q(t),r(t)), con t en
algtn intervalo [a, b] , que comience con 1" = (p,q,r) y termine con 7" = (p’, q', ') .

—_ —_— . .z
Sean 6, = arg (pq) y 6y = arg (p’ q ) . Si 6y # 61, con una eleccion adecuada de la
rama del argumento, podemos suponer que 6, < 6. Sea o (t) , 6y <t < 6 cualquier
trayectoria continua simple en R? que une p, con p{,. Definimos:

p(t)=(o(),f(o(t)))
a®)=é1(p(1),1) , bh<t<b
r(t) =2 (p(t),a(t))
En este caso es inmediato verificar que 7" (¢) genera un movimiento rigido de T’

apoyado sobre S que termina en 7”. Todos los mapeos son composicién de mapeos
continuos.

Si fuera 0, = 0, se parametriza o en cualquier intervalo y s6lo se cambia la
definicion de q (t) = ¢1 (p (1), 6p). O

Teorema 6. La hipétesis H4 implica la hipotesis H1.

Demostracion. La traslacion M (x) = x+a—b y suinversa N (y) = y + b — a esta-
blecen una biyeccién entre L,p, Y Rpa. Una parametrizacion con el dngulo central
de cualquiera de estos arcos, digamos 7 : [-7, 7] = Lap, con vy (-7) =1y v (7) =k,
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el nadir y el cenit, induce un orden lineal < que se traslada también al arco Rpa
por la biyeccién. Obviamente la biyeccion resulta creciente para este orden.

Por H4 existe un tinico punto d-= ¢4 (b,a) € Rp, tal que (Ei, a, b) es un TRIO
apoyado en S. Su cuarto vérticeesd +b-a= N (’&) .

Puestoqued = M (c) € Rpan Sty de Ry, n S, tenemos d<d.La aplicaciéon de
la traslacién creciente N nosdad+b-a< NM(c) = c. Estoes, €< ce S. Luego
ceS . O

§6. Mesas rectangulares

Invito a mirar nuevamente la figura 1. El primer movimiento de rotacién con
eje ab nos dejaba de frente a dos tridngulos isésceles: Aabc y Ad’ba. El poste-
rior movimiento de arrastre sobre S para trasladar el primer tridngulo sobre el
segundo, llevaba el lado ab sobre d’a. Si partimos de un rectangulo en vez de un
cuadrado, el primer movimiento produce dos tridngulos rectangulos no isésceles
(escalenos les decia la maestra). Los lados ab y d’a son distintos.

La necesaria modificacién de la hipétesis H2, cambiando TRIOs por tridngulos
rectdngulos con catatos desiguales es falsa. Sobre el final de la Seccién 2 se mencio-
no el ejemplo de los tridngulos {i,2j,0} y {2j, —i,0} quienes, siendo congruentes,
no se pueden unir por un movimiento rigido en el plano. Si pensamos al plano
como superficie S en el espacio tampoco se podrdn unir si se exige al movimiento
rigido que acttie sobre S.

Que esta demostracién no sirva, no nos habilita a decir que no hay un método
similar que permita estabilizar mesas rectangulares.
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Algo mas sobre mesas inestables

Nota editorial por Leandro Cagliero

A muy lamentable noticia del fallecimiento del Profesor Hugo Alvarez nos
L sorprendié cuando estdbamos haciendo los ajustes para la publicacién de
su articulo Una mesa inestable. Esto nos llevé a tomar la decisiéon de publicarlo ca-
si textualmente como fue enviado a nuestra revista y es por ello que queremos
incluir en esta nota algunos de los detalles que venfamos conversando.

El problema discutido en el articulo de Hugo tiene una rica historia y bibliogra-
fia, en el articulo [1], publicado en Math. Intelligencer en 2007, podemos encontrar
bastante informacién. Uno de los resultados demostrados alli es el siguiente.

Teorema 1. Dado un rectdngulo R (que corresponde a los extremos de las patas
de la mesa que queremos estabilizar) y una funcién continua g : R? — R (cuyo
gréfico representa la superficie donde apoya la mesa) existen cuatro puntos a, b,
c y d sobre el grafico de g tales que el rectdingulo [labcd es congruente a R. Mas
aun dado un punto p € R? podemos elegir los puntos de modo que el centro de
Oabcd esté en el eje vertical que pasa por p.

Es necesaria la hipétesis de que g sea continua, la Figura 1 nos muestra una
superficie en la que no se podria estabilizar una mesa.

Figura 1

Los autores de [1] obtienen este teorema como consecuencia de un importante
resultado de G. Livesay [3] que tiene el siguiente resultado como corolario.

Teorema 2. Sea f : S? — R una funcién continua y sea § un angulo menor o igual
a 90°. Entonces existen dos didmetros de la esfera S? que forman un angulo 6 y
tales que f tiene el mismo valor en los 4 extremos de los dos didmetros.

La demostracion del Teorema 1 a partir del Teorema 2 es basicamente la siguien-
te. Primero podemos asumir que las diagonales del rectangulo R tienen longitud
2. Ahora llamamos 6 a la medida del &ngulo entre las diagonales de R y aplicamos
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el Teorema 2 a la funcién f : S? — R dada por

fla,y.2) =z —g(z,y).
Obtenemos dos didmetros de la esfera que se cruzan en un angulo igual a 6, por
lo cual sus 4 extremos forman un rectdngulo congruente a k. Dado que en estos
4 puntos la funcién f tiene el mismo valor, digamos 7, resulta que si trasladamos
verticalmente estos 4 puntos una distancia  obtendremos 4 nuevos puntos a, b, c
y d sobre el grafico de g que forman un rectdngulo congruente a .

El Teorema 2 generaliza lo que originalmente habia probado F. J. Dyson para
6 = 90° en [2].
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Seccion de Problemas

por Juan Pablo Rossetti

Los siguientes problemas estdn pensados para un ptublico amplio; se trata de
situaciones cotidianas, como dos amigas que se encuentran en la entrada del cole-
gio o la de pelar una manzana. En el tercer problema hay que ayudar a sobrevivir
a un aventurero que quedo solo en el desierto. Las soluciones se encuentran en la
pdagina siguiente.

PO
& Problema 1. EnTrADA AL cOLEGIO. Dos amigas siempre llegan al colegio antes

de que toque el timbre a las 8. Sus padres las traen en cualquier momento entre
las 7 y media y las 8, aleatoriamente.

P

Ellas siempre hacen asi: cuando una llega, espera a la otra durante 10 minutos
y, si no aparece, entonces entra al colegio. La probabilidad de que se encuentren
antes de entrar ;es mayor o menor que un medio?

& Problema 2. Ciscara DE MaNzaNa. A algunas personas les gusta comer las
manzanas sin su cascara o piel, y para pelarlas a veces lo hacen cortando de ma-
nera que la cdscara va quedando en una sola pieza, como una tira enroscada so-
bre la manzana. Si al terminar, la estiran, puede resultar bastante mas larga de lo
esperado. Quizés esto motivé a que apareciera el récord Guiness de la cdscara de
manzana mds larga del mundo. Por supuesto que para obtener una cascara larga, hay
que ser cuidadosos, pacientes y hdbiles. Supongamos que fuésemos capaces de ir
cortando la cdscara con 1 mm de ancho arpoximadamente, ;cuél seria el largo de
nuestra cdscara? ;Superariamos el récord Guiness?
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REWD

[Aclaracion: para este problema, suponemos que nuestras manzanas son esfe-
ras, y que para intentar batir el récord, en lugar de elegir una de 6 cm de didme-
tro, conseguimos una grande, de 10 cm de didmetro. El sorprendente récord es de
i52, 5 metros!]

& Problema 3. EL AVENTURERO DEL DESIERTO. Un aventurero qued¢ varado, solo,
en un gran desierto. Afortunadamente conocia muy bien el (largo) camino para
salir de ahi; el tinico problema era la provision de agua, indispensable para so-
brevivir al recorrer el camino. Son exactamente 184 km y sabe que necesita 1 litro
de agua cada 4 kms que camine. Ademas, s6lo puede cargar hasta 30 lts en su
mochila. Dispone de 90 lts en donde se encuentra. Sabe que nadie vendra en su
ayuda, asi que se dispone a partir. Puede avanzar un poco, dejar agua, regresar
para cargar mds agua de los 90 lts de los que dispone, etc. ;Podra salvarse? Se-
guramente necesita la ayuda de un buen célculo matemaético para tener chances.
(Podés ayudar al aventurero perdido?

jSucesiones al toque!

¢Cual creés que es el préximo namero en las siguientes sucesiones y
por qué? ;Te animds a encontrar mds términos de estas sucesiones? ;Y
una férmula general?

{a,}: 3,8,1,6,11,4,9,2,7,0,5,...

{b.}: 0,1,1,2,4,7,13,24,44,81,149, . ..
{c.}: 4,11,30,85,248,735,2194, . ..
{d.}: 2,6,30,210,2310, 30030, 510510, . ..

Podés encontrar las soluciones en la pagina 60.
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SOLUCIONES

 Solucion 1. La probabilidad de que se encuentren es de 3, asi que es mayor
que £. Una forma de verlo, es graficar en el plano cartesiano R x R el cuadrado de
30 x 30 dado por el intervalo [0, 30] producto con el intervalo [0, 30]. Alli, la pri-
mera coordenada representa la hora a la que llega una de las amigas y la segunda
coordenada la hora a la que llega la otra amiga. Se puede sombrear la region del
cuadrado correspondiente a horarios en las que se encuentran y luego se ve que la
regi6n sombreada es de drea 2 del total del drea del cuadrado. Como los horarios
de llegada son aleatorios e uniformes, esta proporcion entre las dreas representa
la probabilidad pedida en el problema.

v Solucion 2.| No alcanzaremos a batir el récord de este modo, aunque si obten-
dremos una cdscara muy larga, de unos 30 mts de largo. El area (o superficie) de
una esfera es de 4712 (r=radio), o lo que es lo mismo 7wd?* (d=didmetro), por lo que
si nuestra manzana tiene 10 cm de didmetro, la superficie de la cdscara seria de
aproximadamente 314 c¢m?, lo cual nos daria un largo maximo de 31,4 mts de largo
para nuestra cdscara cortada con 1 mm de ancho.

[Nota: en realidad, el largo serfa un poco menor, puesto que nuestra cascara no seria una
cinta plana, sino que viene de ir cortando algo esférico, con lo que se perderia un poco de
area al pasar de la esfera al plano. ;Te animéds a estimar cudnto podria ser la pérdida en
este caso?]

v Solucion 3.| iSi, puede salvarse! Con lo justo. La forma para salvarse es asfi: re-
corre un primer trayecto de 24 km cargando 30 Its de agua, deja ahi 18 Its y vuelve
al punto de partida. Hace lo mismo una segunda vez. Luego recorre por 3ra vez
esos primeros 24 km, donde al finalizarlos tendra alli 60 Its de agua. A continua-
cién, recorre 40 km, partiendo con la carga de 30 Its de agua, deja 10 Its al final
de estos 40 km y se vuelve. Sale nuevamente con otros 30 lIts, recorre esos 40 km,
y ahora se encuentra con 30 lts de agua, habiendo recorrido 64 de los 184 km. De
modo que le quedan 184 — 64 = 120 km por recorrer y 30 lts de agua. Justo para
poder hacerlo directamente, sin tener que regresar mas.

La idea para resolverlo es pensar que los regresos le haran consumir mucha
agua, por lo que conviene minimizarlos. Para eso, conviene dividir el camino en 3
partes. En la primera parte, sabemos que hara 3 veces el mismo recorrido de ida,
maés los dos regresos, son 5 veces. Esto es asi porque solo puede llevar consigo
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hasta 30 Its de agua, de los 90 que tiene. Entonces planteamos esa primera etapa
como para terminarla con justo 60 Its de agua. La ecuacion seria 90 — 5z = 60,
donde x representa la cantidad de kms a recorrer, multiplicada por 4, ya que se
recorren 4 km por litro de agua consumida. La solucion es x = 6, por lo que
conviene recorrer 24 km en la primera etapa. Quedaron 60 lts para iniciar la 2da
etapa, y queremos dejar justo 30 lts para la 3ra etapa, por lo que ahora la ecuacién
es 60 — 3y = 30, puesto que en esta etapa los 4y kildmetros se recorren 3 veces.
Asf, 1a solucién es y = 10, por lo que la 2da etapa tiene 4y = 40 kmes.

Soluciones de jsucesiones al toque!

a;2 = 10. Es una serie aritmética, que comienza en 3
y suma 5 en cada paso, pero médulo 12, o sea, cuando
superamos el 12, nos quedamos con el resto del nimero
al dividirlo por 12. Luego sigue a3 = 3 (= 10+ 5 — 12),
a4 = 8, etc.

bis = 274. Son los niimeros tribonacci. Para obtener el
siguiente término se suman los ultimos tres niimeros
de la sucesion (no los dltimos dos como en los niimeros
de Fibonacci).

cs = 6569. La sucesion es ¢,, = 3" + nconn € N.

ds = 9699690. La sucesién es el producto de los pri-
meros primos, es decir d,, = pips - - - pn, donde p,, es el
n-ésimo primo.

Viene de la pagina 58.
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