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DIALOGO SOCRATICO SOBRE LA MATEMATICA

Alfred Rényi

El siguiente "Diidlogo sobre la Matematica" fue
traducido por el profesor Edgardo Fernandez Stacco, a quien
le estamos muy agradecidas por ponerlo a nuestra
disposicién. Este es el primero de una serie de tres

disdlogos que serian publicados en los préximos numeros.
SOCRATES : sEstis buscando a alguien, querido HipScrates?

HIFPOCRATES: No, Sécrates, ya que acabo de encontrar a quien
buscaba, es decir, a ti. He estado buscAndote
por todas partes. Alguien me dijo en el Agora
que te vid caminando par aqui en la rivera del

Iliso; entonces vine tras de ti.

SOCRATES: Bien, dime porqué has venido y entonces deseo
preguntarte algunas cosas sobre la discusién

mantenida con Protagoras. AuUn la recuerdas?.

HIFOCRATES: ,Como puedes preguntarmelo? Desde aquel momento
no ha transcurrido un solo dia sin pensar sobre
el particular. Hoy he venido a buscar tu

consejo ya que aquella discusidén permanece en

mi memoria,

SOCRATES:: Me parece, querido Hipdcrates, que quieres
platicar conmigo sobre una cuestién precisa que
yo también deseo discutir contigo; por lo tanto

ambos temas son uno y el mismo.

Estimo que los matematicos estin equivocados

cuando dicen que dos nunca es 1gual a uno.

HIFOCRATES: En efecto, Socrates, la matematica es justamente

el tépico sobre el cual deseo hablar contigo.

SOCRAT

m
m

Hipdcrates, tu sabes ciertamente que yo no S0y

matemitico. ,Por qué no le planteas tus
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preguntas al famoso Teodoro?

Tu eres admirable, Sécrates, ya que respondes a
mis preguntas aun antes de que te ilas haya
planteado. He vénida 'a recabar tu opinidén
sobre mis deseos de llegar a ser alumno de
Teodoro. Cuando me acerqué a ti la Gltima vez,
con la intencién de ser alumno de Protagoras,
fuimos hasta &1 y ta condujiste la discusién de
torma tal que quedd bien claro que él no sabia
el tema objeto de sus ensefianzas. Fué asi como
cambié mis deseos y no lo segui. Esa discusion
me ayudd a ver qué no debi a hacer, perc no me
mostré qué debo hacer. Me estoy interrogando

aun sobre ello.

He asistido a banquetes vy a la palestra con
idvenes de ﬁi edad, ¥y sin lugar a dudas he
pasado momentos agradables, pero ello no me
satisface. Me molesta sentirme ignoranfe. Mas
precisamente, presiento que el conocimiento que
poseo es bastante incierto. Durante la
discusien con Protagoras, me he dado cuenta de
que mi conocimiento sobre cuestiones familiares
como la virtud, la justicia y el coraje estaba
muy lejos de ser satisfactorio. Sin ambargo,
pienso gue he realizado un gran progreso ya que

ahora veo claramente mi propia ignorancia.

Estoy complacido, querido Hipobcrates, de que

me comprendas tan bien. ° Yo siempre me digo
trancamente que nada sé. La d;:grgng;g entre vyo
y la mavoria de la gente g@s aue ng Me imagino

que se alag cuande en realidad ad no lo se.

£l1lo muestra claramente tu sabidurta, Soécrates.
Péro esta certeza no es suficiente para mi .
Tengo grandes deseas de lograr conocimientos
ciertos y sdlidos y no seré feliz hasta haberlo
conseguido. Estoy constantemente reflexionando
sobre la clase de conocimientos que trataré de
adquirir. Recientemente, Teetato me dijo que

la certeza existe sclamenta en la matematica
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con su maestro, Teodoro, quien a&s @1 mejor
experto en numeros Yy geometria de Atenas.
Ahora, yo no deseo reiterar el mismo error que
cometi{ cuando quise ser alumnc de Protagoras.
Por lo tanto dime, Sécrates,  encontraré la,
clase de conocimiento profundo que presiento si

estudio matematica con Teodoro?.

Si tu deseas estudiar matematica, oh! hijo de
Apolodora, ciertamente. lo mejor que puedes
hacer es acercarte a mi altamente apreciado
amigo Teodoro. Pero debes decidir por t{ mismo
el por qué realmente deseas estudiar
matemidtica. Nadie puede conocer mejor tus

necesidades que tu mismo.

JFor qué te niegas a ayudarme, Sécrates?;Quizas
te haya ofendido sin saberlo?

No me has comprendido, mi joven amigo. No
estoy enojado; pero tu preguntas algo imposible
para mi . Toda persona debe decidir por si
misma qué desea hacer. Lo unico que puedo hacer

es, cual una partera, asistir al nacimiento de

tu decisién.

Por favor, querido Sécrates; no me niegues tu
ayuda y si estas libre en estos momentos,

comencemos inmediatamente.

Muy bien, si lo deseas. Sentémonos a la sombra
del sicomoroc y empecemos. Pero antes que todo

dime si estis presto a seguir la discusién de

acuerdo a mis preferencias. Yo te2 haré las
preguntas y tu me las contestaras. Por este
método llegaras a ver claramente lo que
actuaimente sabes, para que floraszcan las
semillas del conocimiento .que hay en tu

espiritu. Espero que no te codportnl como @l
rey Darfo, que asesind al maestro de sus minas
porque extrajo solamente cobre de una de ellas

que el rey suponia contenia oro. Y esperc



también que no olvides que un minero puede
encontrar en la mina solamente lo que ella

contiene.

SOCRATES: Juro que no haré reproches, pero, por Zeus,

comencemos de inmediato.

SOCRATES: Bien, dime entonces, . Sabes que es la

matematica? Supongo que puedes definirla, va

que deseas estudiarla.

HIPOCRATES: Pienso que un niRo puede hacerlo. La

matematica es una de las ciencias y una de las

mas admirables.

S0CRATES: No te he pedido que alabes a la matematica,
sino que describas su naturaleza. Por ejemplao,
si te interrogo sobre el oficio de los medicos
me responderias gue se trata de la salud y de
la enfermedad y que su finalidad es curar los

enfermos y preservar la salud. J Estoy en 1lo

cierta?
HIPOCRATES: Exactamente.
SOCRATES: Respondeme entonces lo siguiente:sel oficio de

los médicos trata con.algo existente o con algo
que no existe?.,8i no existieran laos médicos,

existirian las enfermedades?

HIPOCRATES: Seguramente, y mas que en la actualidad.
SOCRATES:: Observemos ahora otro arte, digamos la
astronomia. Estas de acuerdo conmigo en que

los astrénomos estudian 1 movimiento de las

estrellas?

HIPNCRATES: Sin duda alguna.

SQCRATES: Y si te prequnto si la astronomlia trata de

cesas existentes; scudl es tu respuesta?.

HIPOCRATES = Mi respuesta es que si.
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cExistirian las estrellas si no hubiera

astrénomos en el mundo?.

Por supuesto. Y si Zeus b sU cdlera
destruyeran la humanidad, las estrellas
contiruarian brillando en el cielo por las
noches. ;Pero, por qué estamos discutiendo de

astronomia en lugar de matematica?.

Mi buen amigo, na seas impaciente.
Consideremns algunos otros oficios para
compararlos con la matemdtica. & Como

describirias a un hombre gque sabe sobre todas
las criaturas que viven en los bosques 0 en las

profundidades del mar?

Es un cientifico que @astud:ia la naturaleza

viviente.

Y estas de acuerdo en gque ese hombre estudia

cosas que existen?

De acuerdo.

Y si afirmo que todo oficio trata con aligo que

existe, estarias de acuerdo?

Completamente.

Di me ahora, mi joven amigo,scuil es el objeto
de la matematica?. ,Qué objetos estudian los

matematicos?
Le he planteado a Teeteto la misma pregunta.
£l me contestd gque un matematico estudia 1los

numeros y formas geométricas.

Bien, la respuesta es correcta, pero podrias

afirmar que estas cosas existen?.

Por supuesto. ¢Cémo podemos hablar de ellas si
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no exiten?

DL me entonces, 81 los matematicos no
existieran, habria numeros primos, y si asi

fuera, qu® sertan =1loas?

Realmente, no sé que responderte. Ea claro que
si los matemidticos piensan sobre los numeros
primas, entonces ellos existen en sSU
conciencia. Pero si no hubiera matemiticos,

los nameros primos no &starian en parte alguna.

JPretendes con ello significar que tenemos que
decir que los matematicos estudian objetas

inexistentes?

S8i pienso que debemos admitirlo.
Examinemos la cuestidn: desde otro punto de

vista. Agui, he escrito en esta tabla de cera

el nuamero 37. Lo ves?.
&

8i, lo veo.

oY puades tocerlo con tu mano?

Ciertamente.

cEntonces quiza los numeros existen?

Oh! So6crates, te estis burlando de m@i. Mira
agui, he dibujado sobre la misma tabla un
dragdén con siete cabezas. ;De aqui se desprende
que tal dragén existe?. Nunca he encontrado a
alguien que haya visto un dragébn vy estoy
convencido que los dragones no existen aexcepto
en los cuentos de hadas. Pero supongamos que
estoy equivocado, supongamos que detras de las
columnas de Hércules existen realmentz los

dragones, e«llo no tiene nada que ver con mi
dibujo.

Tu dices la verdad, Hipscrates, Y o8 toy
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completamente de acuerdo contigo. JPero aeso
significa que si bien nosotros podemos hablar
sobre ellos, y escribirlos, los nameros nAunca

existen en realidad?
Ciertamente.

No saques conclusiones apresuradas. Realicemos
otra prueba. Estoy en lo cierto diciendo que
podemos contar las ovejas aqui en el prado

o los barcos en &1 puerto de el Pireo.

81, podemos.

¢Y las ovejas y los barcos existen?

Ciertamente.

JPero si las ovejas existen su nGmero debe ser

algo que existe también?.

Tu te burlas de m{, Sé6crates. Los matematicos
no cuentan las ovejas; ese es trabajo de los

pastores.

sOuieres decir gque lo gque estudian los
matemdticos no es el numero de ovejas o de
barcos, u otros objetos existentes, sinoc el
namerc en si mismo? .Y asi que ellos tiratan con

algo que existe solamente en sus mentes?

Si, eso es lo que gquiero decir.

Me has dicho que, de acuerdo con Teeteto, los
matematicos estudian les numeros y las figuras
geométricas. ;Qué se puede decir sobre las
figuras? Si te pregunto si ellas existen,

sCuil es tu respuesta?

Existen ciertamente. Podemos ver la forma de
un hermoso vasc, por ejemplo, Y podemos

palparlo con nuestras manos también.

Aan tengo un problema. S5i t4 miras el vaso

Qué estas viendo, el vaso o su forma?
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Veo ambas.

JEs lo mismo que cuando miras un cordero?. (,td

observas el cordero y también su lana?
Encuentro el simil muy bien elegido.

Bien, yo pienso que es débil como Hefesto.
Puedes cortar la lana del cordero y entonces
ves 1 cordero sin su lana, y la lana sin el
cordero. ,Puedes tu separar en una forma

similar la forma del vaso y la figura del vasco

en si mismo?

No, ciertamente, y me figuro que nadie puede.

.Y sin embargo aun crees que puedes ver una
figura geométrica®?.

Estoy empezando a dudarlo.

Ademas, si los matematicos estudian las formas

de los vasos, jpedriamns llamarlos ceramistas?.

Ciertamente.

Entonces, si Teodoro es el mejor matemidtico ino
seria el mejor ceramista también?. He
escuchado a muchas personas alabarlo, pero
ninguno me ha dicho que ¢1 entiende algo de
ceramica. Yo dudo si é1 puede hacer un simple
recipiente. ;0 quizad los matemidticos tratan con

la forma de las estatuas o de los edificios?

Si ast fuera, ellos serian escul tores Yy

arquitectos.

Rien, mi amigo, hemos llegado a la conclusidn
de que los matematicos cuando estudiean
geometria no tratan con las figquras de los
objetos existentes como vasos, sinc con formas

las que existen solamente en sus pensamientos.
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JEstas de acuerdo?
Tengo que estarlo.

Habiendo establecido que los matemidticos tratan
con objetos que no existen en realidad sino
solamente en sus pensamientos; examinemos la
afirmacién de Testeto que has mencionado de que
la matematica nos da un conocimigntso mas
confiable y seguro que cualquier otra rama de
la ciencia. Dime,  [Tevteto di& algunos

ejemplos?

Si, en efecto, diio que no se puede saber

eractamente cuin lejos estA Atenas de Esparta.
Por supuesto, las personas que viajan por esa
ruta estin de acuerdo sobre el nimern de dias
que tienen que caminar, pero s imposibtile saber
exactamente la distancia en pires. Por otra
parte, podemcs decir, utilizendo el teorema de
Pitagoras, cudl es la longitud de la diagonal

de un cuadrado. También dijo Testeto que es
imposible dar el numero exacto de personas que
viven en la He&lade. 51 alguien trata de
caontarlos ~ nunca obtendra el numero exacto,
debido a que durante el tiempo que se tarda en
hacerlo algunos ancianos pueden morir y algunos
nifics pueden nacer, por lo tanto, el numero
total serfa correcto sblo aproximadamente.
Pero si tu preguntas a un matematico cuantas
aristas tiene un dodecaaedro, ¢1 te respondera
que el dodecaedro estiA limitado por 12 caras y

cada una tiene cinco aristas. Esto hace 60,
pero como cada arista pertenece a dos caras Yy
por lo tanto ha sido contada dos veces, el
numero de aristas del dodecaedro es igual a 30

y este numero estd fuera de toda duda.
JMenciond é1 otros ejemplos?.

Algunos mis, pero no los recuerdo todos. Dijo

que en realidad no se pueden encontrar nunca
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dos objetos que sean exactamente igualss. No
hay dos huevos exactamente iguales, y aun las
columnas del templo de Poseiddn difieren
ligeramente unas de otras, pero uno puede estar
seguro que dos diagonales de un rectangulo son
exactamente iguales.

El menciond a Heraclito, quien dijo que todo lo
que existe estA en constante cambio, y que un
conocimiento seguro es solamente posible sobre
objetos que nunca cambian, por eiemplo, los

pares y los impares, la recta y el circulo.

As{ sera. Estos ejemplos me convencen que en
matematica podemos obtener un conocimiento mis
alla de toda duda, mientras que en otras
ciencias o en la vida diaria ello es imposible.
Hagamos un resumen de los rasultados de
nuestra investigacidn sobre la naturaleza de la
matemética. ;Estoy en lo cierto cuando digo que
hemos llegado a la conclusidn de que la
matematica estudia objetos que no existen y es
capaz de encontrar toda 1la verdad acerca de

ellos?
Efectivamente, a esa concluzién hemos llegado.

Pero dime, por Zeus, mi querido Hipécrates, ;no
es misterioso que podamos saber mas sobre
objetos que no existen que sobre cosas

existentes?

v
Si lo dices as{, es ciertamente un misterio.
Pero estoy sequro que hay algun error en

nuestras argumentaciones.

Nn, procedimocs con el mayor cuidado Y
controlamos todo paso de la argumantaciodn. No
puede haber ninguan error an nusstro
razonamiento. Pero, escucha, recuerdo algo que

puede ayudarnos a resolver el enigma.

Dimelo rapido, porque estoy bastante perplejo.
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Este maffana estaba en el hall del segunde
arconte, donde la esposa de un carpintero de la
aldea de Fitthos fue acusada de traicidn y que,
con ayuda de su amante, asesind a sSu @sSpOsS0.

La mujer protestaba y Jjurabta por Artemisa vy
Afrodita que era inccente, que nunca amd &
nadie que no fuera su marido, y gue sSu es5poso
fue asesinado por piratas. Muchas personas
fueron citadas comc  testigos,. Algunos
manifestaron que la mujer era culpable, otros
dijeron que era inaocente. Fu# imposible

establecer qué ocurrid realmente.

,Te estas burlando de mi nuevamente?. Primero
me has confundido completamente, vy ahora, en
lugar de ayudarme a encontrar la verdad me

cuentas estas historias.

No te enfades, mi amigo,tengo serias razones
para hablar de esa mujer cuya culpabilidad fue
imposible determinar. Pero algo es sequro. La
mujer existe. La vi con mis propios ojos y a
todos los que allf estaban, la mayorlia de los
cuales nunca han mentido zn su vida, les pusdes
plantear la misma pregunta y recibirds la misma

respuesta. -

Tu testimonio es suficiente para mi, querido
Sécrates. Demos por sentado que la mujer
existe. ;Pero qué tiene que ver esto con la
matemAtica?

Mas de lo gque te imaginas. Pero dime primero,
sConuces la historia de Agamendn Y

Clitemnestra?.

Todo el mundo conoce esa historia. He visto la

trilogia de Esquilo en @1 teatro el afico pasado.

Cuéntame la historia en pocas palabras.
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HIPOCRATES: Mientras Agamendn, rey de Micenas, luchaba bajo
las murallas de Troya, su esposa, Clitemnestra,
cometié adulterio con Egisto, primo de su
marido. Después de la caida de Troya, _ cuando
Agamendn retornd al hogar, su esposa y su

amante lco asesinaron.

SOCRATES:: Dim@, Hipdcrates, ,es completamente SE@gUro que
Clitemnestra era culpable?,

HIPOCRATES: No entiendo porqué td me preguntas estas
cuestiones. No hay dudas sgbre la historia.
De acuerdo con Homero, cuando Odiseo visite el
Averno ericontrd a Agamendn, quien le relats su
tragico destino.

SOCRATES ¢ cPero estas seguro que Clitemnestra Yy Agamendn
y todos los demis personajes de la historia

realmente han existido?

HIPOCRATES: QuizA me envien al ostracismo 3i digo estc en
publico,pero mi opinién es que e@s imposible
determinar hoy, después de muchas centurias, si
las historias de Homero son ciertas o no. FPero
ellc es irrelevante. Cuando digo que
Clitemnestra era culpablz, no hablo acerca de
la real Clitemnestra -si tal persona ha
existido alguna vez- sinc sobre la Clitemnestra
de nuestra tradicién homérica, sobre la

Clitemnestra de la trilogla de Esquilo.

SOCRATES: (Puado decir que nada sabemos sobre la real
Clitemnestra?. AGn cuandp su existencia es
incierta, en lo que respecta a Clitemnestra
personaje en la trilogia de Esquilo, estamos
s2quros que ella era culpahble y matsd a Agamensdn
porque esa e@s lo que nos dice Esquilo.

HIPOCRATES: Si, por supuesto. Pero por quéd insistes sn
todo esto?

SOCRATES Lo veras en un momento. Resumamos 10 que hemos
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encontrado. Es imposible en el caso de la
mujer de carne y hueso gue fue juzgada hoy en
Atenas establecer =i ella era culpable,
mientras que "o caben dudas sobre ia
culp;bilidad de Clitemnestra que es un
personaje d2 la obra y que probablemente nunca
existid. ;Estas de acuerdo?.

fhora es que comienzo a entender lo que guieres
decir. pero seria mejor si extrajeras las

conclusiones por ti amismo.

La conclusién es esta: tenemos un conocimiento
m&s cierto sobre personas que existen solamente
en nuestra imaginacién, por ejemplo, acerca de
los personajes de un drama, que sobre
personajes reales. Si deciéos gque Clitemnestra
era culpable, significa solamente que asi es
como Esquilo la imagind y presentd en su cbhra.
La situacién es exactamente igual e&n
matematica. Podemos estar seguros de que las
diagonales de un rectaAngulo son iguales porque
ello se desprende de la definicidén de

rectingulo dada por los matematicos.

JEso significa, Séecrates, que nuestro
paradéjico resultado es realmente cierto v que
pademos tener un conocimiento muchc mas
verdadero sobre objetos no existentes -por
ejemplo sobre lbs objetos de la matematica- gue
sobre los:objetos raales de la naturaleza?.
Pienso-ngue ahora veo la razdén de ello. Las
nociones que nosotros mismos hemos creado -"son
por su misma naturaleza complotamente conocidas
para nosotrbs, y podemos encontrar toda la
verdad acerca de wllas porque no tienen otra
realidad fuera de nuestra imaginacion. Sin
embarge, los objetos que existen en el mundo
real no son idénticos con nuestra imagen que
nos hacemos de ellps, la cual as siempre
incompleta y aproximada, por lo tanto nuestro

conocimiento sobre estos objetos reales no
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puede ser nunca completo o absolutamente

verdadero.

Esa es la verdad, mi joven amigo, y tu la bhas
establecido mejor de 1o que 1o he podido hacer
Yo.

El mérito es tuyo, Sécrates, porque me has
conducido hasta comprender estas cosas. Veo
ahora gue no solamente Testeto estuvo acertado
en decirme que debo estudiar matematica si
deseo obtener un conocimiento cierto, sino
también porqu4 lo estuva. 8Sin embargo, si me
has guiado con paciencia hasta ahora, por favor
no me abandones, porque adn una de mis
preguntas, de hechc la mas importante, no ha

sido respondida.
¢Cual es la pregunta?

Por favor, Sécrates, recuerda que llegus hasta
ti y buscando conseio si debo estudiar
matemitica. T4 me has ayudado a darme cuenta
que la matemitica y solamente la matematica
puede darme la clase de conocimi=snto profundo
que deseo. Pero cual es la wutilidad de ese
conocimiento? Es claro que si se obtiene algun
conocimiento scbre el mundo existente, aun si
ese conacimiento es incompleto y no es lo
suficiente certero, es, sin embargo, de valor
para el individuo as{ como pa;a el estado. AGn
en el caso en que se obtiene algun conocimiento
sobre objetos tales como las estrellas, pueden
ser atiles, por ejemplo en la navegacidn
nocturna. éParo cudl es la utilidad del
conocimiento sobre cbjetos que no existen como
los que nos ofrece la matematica? Aun si es=
completo y mas alliA de toda duda JCudl es 1la
utilidad del conocimisnto en lo concerniente a

objetos que no existen en realidad?

Mi querido amigo, estoy casi Seguvo gue conoces
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pruaba.

Por Hércules, yo no conozco la raspuesta. Por

favor, ayGdame.

Bien, tratemos de encontrarla. Hemos
establecidoc que los conceptos dz la matematica
son creados por los matemdticos. Dime, gello
quiere decir que los aatemiticos eligen sus

conceptos arbitrariamente como les plazca?

Como te he dicho, no sé& aun mucho sobre
matemadtica. Pero me parece que @l matematico
es tan libre de eleqgir los objstos de su
estudio como 21 poeta es libre de elegir los
personajes de su obra, y as{ como el posta
inviste a sus personajes con cualquier cualidad
que la plazca, del misme modo el matemitico
provee a sus nociones con las propiedades que

é] desea.

Si ello fuera asi, existirian tantas verdades
matemdticas comno matematicos. - & Cdmo
explicarias entoncas nociones y problemas?.
JCémo explicas gque, como ocurre a nenudo,
matemaAticos gue viven muy distantes el uno del
ctro y no tienen ningun contacto descubren
independientementz las mismas verdades?. Nunca

he escuchado que dos poetas escribieran el
mismo poema.

Nunca he escuchado algo csemejante. Pero
recuerdo que Teeteto me dijo algo acerca de un
teorema muy interesante que &1 descubrié sobre
las distancias inconmensurables. El mostré
esos resultados a su maestro, Teodoro, quien a
su vez tenia una carta de Arquitas en la cual
@staba contenido el mismo teorema casi palabra
por palabra.

En poesia ®so seria imposible. T4 ves que hay

un problema. Psro continuemos. Cémo wexplicas
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que matemiticos de diferentes paises puedan
habitualmente coincidir sobre la verdad,
mientras que sobre cuestiones que conciernen al
estado, por ejemplo, los persas i los
espartanos ‘tienen puntos de vista bastante
opuestos de los nuestros aqui en Atenas, vy,
ademas nosotros a menudo no sstamcs de acuerdo

unos con otros.

Puedo responderte la CGltima cuestiodn. En
asuntos concernientes al estade, todos estan
interesados personalmente, y esos intereses
particulares estan a menudo en contradiccién.
Es por ello que es dificil llegar a un acuerdo.
§in embargo, a los matematizcs los mueve

solamente el deseo de encontrar la verdad.

cOuieres dezir con ellc que los matematicos

tratan de enconctrar una verdad que es
completamente independiente de suU propia
persona?

Asi es.

Perc entonces estibamos equivaocados al pensar
que los matematicos eligen los chietos de su
estudin segin sus propios deseos. Me parece
que el obhjeto estudiado tiene cierta clase de
existencia la cual es independiente de su

persona. Debemos resolver este nuevo dilema.

No se por donde empezar.

Si ta tienes adan paciencia, intentémoslo
juntos. Dime, Cuil es la diferencia entre el
marino que encuentra una isla deshabitada y el
pintor gue encuentra un nuevo coleor nunca usado

antes por paintor alguno?.

Pienso que al marino puede denominaArselo un
descubridor y al pintor un inventor. El marino
descubre una isla que existia antes que &1,

solamente gue no se conocia, mientres que el
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. pintor inventa un nuevo color que antes no

existia 2n absoluto.

Nadie podria responder mejor a la pregunta.
Perc dime,s el matemitico que encuentra una

nueva verdad, la descubre o la inventa?.,Es un
dascubridor como el marino o un inventor como

el pintor?

Me parece que el matemAtico es mas parecido a

un descubridor. El es un osado marino que

4navega el desconocido mar del pensamiento vy

explora sus costas, islas y remclinos.

Muy bien expresado, y estoy complatamente de
acuerdo contigo. Desearia agregar solamente
que en menor grado el matemAtico es también un
inventor, especialmente cuando crea nuevoes
conceptos. Pero todo descubrimiento debe
tener, en cierto sentido, un inventor también,
Por ejemplo, si un navegante desea llegar a
lugares que optros predecesores no pudieron
alcanzar, debe construir un barco que sea m2jor
que los barcos usadoes por los otros marinos.
Los nuevos conceptos inventados por los
matematicos son como los nuevos barcos gue
llevan al descubridor mas lejos an =1 gran mar

del pensamiento.

Querido Sécrates, tu me has ayudado a encontrar
la respuesta a una pregunta que me parecia muy
dificil. La principal aspiracidén de un
matemitico es explorar los secretos y enigmas
del mar del pensamiento humano. Ellos existen
independientemente de la persona del
matemético, aungque no de la humanidad
censiderada como un todo. El matemiatico tiene
cierta libertad en inventar nuevos conceptos
coma herramientas, y me parece que &1 pueda
hacerlo a discrecién. Sin embargon, nNO o3
enteramente libre para bhacerlo porque los

nuevos conceptos tienen que ser Gtiles para su
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trabaio. El marino pusde también construir a
cualquier clase de barco a su antojo, pero, por
supuesto, estaria loco si construyera uno que
se rompiera en mil pedazos con la , primera

tormenta. Pienso qu@bahora_todo esta claro.

Si todo lo vés claramente, trata nuevamente de

responder la pregunta: ,Cuil es el objeto de la
matematica?.

Hemos llegado a la conclusién de que ademas del
mundo en que vivimos, existe otro mundo, el
mundo del pensamiento humano, vy el matematico
es el intrépido marino gue explora ese mundo,
no retrocediendc ante problemas peligrozos vy

aventuras que esperan por él.

Mi amigo, tu vigor juvenil me estremece, pero
lamento gue en el ardor de tu entusiasmo te

pasen desapercibidas ciertas cuestiones.
JLuales son esas cuestiones?

No. deseo contrariarte, pero presiento que tu
interrogante principal no ha sido aun
respondida. No hemos respondido a la pregunta:
:Cual es la necesidad de explorar el

maravilloso mar del pensamiento humano?

Ta tienes razén, querido Sécrates, como
siempre.  Pero dejarias de lado tu método esta

vez y me dirds la respuesta de inmediato?

No, mi amigo, aun cuando pudiera, no lo harfa y
es por consideracidn hacia ti. El conoccimiento
que alguien obtiena sin trabajo es casi
despreciable para él. Comprendemos cabalmente
610 aquello que -quizd con alguna ayuda-
encontramos nosotros wmicmos, del mismo modo
como Ia planta puede usar solamente al agua gque

ella absorbe del suelo a través de sus propias
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Estid bien, continuemos nuestra bésqueda por el

mismo método, pero ayadame con una pregunta.

Volvamos al punto donde habiamos establecido

,que el matematico no trata con el numero de

ovejas, barcos u otros objetos existentes, sino
con los nameros propiamente dichos. JNo

piensas tud, sin embargo, que lo que los
matematicos descubren como cierto para los
numeros puros es valedero también para los
numeros de los objetos =existentes?. Por
ejemplo, el matematico encuentra que 17 es un
numero primo. Por lo tanto, .no es cierto que
no puedes distribuir 17 ovejas a un grupo de
personas dando a cada una el mismo namero, a

menos que ellas sean exactamente 177.
Por supuesto, es cierto.

Bien, y .sobre geometria? ,No puede aplicarse
en la construccién de casas, para hacer un
tiesto o para calcular la cantidad de grancs
que puede contener un barco?.

Por supuesto, puede aplicarse, aungque me parece
que para los propdsitos practicos del artesanc
no es necesario mucha matematica. Las reglas
simples ya conocidas por los amanuenses de los
faraones de Egipto son suficientes para 1la
mayoria de estos casos, Yy los nuevos
descubrimientos a los que se refirid Teeteto
con tanto fervor ni son usados, ni se necesitan

en la practica.

Quiza no de momento, pero pueden ser utilizados
en el futuro.

Yo estoy interesado en el presente.
Si td deseas ser un matemiatico, debes darte

cuenta que trabajaras principalmente para el

futuro. Ahara, volvamos a la cuestion
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principal. Vimos qgue el conccipiunto sobre
otro mundo distintc del real, e' mundo del
pensamiento, respecto a cosas qu# NO existen»en
el sentido usual de la palaora, pusde ser
utilizado en 1la vida diaria para responder
prequntas acerca del mundo real.  No es esto

sorprendente?

HIPOCRATES: Mas que eso, e5 incomprencible. Es realmente

un milagro.

SOCRATES:: Quiza no sea tan mistericoso y si abrimos la
corteza de esta cuestién, podemos encontrar una

auténtica perla.

HIPOCRATES: Por favor, querido Sécrates, no hables con

acertijos como una pitonisa.

SOCRATES : Dime entonces, ,te sorprendes cuando alguien
que bha viajado por paises lejanaos, que ha visto
y experimentado muchas cosas, retorna a su
ciudad y utiliza su experiencia para dar buenocs

consejos a sus conciudadanos?

HIPOCRATES: En absoluto.

SOCRATES:: JAUN si los palises que . el viaiero ha visitado
estan muy distantes y habitados por una clase
muy diferente de persocnas que hablan otras

lenguas, que adoran otros, dioses?

HIPOCRATES: Tampoco en ese caso, porque hay mucho de comuan

entre pueblos diferentes.

SOCRATES:: Dime ahora, si hemos llegado a la conclusiédn de
que el mundo de la matemadtica es, a pesar de
sus particularidades, en 2lgun sentido eimilar
a nuestro mundo real, Jaun encontrarias
milagroso que la matematica puwda aplicarse al
estudio del mundo real?

HIFOCRATES: En este caso Nno; Pero N9 veo ninguna analogia
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entre el mundo real y &1 sundo imaginario de la

matemitica,

JVes aquella rocas al otro lado del rio, donde

el rio se ensancha para formar un lago?
La veo.

JY ves también lz imagen de la roca reflejada

en el agua?.

Ciertamente la vec.

cDime entonces, cual es la diferencia entre la

roca y su reflejo en 1 agua?

La roca es una pieza solida de materia dura, se
calienta bajo el sol. Si tu la tocas, sentiras
que e¢ aspera. La imagen reffejada ne  pueds
tocarse; si pongo mi mano sobre ella, soclamente
tocaré el agua fria. En particular, la imagen
reflejada no existe realmente; es una ilusidn,
nada mas.

cNo hay nada en comGn entre la roca Y Su imagen
reflejada?

Buensc, en un cierto sentido, ia imagen
reflejada s una verdadera representacion de la
roca. El contorno de la roca, aun sus pequefios
desniveles, son visibles claramente en la
imagen reflejada. Pero qué mas? gQuieres decir
que el mundo de la matematica es la imagen
reflejada del mundo real en el espejo de

nuestro pensamiento?

Ta lo has dicho, y muy bien.

Pero ,Como es ello poaible?

Veamos cémo se han desarrollado los conceptos
abstractos on matematica. Hemos dicho gue el

matemadtico trata con numeros puros, y no con

los numeros de los objetos reales. Pero,icreea
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td que alguien que no ha contado nunca objetos
reales puede entender la nocidén abstracta de
numeros?. Cuando un nifflo aprende a contar,
cuenta primero guijarros y palitos. Sclamente
si sabe que dos gquijarros y tres guijarros son
cinco guijarros y analogamente para palitos o
monedas, estd en condiciones de comprender que
dos y tres son cinco. La situacion es
esencialmente la misma con la geometria. E1
nifo llega a la nocién de espera a través de

experiencias con objetos redondos como peliotas,

por ejemplo. La bhumanidad ha desarrollado
todas las nociones fundamentales de la
matemidtica en forma similar. Esas nociones

cristalizan a partir del conocimiento del! mundo
real, y por lo tanto no es sorprendente sino
bastante natural que ellas lleven las marcas de
su origen, asi como los niffos se parecen a sus
padres. Y exactamente como los nifos cuando
crecen son €1 apoyo de sus padres, asi
cualquier rama de la matematica, si ests
suficientemente desarrollada, se convierte en

una herramienta muy atil para explorar del
mundo real.

Ahora esta bastante claro para mi como el
conocimiento de los objetos no existentes del
mundo de la matematica puede ser utilizado en
la vida diaria. Me has prestado un gran

servicio ayudandome a comprenderlo.

Te envidic, querido Hipécrates, porque yo adn
me prequnto sobre algo que desearia resoclver.

Quizas tu puedas ayudarme.

Lo haria con placer, pero lamento que te burles
de mi nuevamente. No me averglences
solicitandome ayuda; pero, dime francamante

cudl es el asunto que he pasado por alto.

Lo veras por ti mismo =i tratas de resumir los

resultados de nuestra discusiédn.
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Bien, cuandc estuvo claro por qué la matematica
es capaz de dar un canocimiento clerto sobre el
mundo diferente al que vivimos, acerca del
mundo del pensamiento humano, la cuestién que
nos quadaba pendiente era la utilidad de ese
conocimiento. Hemos encontrado que ®l1 aundo de
la matemidtica no es nada mas que un reflejo an
nuestro pensamiento del wmundo real. Esto
permite que todo descubrimiento sobre el mundo
de la matematica nos dé alguna informacion
sobre el mundo real. Estoy completamente

satisfecho con esta respuesta.

Si te digo que la respuesta es augn incompleta,
lo hago no porque quiera confundirte, sino
porque estoy seguro que tarde o temprano td te
plantearias la misma pregunta, y me reprocharas
el no haberte llamade la atencién scbre el
punto. Tu me dirias: "Dime, Sécrates,; JCuil es
@l sentido de estudiar la imagen reflejada, =i

puedo estudiar el objeto mismo?

Tienes toda la razén, es una pregunta obvia.
TG me puedes confundir totalmente con pocas
palabras y puedes derribar con una pregunta
aparentemente inocente todo el edificio que he
construido con mucho trabajo. Por supuesto, yo
habria respondido gque si nosotros podemos
observar el objeto original, no tiene sentido
mirar la imagen reflejada. Pero estoy seguro
que esto muestra que nuestra analogia falla en
este punto. Ciertamente existe una respuesta,

pero no sé cédmo encontrarla.

Tu conjetura es correcta, la paradoja surgid
porque tenemos muy cerca el simil de la imagen
reflejada. Una analogia es como un arco si ta
1o tensas demasiado, se rompe violentamente.
Desechéhosla-y elijamos otra. T4 ciertamente
sabes que los viajeros y marinos hacen buen uso
de los mapas.
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Lo he experimentado Yo mismo. Ty ;quieres decir

que la matematica nos Proporciona un mapa del
mundc real?

Si. sPuedes responderme ahcora la siguiente
pregunta: Qué ventaja habria en mirar el mapa

en lugar de mirar el paisaje?.

Eso es claro: usandg =1 mapa podemos escudrifar
grandes distancias que podri an cubrirse
sclamente viajando varias Eemanas o meses. El
mapa no nos muestra todos los detalles, sino
las cosas mas importantes. Por 1lo tanto, es

Gtil si deseamos planificar un largo viaje.

Muy bien. Pero hay algo mas que se me ha
ocurrido.

cOué es?,

Hay otra razén por la cual el estudio de la
imagen matematica del mundo puede ser de
utilidad. Si los matematicos descubren cierta
propiedad del Circulo, esto al instante nos da
informacién sobre cualquier objeto de forma
circular. As{, el método de la hatematica nos
permite tratar con diferentes objetos al

mismo tiempo.

Qué me dirias sobre las 'siguientes analogfas:
8i alguien abserva una ciudad desde la cima de
una montafia cercana, obtiene una visidn mas
completa que si camina a través de sus sinucsas
calles, o si un general observa los movimientos
del ejército enemiqo desde una cblina, tiene un
cuadro mis exactc de la situacidn que el
soldado en la linea de frente y que ve
sclamente ' a aquellos que s@ le

oponen
directamente.

Bien, me has superado en inventar nuevas

analogias, pero no quierc quedarme atras,
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perai teme también agregar ; una parabola.
Recientemente vi un cuadro de Aristofonée, el

hijo de Aglaofonte, v el artistame advirtié:

" "Si te acercas demasiado al cuadro, Sécrates,

veras soclamente manchas coloreadas, pero no
veras la totalidad de la pintura“.

Por supuesto, tenia razén, y ta también cuando
no dejaste que diéramos por finalizada la
discusidn sin antes llegar al meollo de 1la
cuestidén. Pero pienso que es tiempo de
regresar a la ciudad ya que se acercan las
sombras de la noche y tengo hambre y sed. Si
aun tienes paciencia, deseo preguntarte algo

mas mientras caminamos.

Bien, partamos y puedes hacerme la pregunta.

Nuestra conversacién me ha convencidc de tal
manera que comenzaré a estudiar matematica Yy te
estoy muy agradecido por ello. g Pero dime
pofqué tu mismo no haces matematica?. A juzgar
por tu profunda comprensisn de la naturaleza vy
la importancia de la matematica, es mi opinidén
de que tu sabrepasarfas a todos los matemiticos
de Hélade, si te concentras en ello. Me seria
auy grato sequirte como discipulo en

matematica, si me aceptaras.

No, querido Hipdcrates, ese no es mi oficic.
Tecdoro sabe mucho mas de matematica que yo, vy
No puedes encontrar mejor maestro que &1, En
relacion can tu pregunta de por qué no soy
matematico, te daré las razones. No oculto mi
alta ocpinidn sobre la matematica. Pienso que
nosotros, los helenos, na hemos hecho progresos
tan importantes en otras ramas como en
matemitica, y sélo es el comienzo. Si no nos
destruimos uncs a otros en guerras absurdas,
obtendremos resul tados maravillosaos como
descubridores, as! como inventores. Ta me
preguntas por gqué no me incorporo a las filas
de aquellos que desarrollan esta ciencia
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extraordinaria. De hecho, yo soy una suerte de
matemaitico, aunque de una clase diferente. Una
voz interior, tad puedes 1llamarla oriaculo, a
quien ~siempre escucho cuidadosamente—,me
pregutd hace algunos aflos, ";Cual s la fuente
de los grandes avances que los matematicos han
hecho en su naoble ciencia?" Yo respondi ;
"Pienso que la fTuente del éxito de los
matemiticos esta en sus métodos, los altos
niveles de su légica, en su esfuerzo, sin
compromiso, por la verdad definitiva, su habito
de comenzar siempre por laé primeras cosas,
definiendo cada nocidén usada exactamente y de
evitar auto—-contradicciones”. Mi voz interior
respondid: "Muy bien, ipero {44 piensas,
Sé6crates, que este método de pensamiento vy
argumentacién puede ser utilizadeo solamsnte
para el estudico de numeros Yy formas
geomnétricas?. JPorqué no tratas de convencer a
tus conciudadanos para que apliquan los mismos
niveles lé6gicos en todos los otros campos, por
ejemplo, en filosofia y en polii tica, al

discutir los problemas de la vide cotidiana

tanto privada como publica?". Uesde ese
momento, ese ha sido @i objetivo. He
demostrado -td recuerdas, por ejemplo nuestra

discusion con Protagoras—- que aguellos gque
piensan que son hombres sabios son en su
mayoria necios ignorantes. Todos sus
argumentos carecen de una sdlida
fundamentacién, ya que utilizan-contrariamente
a los matemiticos- nociones no definidas vy
solamente comprendidas a medias. Con esta idea
he logrado hacerme a casi tode el mundo de
enemigo. Eso no es sorprendente por que para
todas las personas que son reacias a pensar vy
vanamente satisfechos de usar términos cscuros,
represento un vivo reproche. A la gente no les
agrada aquelles que constantemente las
. recuerdan sus faltas gue no son capaces ©O no
desean corregir. Llegarin los dias en que esas

personas caeran sobre mi para exterminarme.
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Pero hasta que llegie gge dia, continuaré
siguiendo a mi llamadc, Ta, sin embargo,
dirigete a Teodoro.

SOLUCIONES

Praoblema (Vol. 3 No. 2).
Determine tozias las horas del dia en que coinciden
las agujas del reloi (por ejemplo a las 12 horas).
Selucidn: (M.I. Viggiani Rocha, Inst. de Matematica, F.C.E.T.
Univ. Nac. Tucuman).
Observamos que las agujas coincidiran & intervaloe

de tiempo iguales. Denotemos

wh(resp.wm) = velocidad angular de la aguja horaria,
(resp.ainutera).

ah(r9$p.am) = ingulo recorrido por la aguja horaria
(resp.minuteroc).

Zn 2n
Se tiene que = 756— rad/min, @ = 0 rad/min y en cada

instante ¢, ah = w%.t s am 2 wm.t. La préxima coincidencia
despuds de las 12 de la nache (O ha.) ocurrira en

30 360
B = xy o = (Zreex).  Luego t = (2n+x) i e O
2n
o sea, x = = .
720

Luego t = i1 min = 1 h S min 27.27 seqg.

Es decir @l lapeso entre una coincidencia y otra as I
hora 5 min 27,27 ceg. Entre las O y lag 12 hs, las haras en

gue hay coincidencia de las agujas son:

B 3 @min 27,27 =zeq. 2 ha L0 ain 34,34 seg
3 hs & min 21,81 seqg. 4 hs 21 ain 49,09 seg
S he 27 min 16,36 saeg & hw 32 @in 43,463 seq
7 hs 38 min 20,90 seg 8 ha 43 min 58,18 seg
® hs 49 min 25,43 seg 10 he 94 ain 32,72 seg

12 hs.



Problema (vol. 3 No. 2).

Un hombre cobra un cheque en un banco. En la calle
el hombre nota que el cajero ha intercambiado el valor de
los pesos con el de los centavos. Luego de gastar S
centavos el hambre observa que tiene exactamente el dqblp
del valor original del cheque. CuAl sra éste?

Solucidn (M.J. Viggiani Rocha, F.C.E.T., U.N.Tucuman)

Cheque = x pesos + y centavos. Se tiene gue

% L] vy
Y e 1o = 2 [ M 160 ] Luego 98 vy — 199 x = 3

El maximo comun divisor de 98 Y 199 es 1, de donde lo

expresaréeé como combinacidén lineal entera de estos niGmeros:
(-67).98 + 33.199 = 1, por lo tanto

= 335.98 - 199.(-145) = 3, de donde
y = = 338 + k(~- 199)
=R = 160 = kL. a5 R s @ Recordando

que x e y £ [0,99], determinaré los posibles valares de “"k"
Y en consecuencia de "x" y de “y®,.

0O £ x < 99
0 5 -~ 1465 - 98 k £ 99
165 £ - 98 k < 264
264 165
T SEkos Sa de donde ~ 2,69 < k § - 1,48
y el unico valor entero epn este intervalo es
= &K om = D gy = AT, % =31, Luego el valor del cheqgue

es $ 31.63.

Problema (Vol. 2 No. 1).

Solucidn: (M.J. Viggiani Rocha, F.C.E.T. U.N. Tucuman)
Se tiene: (a+b+c)? = § = (a+b+c)? =

Pruebe que si a + b + ¢ = 1 entonces a® + b* w2 = é

= a® + b* + c® + 2ab + 2ac + 2bc S Z(a® + b2 + ?)

(pues 2 ab < a® + b y anidlogamente para 2ac y 2bc).
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EL PRINCIPIO DE LOS CASILLEROS

Enzo R. Gentile

Este principio, 1llamado también: "Pigeonholae
Principle”. "Dirichlet Schubfachar®, "Métode des Tiroirs",
establece que, si n obietos han de ser colocades en m
wx'ﬂaﬁmmmmnmm
gbjetos iran a yna misma casilla. .Estg principio se usa,
inadvertidamente, en .muchos razonamientos matematicos.
Quien lo usé explicitamente parece haber sido Dirichlet en

la demostracién de resul tados de finitud an teoria
algebraica de numeros ‘

Veamos algunos zjeaplos para ilustrar su aplicacién,

f =t aann Ajs-ees Ay Numeros enteros. Afirmamos que
hay dos, al menos, que tienen el MRIEMO resto en la division
por 7. En efecto, tomamos 7-casillnros correspondienias a
los distintos restos en la division por 7. Cologquemos cada
nﬁmero en la casillia que corresponda a sSu resto en la
divisién por 7. Claramente habra dos, al mehos, que caen en
la misma casilla. Esto significa que tienen el mismo resto
en la divisién por 7.

2.- Si se requiere de 11 personas exhibir su
documento de identidad habré dos, al.nnnoi, cUuyn numero de
documento tiene la misma. terminacién. Si en cambio queremos
due en un ciertoc grupo de personas y r.kpectd del némero de
documento, haya dos con las dos Gltimas cifras coincidentes,

el minimo numero para que esto ocurra con plena certeza, es
101.

3.~ En una clase de 30 alumnos hay, por ol mismo
Principio, al menos dos que nacieron el mismo dia de la
semana Podemos mejorar este 27 S, hay con certera 5
personas que nacieron el mismo dia de la semana. En efecto
2i no hubiera 5 PRrsonas, #1 numserc maximo saeria %, Dpuaro
4 % 7 es menor que 30. E) mANimo nO puade ser 4, lo cual
significa que 3, al menas, naclieron el smismo dia. E;gggn;.g
Cuantos, al mencs, nacisron ol mismo mew del aNo?.

4.~ La cantidad de cabellos que pueda tensr una
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persona es < 300.000. Si 1la poblacién de una ciudad es
7.000.000 de habitantes, hay por lo mencs 30 personas que
poseen la misma cantidad de cabellos!. :

S5.- Sea el conjunto de nimeros 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.
Nos preguntamos cudl es el minimo numero que se debe
extraer, de manera tal que cantenga'al menos un  par cuya

suma sea 11. Escribamos los pares qﬁe suman ils
|1.10] © |2.9]) |3.8] 18.7 |3.6]

Si tomamos & elementos y colocamos cada uno en el
par en que figura, es claro que dos elementos caerin en el
mismo par y esos sumaran 11. Entonces & es el namero
minimo. Por ejemplo si elegimos los numeros 1,2,3,4,5,
ningun par suma 11. Dejamos a cargo del lector probar que .
si se tiene la progresidén aritmética 1,4,7,10,..., 100
entonces todo subconjunto que tenga al menos 20 elementos

contiene dos numeros cuya suma es 104,

6. A una reunidn asisten 30 personas. Cada persona
estrecha manos con sus conocidos. Eventualmente estrecha
mano con ninguno, si no conoce a nadie (algo asi como un
colado). Se afirma ggg‘ggx dos personas, al menos, Qque
gstrechan gl miiig numero de Mangs, .

En otros términos, hay dos personas al menos, que
tienen el mismo numero de personas cbnocidas. Para
demostrar la afirmacidn asignaremos a cada persona el numero
de conocidos presentes. '

Los valores posibles son:
O 25y 290

Observemos que si una persona A no conoce a nadie, o
ﬁea, el valor asignado es el 0, entonces ninguna persona B
puede conocer a 29 personas!. Por 1lo tanto el rango de
valores es 1,2,..., 29 6 0,1,..., 28, es decir 29 valores en
total. Como se trata de 30 personas, por &1 Principio de
los Casilleros., hay dos personas al menos, que tienen el
mismo namero de cénocidos.

7. Consideremos 35 numeros naturales compuasgtos

menores de 120. Atirmamos que dos al. nengs. 0Q =QN
COPrimos. Es decir, existe un nimero primo que divide a

ambos.
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En efecto, e¢ bien sabido de la Criba de
Eratéstenes, que todo numero compuesto menor que n @S
divisible por un primo = Yn. Esto lo suponemos conocido.
En nuestro praoblema, todo numero compuesto es divisible por
un primo < Y120 ” 10,95. .

Por lo tanto es divisible por algunos de los primos
223, 30, Tratandose de 3 numeros, dos de ellos son

multiplos del mismo primo!.

Es claroc que las mismas ideas muestran que de
7 nameros compuestos £ 200,
8 nameros compuestos < 340,

ceey @tc.
hay dos, al menos, que nNo sSoON Coprimos.

8. Sea C un conjunto de diez numeros naturales
menores que 100. Probemos que existen dos subconjuntos
disjuntos en C tales que la suma de sus elementos da el

mismo valor. En simbolos, existen subconjuntos

X, YcC, XNnY=2¢ 2x=2v
neX veY

Sea, en efecto, para cada subconjunto no vacio X ¢ C; v{X)

el nuamero natural
viX) ==2x

neX

suma de los elementos de x.

Es claro que, cualquiera sea X c C,

viX) £ 90 + 94 + ... + 99 = 943,

Excluyendo X = ¢ y X = C hay en C, 2P

.—2-
=1022 > 949 se sigue que existen dos subconjuntos distintos

X, Y ¢ C tales que v(X) = v(Y).

Los conjuntos X, Y ne tienen porqué ser disjuntos,
pero si cancelamos en las sumas v(X), vi(Y) los sumandos
comunes, obtenemos subconjuntos disjuntos X', Y’ tales que
viX') =-v(Y'),

Preguntas Es cierta la afirmacién si C tiene 9 elementos?

9. Veamos una aplicacién geométrica, una pequefia
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digresién viene a cuenta. El Principic de los Casilleros es
un enunciado obvio, esto esta claro. Sin embargo lo que no
es obvio y s el hecho fundamental vinculado a este
principio es, como derivar un problema dado a un problema de
casilleros'. La siguiente aplicécién es elocuente en este
sentido.

Se tiene un circulo de radio 1. Seffalaremos en el
mismo 7 puntos con la propiedad gque la distancia entre dos

cualesquiera es mayor o igual a 1. Cuales son las posibles

distribuciones?

Dividamos la circunferencia en seis partes iguales. Esto lo

hacemos cohstruyendo el exadgono regular A BC D E F

c e

3 F

Entonces si 7 puntos distintos yacen en el circulo, 2 al

menos caen en el mismo sector. Las posibilidades son:

a. Vértices Ay B o

b. Centro O y punto X en la circunferencia.

En el caso a. los vértices festantes deben yacer en
el semicirculo opuesto {al que contiene A y B). No puede
haber puntos en el interior de los triangulos OCD, DDE, DEF,
OFA. Repitiendo las consideraciones Precedentas nos
permite conéluir que la distribucién posible es en los

vértices C,D,E,F y gl centro Q.

La conclusién final es la siguiente: Dados 7 punios
en un circulo de radio 1 con la propiedad gue l1a distancia
entre dos puntos no es mengr aque 1, entonces un punto de los
dados es el centro del circulo!.

Estamos de acuerdo que este resultado no era

evidente "a priori", pero lo es apenas dividimos al circulo

en & partes iguales.

Dejamos a cargo del lector analizar otro ejemplo

geométrico a saber: 2i en un cuadrado de lado 1, fijamos O
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puntos cualesquiera entonces 2 al menos yac.n a distancia

va

menor o igual a 53 ¢

10.Sean0<p‘(pz(...<pr$ﬂ

0 < Q, < qz< eee £ q, £ M, sucesiones de
numeros enteros.

Supongamos que r+s>M entonces para algunes (ndices
i, j ocurre que RS gr En efecto, ®s como poner r+s
pPalomas en M casillas. Habra 2, al menos, que van a la
misma casilla, pero como los p son distintos entre si, al
igual que los qj,debera Dcﬁrrir que pt = qj para indices i,

j convenientes.
Una aplicacion interesante es la siguiente:

Supongamos que un médico receta a una persona la
ingestidén de un cierto medicamento consistente en 48
pi ldoras iguales; las mismas deben ser tomadas segQin las

siguientes reglaéa
15 Deben tomarse durante 30 dias seguidoas,
I, Cada dia debe tomarse al menos e

I1I. Respetando I y Il no se fija &l namero maximo de
pildoras a tomar &n cada dia.

Por ejemplos 1, 1, ..., 1, 19 (29 unos) es posible.
Se afirma que si 1 £ k € 11 entonces hay intervalos de dfas
consecutivos en que se& 1nginfen exactamente k pi ldoras. En
el ejemplo precedente esto es claro, en el primero y segundo
se ingieren exactamente 2, en el primero, segundo y tercero
se ingieren 3; entre el 15 Yy 21 30 se ingieren 35 pildoras.
En este ejemplo cualquier 1 < k < 48 es posible.

No se afirma que la cota 11 sea la mejor, y noe lo
€8,  pero a los fines de la demostracién que sigue,

utilaizando el principio de los casilleros, es una
restriccién obvia.

Sea p, i = 1,2, ..., 30 la cantidad total de
plldoras que se ingirieron hasta el dia i, inclusiva. Se
tisne

0 < P, S P, € eenes $ Oy & 48.
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Por lo tanto, si k satisface 0 < k < 11, es
0 < P, + k = 11,es O < p‘ + k < pz R e & p'o + k' s 99,

Por las consideraciones hechas mas arriba (con

M = 09) se sigue que

P =p *+k

P, - Ri- ky, luego j < i, lo cual dice precisamente
que entre el dia j + Ll—ésimo v el i-$simo se consumieron
exactamente k pi ldoras.

11. Consideremos el conjunto de numeros naturales de
1 a 100. Sea A un subconjunto que contiene no menos de 51

elemeritos. Se afirma gue A contiene dos ndmercs distintos
tales gue uno es méltiplo del gtro.

Notar que si A contiene exactamente 350 elementos el

resultado no es valido en general, por ejemplo en
A= (50, %1,..., 99}

ningun numero es mﬂlfiplo de otro distinto a é1. Para
demostrar la afirmacién consideremos los 50 subconjuntos
siguientes, obtenidos a partir de cada k, 51 £ k < 100 vy

tomando los sucesivos divisores con minimo cociente 1.

Por ejempla:

>
]

100, 50, 25, S, 1
A =99, 33, 11, 1

A =98, 49, 7, 1

A, =97, 1

AL, =51, 17, 1

Afirmemos qhe todo entero m, 1 € m £ 100 pertenece a
algun Ai. Sim2 Sl,lnsta claro.. Sim < 31, entonces m
pertenece a Ai , si 2's < 100, 2'"*.m > 100.
For eiemplo, 34 pertenece a Ad‘,

8 pertenece a Ad‘, eoe

Entonces cada elemento de A pertenece a (al menos)
uno de los conjuntos At' Como A tiene 51 elementos, dos
elementos distintos pertenecen al mismo conjunto y entonces
estin en la relacidn de divisibilidad.
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122 Aproximacién de numeros reales gpor numEeros
racionales.

Se trata de resolver el siguiente problema: dado un

. : : h
namero real r, encontrar un numero racional = que
constituye una "buena” aproximacién de r pero tal que Kk no

sea muy grande'!

Mas precisamente podriamos decir: dado n e N,
h [~
encontrar una fraccidn & irreducible con
h 1
T no, |r - Ei < ;o.

Podemos mejorar la desigualdad escribiendo

h 1 1
Il’ = F i < TGS
n ©

©

y entonces @l probiema s hallar enteros positivos hy Kk

1
tales que 1 < k < n, y-ikr h| < =

Veamos como esto puede lograrse via el Principio de
los Casilleros. Consideremos entonces para cada r & R,
rl ¢ 2z
la parte entera de r, definida por el dnico entero [rl] que
satisface

frl = r ¢ fr) +%

Entonces 7 = [r] + (r) con 0 < (r) < 1. El numero {r; se
denomina la parte decimal de r.

Consideremos los numeros
GRS ( 2 wiad, ((n°+ 1}.r)

pertenecientes al intervalo £0,11. Si dividimas [O;1] en nD

partes, es claro que hay 2 indices

Iy disr 1 S¥i <j''s no + 1 tales que

It4r) - (kr) < 2, o tambien [ir - [ir] - 5r + tiraje &)
o o
¥y llamando j-i=k, (jr] - [irl=h

| h-kr) < 2
n
(-3
Yy claramente { < k < n_ . Queda por saber si hay una
sleccién de h, k tal que (h,j) = 1. Sea d = (hyk), entonces

h .3 h kK 1 1 h K
i ( 3’ 4 )y ' d°’ a ' <f-_3 s 5 y entonces a’ =
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resuelven el problema.

Notar que se satisface ademas

L 1
lh-krl < = < %
o
O sea
h
|; = r| 4 ;z.

Acabamos de ver que S(r) es no vacio.

Se demuestra en los cursos de teoria de numeros las
siguientes propiedades:

1. Si r es irracional entonces S{(r) es un conjunto
infinitog;
2. Si r es racional, S(r) es un conjunto finito.

Es decir, S(r) es un conjunto finito si y sélo si r
es un numero racional.

Dejamos a cargo del lector determinar S(g).

13. Sucesiones.

Sean a’,..., a_ una sucesidén e nuneros reales

distintos dos a dos. Sea 8 5 cocy & una subsucesidn de
1 r
la dada. E
Al nuamerc r 1lo llamaremos la longitud de la

subsucesién. Una sucesion b‘, asag b; se dice creciente
(resp. decreciente) si para todo

3 LSyt R GO VRSB o es bis bj (resp. btz bj).

El problema que se plantea es @l siguiente: dada una
sucesidn a‘,..., a_ de numeios reales distintos dos a dos,
determinar las posibles longitudaes de subsucesiones

crecientes o decrecientes miximas.
Por ejemplo si se tiene la sucesion

10,4,1,7,3,13,8,4,11,30,95,17, detec tamos la sucesion
creciente manima 1,7,8,11,30, y la sucesién decrasciente
maxima 9,4,3. Observanocs fque cualaguier subsucesidn
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creciente tiene longitud a lo sumo iguai a cince y tode

subsucesidn decreciente tiesne longitud maximal a 1lo sumo

igual a tres.
El resultado a prabar es 21 siguiente.

€i n = h.k+i entonces toda sucesién de ndaeros
rezsles distintos de longitud n tiene una subsucesidn
creciente de longitud h+i o una subsucesidn

longitud k+i. Veamos una demostracidn:

decreciente de

Definimos para cada as 1 1= h.k + 1 dos bﬂmercs

positivos.,

m 3= Longitud de la sucesidn
decreciente mas larga que

comienza en a.‘

M: = Longitud de 11la sucesidn
creciente mas larga que

comienza en a

Por ejemplo en la situacidn particular anterior, con a;= 9,
.z = 10, etc.

1 1
m = 2, = 1
18 11
Se tienen las relaciones siguientes de verificacién

inmediata:

i < j, a < a MiSSr:
i 3 3 i

.|.(_),at>.'aj m">m'i
La conclusién a probar queda satisfecha toda vez gque
algun HL> | o) mL > ks

Supongamos, razonando por @l absurdo, que nts' h

y n‘s Xk cualquiera sea 1 S i s n. A cada a le Asiqrinsanl

. ; »
21 par l.m,k, "t) Notar que a, ” ai - (m,‘. "i.) (mj, Hj) por

sumc h.k pares

las relaciones anteriores. Hay pues a lo
distintes (m‘,H‘).
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Como la sucesién tiene h.k+1 términos, habra dos elementos
a = af i ® j que tienen asignado el mismo par (m‘, Mt) =
= U%,MB, una contradiccién!. Por 1o tanto la suposicién

ms< k, M; = h, cualquiera sea i, es contradictoria vy al

resul tado queda probado..

Se sigue en particular que tocda sucesién de Be . g

numeros reales distintos contiene una subsucesién creciente

4 una subsucesiédn decreciente de n + L términos.

14. Dos circulos concéntricos se dividen en 100

sectores iguales. 50 sectores de cada circulo se pintan de

negro y a los otros se los deja blancos. El circulo
interior puede girar. Se afirma que hay una sicidn

(rotando el circuloc interior) en la cual. al mepngs 50

sectores se aparean en el mismo color {o sea, hay al menos,
30 coincidencias en color).

Para demostrar esta afirmacién numeremos los
sectores de color negro del circulo interior de 1 a 50 Y
hagamos lo mismo con los sectores negros del circulo mayor.
Por una rotacién podemos. aparear el sector interior 1 con
los 50 sectores exteriores negros. Podemos indicar estas
rotaciones con: 1:1, 1:2, L easy 1,30. Notar que como
rotaciones son todas distintas entre si.Hacemos lo mismo con
el sector 2 para obtener 2:1, 2:2, ceey 2:50 etc.. El
namero total es S50.50 = 2300.

Hagamos lo mismo con los sectores blancos. Habrf{a
otro total de 2500 apareamientos. El1 total es S000. Pero
estos 5000 apareamientos no son distintos dado que el numero
total de rotaciones es igual a 100. Habri pues que colocar
3000 objetos en 100 casillas. Se sigue por el P. de los C.
que hay, al menos 30 apareamientos que coinciden con una
misma rotacién del circulo interior. Esta rotacién da lugar
a una posicidén del circulo interior que tiene al menos, 30
coincidencias de color en los sectores de uno y otro
circulo.

EJERCICIOS

1. Sea T un triangulo equilidtero de lado 1.
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a) 3 puntos yacen en T. Probar que por lo menos 2 puntos
de los dados yacen a distancia < %.

b) 17 puntos yacen en T. Probar que por lo menos 2
puntos de los dados yacen a distancia < % .

2. Probar que si n objetos han de ser colocados en m. < n
casilleros entonces % + 1 objetos iran a parar al mismo
casillero. [ 2 ] denota la parte entera de g.

3. Probar que en un grupo de 347 personas hay al menos 2 que
nacieron el mismo dia y mes del afo (por ejemplo 30 de

noviembre). Y si el grupo es de 346 personas?

4. 730 alumnos de primer aXo se deben inscribir en
exactamente 5 materias de un total de 10. Probar que en
cualquier tipo de combinacién de cursos, hay un grupo

que no tiene mas de 2 alumnos inscriptos.

S. Probar que si n+l personas se sientan en una fila de 2n

asientos, al menos, dos personas ocupan asientos contiguos.

4. Dada una sucesidn s ooy a_ de enteros probar que siempre
es posible extraer una subsucesién, la suma de cuyos
elementos sea divisible por n (Sug. Considere los numeros

a, a+a,a +a +a
1 =) 27% 2 s’ » 0 bow

7. Probar que dados 10 enteros consecutivos hay 2 al menos que

son coprimos. Y si se trata de 11 enteros consecutivos & de 9

enteros consecutivos?

8. Probar que, en la divisidn entera por 7, entre
i. 39 cuadrados ehteros, dos al menos tienen el mismo
resto;
ii. 4 cubps enteros, dos al menos tienen el mismo restoj
iii. 3 sextas potencias enteras, dos al manos tienen el

migmo resto,

RAF
Rebman, Kenneth R., The Pigeonhole Principle. Two-Year
College Mathematics Jornal, Vol. 10,
No. 1, (1979).
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SOLUCIONES

Problema (Vol. 2 No. 3).

Pruebe que en un tridngulo rnctangulo; la mediana
trazada de un vértice a la hipotenusa mide la mitad de lo
que la hipotenusa. Dé una demostracién usando..un conocido
teorema sobre el circulo.

Sojucidn: (M.J. Viggiani Rocha, F.C.E.T. U.M.Tucuman)

BC= hip = 2r 2r = dismetro. AN = leng wmediana

AM = r de donde hip = 2 AM

@ Teorema: Todo  aAngulo inscripto. en un

arco de
circunfarencia es igual a la mitad del &ngulo central
ADArETH o

que

@ Corolario: Todo angulo inscripto en una samicircunferencia
8w recto. :

Una solucidn alternativas en la figura, B
(23 Los triangulos GMB y PCM son h\\n
iguales (son semejantes y BN = MC). Qt---

(2} Por (1), BG = MQ = GA.

(3) Por (2) los trigdngulos BGM y AGM
son iguales.Lusgo AM = BM,

ANUNCIO

£n Agosto de 1990, organizado por la Facultad de

Matemitica, Astronomia y Fisica de la Universidad Nacional

de Cérdoba, se llevard a cabo el X Seminaric Nacional dﬁ

Matematica. El Snminario' estd principalmente dirigido a
jovenes licenciados y a estudiantes avanzados de la

licenciatura en Matemitica. Se dictarin 9 & &6 minicurscs a

distintos niveles y varias conferencias especializadas.

Informacion precisa se dard en futuros anUNCios.
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SOLUCIONES

PROBLEMA: Construir con regla y compas un triangulo isésceles
del que se conoce la altura y la suma de su base y de uno de
los lados restantes.

Este problema fue mencionado por el Dr. RAlberto P.
Calderdn en su cenferencia Rey Pastor ofrecida durante la
XXXVI Reunidn Anual de la Unién Matemadtica Argentina. La
siguiente solucidn fue enviada por la Profescora Dolores de
Saravia de la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad
Nacional de Salta.

Usaremos ;etras minasculas para designar puntos, Yya
que es lo que habitualmente se hace hoy en dia en los cursos

secundarios. En su conferencia, el Dr. Calderdn muestra que

si el triangule buscado el el aec de base ;;, es atil
construir primero el triAngulo isdsceles a'b’c’ de base a'b’
igual a la suma dada de base y lado, y con igual altura que
la dada; y deja planteado que sblo hace falta luego,
determinar el punto a del segmento_;TE‘ tal que su distancia
a c es el doble de su distancia a a’ (escribiramos
2aa =ac); es de este Gltimo problema del que nDsS OCUuparemcs
ahora.

Veamos algunas consecuencias de 2aa’ = ac que nos
permitiran obtener la construccion pedida. Sea B 1le

bisectriz de los angulos adyacentes al atac; y o la simetria

axial de eje B. Sean p = o{a’) y q = o(c)j; naturalmente
a = o(a). Por ser B bisectriz de c;b’, tendremor que
Q& ab’; es decir que a‘', a y q estin alineados; e
igualmente, p,a v c estan alineados. Ademas a‘'p + B V'4

cq L B; de donde a'p llcq. por lo tanto, los triangulos a';p
Yy gac son semejantes, y como 2a amac = aq ® Ga tenemos que
2a’p ® Qqc. Entonces a € y pascorrespondientes en la
simetria no pueden ser paralelas; deberan concurrir en un
punto del e2je de la simetria, llamémoslo f; se cumplira

fc a fq. Ahora, los triangulos a’fp yﬂch son semejantes vy
como 2a'p ® cq también sera 2fa‘ = ¥c
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FIG 1

Taodo lo enterior nos permite utilirzar regla y compis

para obtener, dados a‘,;b’;c @l Gnico punto posible para a.

1) Determinamos f alinesdo con a‘ y €, tal que a’ sea punto
medic de fc.

2) Determinamos q en la semirrecta de origen a’ que contiene

ab’ y tal que Tq = fc.
3) Determinamos p punto medio de fg.
4) Cortamos la recta pc con la recte a b para obtener a.

Pare que realmente a =rca solucisén del problamsa
original deberi ocurrir que el aAngulo cab’ sea agudos asto
sucederi (pusde demostrarse) si y solo si la base 2'B° os
mayor que la sltura del trisngulc 2'b‘c’ dasda c§ lo cual as
natural ya que a'b’ es la suma de la base ab dal triangulo
abc mis uno de sus lados Caj y ca debe ver mayor que la

altura desde ¢ del triangulo aéc.
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