Seccion de Problemas

por Diego A. Sulca

En esta edicién vamos a explorar una de las series numéricas més famosas,
la serie armoénica. En general, dada una sucesién de ntimeros racionales o reales
positivos ay, as, as, . .., en matemdtica podemos darle sentido a la suma de todos
estos términos. Para ello calculamos las denominadas sumas parciales

ai, a1+a2, CL1+CL2+(13, (11+CL2+CL3+CL4,...

Notar que a medida que agregamos mds términos el resultado se hace cada vez
mds grande, pues estamos asumiendo que todos los nimeros a;, as, as, . . . son po-
sitivos. La suma total a; +ay + a3+ - - - es el ntimero al cual se aproximan cada vez
mas estas sumas parciales. Si por el contrario estos resultados parciales eventual-
mente superan cualquier barrera o cota que le pongamos, entonces se dice que la
suma es infinita.
Por ejemplo,
11 1 1 _,

En efecto, si S,, denota la suma de los primers n términos entonces 25,, = 1 + % +
% 4+ + 51, por lo que S, = 25, — S, = 1 — 2. A medida que n avanza, el
numero 5- se hace cada vez més cercano a cero, y por lo tanto S, se apega cada vez
mas y més a 1. Una forma geométrica de llegar al mismo resultado es cubriendo
el rea de un cuadrado de lado 1 con rectdngulos de areas %, i, é, ..., tal como se
muestra en la siguiente figura:
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Por otro lado, si sumamos 1 + 1+ 1 + 1 + --- el resultado serd sin lugar a
dudas infinito. En el primer ejemplo los nimeros que vamos agregando, 5, se
vuelven cada vez mas pequefios, préximos a cero. Nos podriamos preguntar si
hay ejemplos de sucesiones a;, as, as, . . . de términos que se aproximan a cero tal
que a;+as+az+- - - = 0o. Larespuesta es que hay muchisimos y muy interesantes.
El ejemplo més destacado y que vamos a explorar en esta serie de problemas es la
llamada serie arménica
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Problema 1. Mostrar las siguientes desigualdades
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(Ayuda: en (a), sumar agrupando los términos s +- - -+
en (b))
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7 - Hacer algo similar

Problema 2.

(a) Mostrar que

111 1 B
1+§+§+Z+5+"~—OO.

(b) Sin embargo, la préctica puede indicarnos lo contrario. Sea S, = 1+ § +
% + i + -4 % Este nimero es un ntmero racional, es decir, una fraccion.
La fraccién 5,4, se obtiene sumando las fracciones S, y n+r1 Supongamos
que hacer esta suma nos lleva 5 segundos. Mostrar que podriamos estar 100
afios sumando sin parar y atn asi .S,, no podria superar 30.

(¢) Suponiendo que a una computadora le lleva 1 nanosegundo (= 10~ segun-
dos) sumar S, +—+, mostrar que incluso trabajando de manera ininterrum-

pida durante 100 afios, no podria lograr que S,, supere 63.

Problema 3. (La escalera al cielo) Imaginen que tienen n bloques rectangulares
del mismo tamafio y peso, por ejemplo, con dimensiones de 30 cm x 15 cm x 4 cm.
Queremos apilar estos bloques, uno sobre otro, con un desplazamiento hacia un
mismo lado en cada nivel, formando una especie de escalera. Cada bloque debera
estar ligeramente desplazado respecto al bloque que estd debajo, de manera que
el bloque superior se extiende un poco maés all4 del bloque inferior. En la imagen
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se muestra un ejemplo de 4 bloques apilados (el modo de nombrar a los bloques
puede ser una ayuda para el problema a resolver).

Bo

B,

B
By

—

desplazamiento

(Cual es el desplazamiento maximo que se puede lograr (sin que la escalera se
caiga)?

Es importante empezar analizando la situacién con 3 o 4 bloques para entender
mejor el problema. A continuacién escribo mi sugerencia para el caso general, pero
preferiria que no la leyeran, al menos en el primer intento.

Sea r la mitad del largo de un bloque.
(a) Sea S;=1+ %+ +---+ 1. Probar para todo i > 2 que
Sl+SQ+"'+Si_1 :iSi_l—(i—l).

(b) Supongamos que hemos apilado los n bloques formando una escalera esta-
ble. Ponemos un eje de coordenadas z en la base. Llamamos a los bloques
By, ..., B,_1 desde arriba hacia abajo. Hacemos que la coordenada = del ex-
tremos izquierdo del bloque B, sea igual a 0. Llamamos luego z; a la coor-
denada x del extremo izquierdo del bloque B;. Con esta notacién, zop = 0y
el desplazamiento de la escalera es z,,_;. Usando argumentos sobre la posi-
cién del centro de masa de los bloques By, . .., B;_; respecto del bloque B;,
probar que x; < r + M paratodol <i<n—1.

(c) Probar que z; < rS; paratodoi = 1,...,n — 1. En particular, el desplaza-
miento para esta escalera es < r5,,_;.

(d) Dar una escalera de n bloques con desplazamiento igual a 7.5, ;.
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SOLUCIONES

Solucion 1.

s tiene 287! términos todos menores o

iguales que 3, por lo tanto es menor o igual a 1. La suma en (a) se com-
pone de n de estos bloques, adecir, 1, L + 3, 1+ + 1, ., 1+ + 35
por lo tanto es menor o igual a la suma de n unos, es decir, n.

(b) Lasuma =i + - - - + 3 tiene 257" términos todos mayores o iguales a 5,
por lo tanto es mayor o igual a ;. La suma en (b) se compone de 1 and n de
estos bloques, a decir, 3, 5 + 1, ..., ﬁ + - -+ + 5=, por lo tanto es mayor o

igual que 1 mas n veces 1, es decir, 1 + 2.

(a) Notar que la suma 5 + -+ +

Solucion 2.

(a) Para superar un nimero N primero elegimos n tal que 1 + § > N; luego,
por (b) del Problema 1, lasuma 1+ 5+ 3 +- - - + 57 superaa N. Por lo tanto
las sumas parciales superan eventualmente a cualquier ntimero positivo NN,
y esto quiere decir que la suma total da infinito.

(b) (y (c)) Supongamos que calcular S, + 5 lleva t segundos. Luego, calcular
143+ 3+ 4 5 lleva (2" — 2)¢ segundos. Por (a) del Problema 1, en
(2" — 2)t segundos la suma parcial todavia no supera a n.

El numero de segundos en 100 afios es menor que 100 - 400 - 24 - 60* =
22_52'24.52.23_3.32.52_24 — 213.56.33 — 213'53.53.33 < 213'27'27.25 — 232.

Supongamos ¢ = 5, es decir, sumamos dos fracciones en 5 segundos. Co-
mo claramente 2% < (23° — 2)5, en 100 afios la suma no supera a 30.

Supongamos ahora que t = 107%. Notar que 232 - 10 = 232 .29 .59 =
241(5%)3 < 241 (27)% = 262 < 203 — 2. Luego 2% < (2% — 2)¢, por lo que en
100 afios la suma parcial no supera a 63.

Solucion 3.
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(a)
Si+ S =8 1+S ot +S5+0

1 1 1
= i—1+Si—1—m+S¢—1—m—i_2 ot
1 1 1 1 1
L B R e A
1 1 1
=S —(i—1)— — (i —2 — 2= —1
Wi = (=)= = (= 2)7 2
=iS; 1 —(i—1)

(b) La condicién para que la escalera no se caiga es que el centro de masa de By
debe estar sobre el bloque B;, y por lo tanto su coordenada x debe ser mayor

o igual que z;; el centro de masa de B y B, debe estar sobre el bloque B,,

y por lo tanto su coordenada x debe ser mayor o igual que z5; y en general,

el centro de masa de By, By, ..., B;_; debe estar sobre el bloque B;, y por lo
tanto su coordenada x debe ser mayor o igual que z;, paratodo 1 < i < n—1.
Ahora bien, la coordenada x del centro de masa de By, By, ..., B;_1 es el
promedio de las coordenadas z de los centros de masas de los bloques, es

decir
(wo+7)+ (1 4+7)+ (w2 +7)+ -+ (i +7)

)
Por lo tanto, la condicién del pérrafo anterior se traduce en
(xo+7)+ (x1+7r)+ (2 +7)+ -+ (zim1 +7) :r+xo+---~|—xi_1
1 1
paratodoi=1,...,n— 1.
(c) Recordemos que z, = 0. De lo anterior sale que z; < r =15;.Seal < i <
n — 1, y supongamos que ya hemos probado que

(1.1) Tp < 1Sk

z; <

7

para k = 1,...,7 — 1. El siguiente argumento muestra que lo mismo vale
para k = i. En efecto, por (b), (1.1) y (a) tenemos

$1+'+£IZ’Z’71 <T+T’<Sl+"'+si71) :T_‘_T(Z'Si,l—(i—l))

I’Z§T+ :’I“SZ'

i i
Luego podemos decir que la igualdad es vélida para todoi =1,...,n — 1.
En particular, el desplazamiento total es a lo sumo 7.5,,_;.

(d) Ubicandolos bloques By, ..., B,_; de modo que z; = r.S; para todo ¢, es facil

ver que el centro de masa de By, .. ., B;,_; queda exactamente sobre el extre-
mo izquierdo de B;. Por lo tanto, esta escalera es estable con desplazamiento
TSTL, 1.
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