dSClbiClS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

los perimetros de los poligonos regulares inscriptos y circunscriptos a una
circunferencia se obtienen sacando promedios?

1. INTRODUCCION

Efectivamente, esto es asi, aunque no se trata del promedio de toda la vida,
si no que estos perimetros se obtienen usando la media armonica y la media
geomeétrica.

Sea C: una circunferencia de radio % es decir de diametro 1, sea P, un poli-
2
gono regular de n lados inscripto en C: y sea Q, un poligono regular de » lados
2
circunscripto a C:. En la figura vemos dibujados un pentagono y un decagono

(regulares) inscriﬁtos y un pentagono regular circunscripto.
‘ \ ‘ i Qs

Llamamos con letras minusculas a los correspondientes perimetros, es decir que

p, = Perimetro(P,) y ¢, = Perimetro(Q,).

En esta nota queremos estudiar propiedades de esta sucesion de perimetros
con el objetivo final de obtener la longitud de la circunferencia C: que, por de-
finicion, es z. Vale la pena observar que, por una cuestion de prof)orcionalidad,
si consideraramos poligonos inscritos y circunscritos a una circunferencia C, de
radio r, entonces sus perimetros serian rp, y rq,, respectivamente.
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El siguiente teorema establece dos propiedades fundamentales de p, y g, vy,
en particular, nos dice como calcular estos perimetros cuando duplicamos la
cantidad de lados.

Teorema.

En las notaciones previas tenemos:

2p,q
{a) a4y = — y Doy = V Pn2n-

Pt a,

(b) {p,} es una sucesion creciente, {g,} es una sucesion decreciente, y

P, < q, para todo n € N.

(c) lim p, = lim g,.
n—oo

n—o0

Hagamos unos breves comentarios sobre el teorema.

(1)

Las formulas de la parte (@) tienen caracter recursivo, es decir que sabien-
do p, y ¢, podemos encontrar g¢,,, y luego conociendo p, y ¢,, obtenemos
py,- ASI, para arrancar, necesitamos saber p, y g, para cierto valor inicial
de n,. Por ejemplo, si comenzamos sabiendo las medidas de los cuadrados
inscritos y circunscritos podemos ir sucesivamente calculando los peri-
metros de los poligonos regulares inscritos y circunscritos de 8, 16, 32,
... lados. Similarmente, si calculamos el perimetro de los triangulos equi-
lateros inscritos y circunscritos podemos ir sucesivamente calculando los
perimetros de los poligonos regulares inscritos y circunscritos de 6, 12,
24, 48, ... lados.

La propiedad (c) es, en definitiva, la que nos permite decir que = es (por
definicion) el limite de estas sucesiones.

Las formulas de la parte (a), corresponden a la media arménica y la media
geométrica respectivamente. Hablaremos brevemente de estas medias.

2. MEDIAS ARMONICA, GEOMETRICA Y ARITMETICA

A continuacion, repasamos brevemente las definiciones de media armonica y
geomeétrica, y luego pasamos a la demostracion del teorema.

Media armoénica. Dados dos numeros positivos x e y, la media armodnica (o pro-
medio armonico) de ellos es “el inverso del promedio de sus inversos”, es decir:

-1 1\ L
x4y 1
Marm(x’y) = <T> = 1 1 )
—_ + —_
x Y
2
que desarrollando resulta
2xy
Marm(x’ y) = X + y
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Un caso tipico en donde aparece el promedio armoénico es cuando queremos
“promediar velocidades”. Por ejemplo:

Supongamos que salimos a dar una vuelta en bicicleta, saliendo des-
de la ciudad A hasta la ciudad B, y luego regresamos. Como B esta
mas alta que A, fuimos de A a B a un promedio de 16 km/h, pero
regresamos de B a A a un promedio de 22 km/h. ;Cual fue nuestra
velocidad promedio en todo el paseo?

Te invitamos a resolver el problema. A primera vista podria parecer que falta
el dato de la distancia entre A y B, pero no es necesaria (plantear el problema
suponiendo que la distancia es d, la respuesta no dependera de d). A quienes
se sientan tentados a pensar que la velocidad promedio fue de 19 km/h, les
adelantamos que no lo es, y para verlo intuitivamente resulta que en el recorrido,
anduvimos mas tiempo a 16 km/h que a 22 km/h, y eso hace que la velocidad
media sea menor a 19 km/h. La respuesta es, efectivamente, la media armonica
de 16 y 22, que es aproximadamente 18,5 km/h.

Media geométrica. Dados dos numeros positivos x e y, la media geométrica (o
promedio geométrico) de ellos es “la raiz cuadrada del producto de ellos”, es
decir:

M, (x,y) = \/xy.
Este promedio aparece cuando promediamos escalas. Por ejemplo:

Supongamos que una colonia de bacterias se duplica en el ler dia,
pero se triplica en el 2do. En promedio, ¢con qué factor de escala
diario ha crecido la colonia de bacterias?

Nuevamente te invitamos resolver el problema por tu cuenta. Si querés inten-
tarlo jno leas el siguiente parrafo! Como el que avisa no traiciona, ahora damos
la solucion al problema. Si originalmente la colonia tenia g bacterias, luego del
ler dia tiene 2 X f, y luego del 2do dia tiene 3 X 2 x f bacterias. El problema pre-
gunta el factor de escala diario k que deberiamos aplicar para obtener el mismo
resultado. Esto obliga a que kxkXxf =3Xx2Xf, es decir que k = /2 X 3 = 2,45, que
es la media geomeétrica de 2 y 3.

Notar que lo que dice (a) del teorema es que las longitudes de los perimetros de
los poligonos regulares inscriptos y circunscriptos de 2n lados se obtienen como
la media armonica y geométrica de los perimetros de los poligonos regulares
inscriptos de n lados y circunscriptos de n y 2rn lados, respectivamente, es decir

@n = M4 (Pp> 4,) y Pon = Mgeo(pn’ G2n)-
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Tanto la media armoénica como la media geométrica son menores que la

media aritmética (que es el promedio usual de x e y):

x+y
i

Es mas, en realidad tenemos M, < M,,, < M,

arm — geo — aritm?®

2xy x+y
<A/xyL ——

x+y -~ Y=

y te dejamos la tarea de demostrar estas desigualdades.

Maritm(x’ y) =

es decir

3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA

Después de todo lo dicho, estamos en condiciones de encarar la prueba del
teorema.

Llamemos «a, a la medida del angulo central del poligono regular de » lados y
sean, respectivamente, (P, y £(Q,) las medidas de los lados de P,y Q,. Tenemos
asi que

p,=nt(P) y q,=n72Q,).

Comenzamos obteniendo 7(P,) y £(Q,) en términos del angulo a,.
En la figura podemos ver que

£(P,) = 2BE = 2sen (=
=T =200 (%)
y
a}’l
sen (?>
a, ’
> (5)
Al duplicar la cantidad de lados, el angulo

del poligono se divide en dos, asi que
a}’l

£(P,,) = 2sen< 2 >

al’l
(%)
a, :
() A
Ahora vamos a relacionar 7(P,) y £(Q,) con £(P,,) y £(0Q,,) utilizando principal-
mente las formulas del “seno y coseno del doble del angulo”:

£(0,) = 2BC = 2tan<%) )

y

£(Qy,) =2

(3.1) sen(x) =2sen<§>cos<%> y cos(x) = cos? (%) — sen? (%)

De este modo tenemos

£(P,) = 2sen<%> =4sen<%>cos <%>,

Revista de Educacion Matemdtica. Vol. 39, N° 2 — 2024



78  Leandro Cagliero y Ricardo Podestd

es decir

an
=
4

Por lo tanto, obtenemos que

(3.2) £(Py,) = 20 (P,)C(Qy,)-

Por otro lado,

sen(ﬂ)
2 sen ?" 2—052 »
(PO, cs(3) e (3)
a, a, ’
£(P)+£(Q,) 28%(%)”8%(?) COS<7>+1
(%)

4
2 2 =2(0y,);
2 cos? (—") cos (f) :
es decir que
AP0,
(3.3) 2(Qy,) = 2P) 170

Finalmente, teniendo en cuenta que

pp=nt(P) y 4, =n2(Q,)

y que, por lo tanto,

Py = 2n I’ﬂ(PZn) y qon = 2n f(QZn)
las formulas (3.2) y (3.3) implican las formulas de la parte (a) del

teorema.

Dejamos la parte (b)) como tarea para el lector (aunque no es tan sencillo) y
pasamos a la parte (¢). En la figura anterior, usando la desigualdad triangular,
obtenemos que

CD<DE+CE

y por lo tanto

a,- P, =n(2ﬁ—2ﬁ> <2nCE.
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Como los triangulos AOEDy ADEC

y por lo tanto

Qlla
SIS
21|

= == 2
qn—an2n-CD-DE=;pnqn.

E

son semejantes, resulta que

Dado que p,, g, < 6 para todo n (queda para el lector justificar esto) resulta que

O<qn—pn<£
n

para todo n y esto demuestra que lim,_, (g, — p,) = 0. Teniendo en cuenta que

ambas sucesiones son monoétonas y acotadas, resulta que ambas convergen y

por lo tanto

lim g, = lim p,,

n—0o0

como queriamos probar. Esto implica que la longitud de la circunferencia de
radio 1, que por definicion es z se obtiene como limite de estas longitudes de
perimetros regulares inscriptos y circunscriptos.

Para concluir, usemos las formulas de la parte (a) del teorema para aproximar

el valor de z.

Calculamos =

Por ejemplo, es sencillo calcular

ws]
o~
4

n
4

8

16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096

[F=TRN-- IR -  TRT I U R I

A==
NP O

Vemos en la planilla que con 2048 lados, podemos estar estamos seguros

=RAIZ(
B

p_n
2,828427125
3,061467459
3,121445152
3,136548491

| 3.140331157.|

3,141277251
3,141513801

3,14157294
3,141587725
3,141591422
3,141592346

P =2V2~ 2828

*C6)

qn
4
3,313708499
3,182597878
3,151724907
3,144118385
3,14222363
3,141750369
3,141632081
3,14160251
3,141595118
3,14159327

Cé

O L~ ;AW R e

=le e
N = O

Q4=4.

16
32
64
128
256
512
1024
2048
4096

de que 3,1495 indican los primeros 5 digitos de z.

=(2%B5*C5)/ (B5+C5)

B

p_n
2,828427125
3,061467459
3,121445152
3,136548491

c

qn

4
3,313708499
3,182597878
3,151724907

3,140331157 | 3.144118385.|

3,141277251
3,141513801

3,14157294
3,141587725
3,141591422
3,141592346
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La idea de aproximar la longitud de la circunferencia a través de poligonos regulares

de muchos lados es la piedra basal del llamado método de exhaucion de Arquimedes
de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.). Arquimedes es considerado uno de los cientificos
mas destacados de la antigiiedad, muy especialmente en matematica. A tal punto,
que la famosa medalla Fields tiene grabado su rostro en una de sus caras.
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