éSClbiClS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

los racionales se pueden ordenar explicitamente?

Recordemos que un conjunto X es numerable si se lo puede poner en
biyeccion con los naturales N. Es decir, si existe una funcion

f:X->N

inyectiva y sobreyectiva. En este caso, llamamos x, al elemento de X cuya
imagen por f es n (i.e. f(x,) = n) y podemos pensar que los elementos de X
estan ordenados, €l x,; es el primer elemento de X, el x, el segundo, etcétera. Es
decir, le pasamos el orden de N a X via la biyeccion.

Es bastante conocido el hecho de que los nimeros racionales son numerables,
pero la justificacion que usualmente se ensefna no establece una biyeccion
explicita. Recordaremos esta justificacion y luego daremos una biyeccion
explicita de Q@ en N muy sencilla e ingeniosa jbasada en el Teorema
Fundamental de la Aritmética! Daremos de este modo una ordenacion explicita
de los racionales.

Comenzamos mostrando un
hecho que es bastante intuitivo, que el producto de conjuntos numerables es
numerables. Dados A y B conjuntos numerables, digamos A = {a;,a,,a3,...} ¥
B = {b;, by, b3, ...}, numeramos el producto cartesiano Ax B “por diagonales” como
muestra el diagrama.

(ay,be) (ay, be) (a3, be) (ay, be) (as, b) (ag, be)

(01,b5) (azabs) (03,175) (04,b5) (asybs) (a(,,bs)

(ay,by) (ay, by) (a3, by) (ay, by) (as, by) (ag, by)
(1) \ \ \

(ay,b3) (ay, b3) (a3, b3) (ay, b3) (as, bs) (ag, bs)

(ay, by) (ay, by) (as, by) (a4, by) (a5, b,) (ag, by)

(ay, b)) — (ay,by) (a3, b)) —— (ay,by) (as,by) — (ag, by)
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58  Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

Es decir, (ay,b;) es el primer elemento de A X B, (a,,b,) es el segundo, (a,, b,)
es el tercero y asi sucesivamente. Es claro que recorriendo el conjunto A X B de
esta forma le damos un orden a los elementos del producto cartesiano y por lo
tanto existe una biyeccion de A x B con N. Sin embargo, dar explicitamente esta
biyeccion no es tan facil.

Para escribir formalmente una biyeccion sera mejor recorrer las diagonales de
otra manera, siempre desde abajo hacia arriba, como en el siguiente diagrama.

(ay, be) (ay, be) (a3, be) (a4 be) (as, be) (ag: be)

.

(ay,bs) (ay, bs) (a3, bs) (ay, bs) (as, bs) (ag, bs)

(ay,by) (ay, by)

(as, by) (ag, by)

(ay,bs) (ag: b3)

(al,bz) ((1691)2)

(019171) — (a2’b]> (a3,b1) (04,b1) (as,bl) (a(),bl)

Veamos como definir explicitamente la biyeccion de arriba que llamamos
h:AXB - N.

Observamos que en cada diagonal (que va de (a;,b;) hacia abajo) la suma de
los subindices de elementos (g;,b;) en ella es constante igual a i + j. Ademas, la
diagonal n-ésima tiene n elementos (pensando a (a;, b;) como la primer diagonal)
yesclaroquen=i+j—1.
Dicho esto, la funcién 4 dada por el dibujo de arriba cumple
h(a;, b)) =1
y para todo (i, j) # (1, 1) tiene la expresion
ha;pb)=1+2+-+(@(+j—-2)+.
En efecto, si (g;,b;) esta en la diagonal i +j — 1, por lo tanto las i +j — 2 diagonales

previas aportan 1 + 2+ --- + (i + j — 2) mientras que (g;, b;) ocupa la posicion j en

su diagonal. Finalmente, usamos que sabemos calcular la suma de » nimeros
consecutivos, en efecto

14243+ +n=21n(n+1),
de donde finalmente obtenemos

2) h(a; b)) = 3 +j =2 +j— 1)+ .
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Podemos chequear, por ejemplo, que (a3, b,) esta en la sexta diagonal y ocupa la
posicion 19 en el orden de las flechas y tenemos que

h(az, by) = 2 +4=19.

Perfecto, jsigamos!

Los numeros racionales positivos
tienen numerador y denominador; ambos son numeros naturales. Es decir que
los racionales positivos pueden ser pensados como el producto cartesiano

N x N,

aunque con repeticiones, pues un mismo racional puede expresarse usando
distintos pares de numeradores y denominadores: los pares ordenados (1,1) y
(2,2) de N x N representan el mismo racional 1. Es mas, el niamero 1 aparecera
infinitas veces, pues 1 = (i,i) para todo i € N; el % aparecera infinitas veces, pues
% = (i,2i) para todo i € N, y lo mismo sucede con todo racional. Esto provoca que
Q' no sea exactamente igual a N x N.

La justificacion usual de que Q' es numerable argumenta entonces del
siguiente modo. Si queremos dar un orden concreto a los elementos de QF,
podemos usar lo visto para producto cartesiano de conjuntos numerables; o
sea usar el orden dado en (1) tomando A x B=NXx N, es decir

(a3, b)) = (@, )
El punto es que hay que descartar las repeticiones. Entonces simplemente
numeramos la primera vez que pasamos por cada racional e ignoramos las
siguientes apariciones.
El problema de esta justificacion es que ya no es posible dar una expresion
explicita para la biyeccion como en (2) culpa de estas repeticiones. Esto hace
que sea muy complicado decir cual es el racional niumero 1000 6 1000000, por

ejemplo. Pero no hay que preocuparse por esto, en matematica jcasi siempre
hay una salida!

Con esto queremos decir que podemos dar una
biyeccion explicita de Q' en N y por lo tanto un orden a los elementos de Q.

Notablemente, usaremos el Teorema Fundamental de la Aritmética (TFA) que
asegura que todo numero natural distinto de 1 se puede escribir de forma tnica
como producto de numeros primos, salvo el orden de los factores.

Presentamos entonces la biyeccion explicita,
f:Qt >N,

dada por Yoram Shager en 1989 (ver [1]). Se define f(1) = 1. Ahora, si % e Q",
suponemos que es fraccion reducida (sin factores comunes) y que
m=plpyplt Yy n=q.'q) g
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60 Leandro Cagliero y Ricardo Podestd

son las factorizaciones en primos de m y n, respectivamente (es decir, los p,’s y
g;'s son primos distintos y los g;’s, b;’s son naturales) que existen y son unicas
por TFA. Luego, se define

m 2 2 2b; -1 2b,—1
f<;> :p]al ...pkak . ql 1 ...qf ¢ .

Veamos que la funcion f es biyectiva. La inyectividad es consecuencia de
la unicidad de factorizacion de m y n en primos y lo dejamos como ejercicio
(jhacelo!). Que es sobreyectiva sale analizando un poco la formula de f. Si
queremos ver que un natural cualquiera k es imagen por f de un racional
%, lo que hacemos es mirar la factorizacion prima de k y separar los primos
que aparecen a potencias pares (que nos dara el numerador m) de los primos

que aparecen a potencias impares (que nos dara el denominador n). Mas
2ay  2ap  2b=1  2b,~1 ay
1 -..p . q .-.q

p | >~ entonces llamando m = p' - p}

precisamente, si k = p
yn= qll’1 q;f tenemos que
f(2) =k,
Como queriamos ver.
Con esta funcion, los primeros 20 racionales de la lista son

11,1111, 1 12111 ,13]12
2737775767 7477100 1103713714715 7177271975
(chequear). Por ejemplo, si queremos saber cual es el 10!°-ésimo racional (jen el

1

orden que estamos dando!) hacemos

15 _ 515 15 _ »2-8-152-8—-1 _ 1
102 =250 = 228715251 = £ ()

y deducimos que # es el racional buscado.
Por ultimo, ¢cual es el racional que ocupa la posicion 181222 (fecha en que

Argentina consiguio la tercer estrella ) en la lista? Como la factorizacion en
primos es 181222 =2 - 192 . 251 se tiene que
181222 = f(% ,

es decir, % es el 181222-ésimo racional de la lista. jMadre mia, qué bonito!
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