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REsuMEN. En este trabajo se abordan aspectos vinculados a la validacién de proposiciones
matematicas en la entrada a la universidad. A partir de las dificultades que muestran estu-
diantes ingresantes para validar deductivamente, realizamos una seleccién de las primeras
practicas de validacién que se presentan en los materiales de trabajo de asignaturas del pri-
mer afo de la carrera de grado Profesorado en Matematica. Escogimos tres demostraciones,
representativas del tipo de practicas de validacién que se promueve en dichos materiales, y
las analizamos utilizando herramientas del Enfoque ontosemiético del conocimiento y la
instruccién matematicos. Esto nos permitié develar la complejidad ontosemiética de las
demostraciones pretendidas y prever conflictos semiéticos potenciales que pueden explicar
las dificultades de los estudiantes en la comprensién y la realizacién de las mismas.

ABSTRACT. This paper deals with aspects related to the validation of mathematical proposi-
tions at university entrance. Based on the difficulties that new students show to validate
deductively, we select the first validation practices that are presented in the work materials
of first-year subjects of a university degree in the training of mathematics teachers. We chose
three demonstrations, representative of the type of validation practices promoted in such
materials and analyzed them using tools from the Ontosemiotic Approach to mathematics
knowledge and instruction. This allowed us to reveal the ontosemiotic complexity of the
planned demonstrations and to anticipate possible semiotic conflicts that may explain the

students’ difficulties in understanding and performing them.

§1. Introduccién

La validacién de proposiciones matematicas es una actividad inherente y fun-
damental del quehacer matematico. En el contexto educativo, las actividades vin-
culadas a la validacién constituyen una préactica matemadtica crucial en la que
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educadores en matemaéticas desearian que los estudiantes se impliquen en los dife-
rentes niveles educativos (Lew y Mejia Ramos, 2019; Weber et al., 2020). Balacheff
(2000) define los procesos de validacién como la actividad que persigue asegurar
la validez de una proposicién y, eventualmente “producir una explicacién, una
prueba o una demostraciéon” (Balacheff, 2000, p. 13). La demostracién, en particular,
es considerada el tipo de prueba dominante en matematicas, a partir de la cual se
corrobora la veracidad de una proposicién mediante argumentos formalizados de
tipo deductivos, partiendo de verdades universales y evidentes (Alfaro-Carvajal
et al., 2019; Molina y Samper, 2019).

Pese a que el concepto de demostracion es imprescindible para la disciplina
matemadtica y para el aprendizaje por parte de los estudiantes, es considerado
un concepto dificil de ensefiar y de aprender en los diferentes niveles educativos
(Montoro, 2007; Selden y Selden, 2008; G. J. Stylianides y Stylianides, 2017; A. J.
Stylianides et al., 2022). En nuestra investigacion partimos de un problema recu-
rrente vinculado a las dificultades que manifiestan estudiantes que ingresan a la
universidad en relacién con la posibilidad de validar proposiciones matematicas
y, en particular, de comprender y desarrollar demostraciones (Milanesio et al.,
2023; Peparelli et al., 2011). Este problema, que hemos podido vislumbrar en nues-
tra labor como docentes de asignaturas de primer afio del nivel universitario, ha
sido reconocido en el ambito de la Educacién Matematica por diversos investi-
gadores (D’Andrea y Sastre, 2013; Godino y Recio, 2001; Gémez-Chacén, 2009;
Hernandez-Suarez, 2012; Recio, 1999; G. J. Stylianides y Stylianides, 2017; Weber
et al., 2020).

Muchas de estas dificultades se adjudican a la existencia de posibles distancias
conceptuales entre el nivel secundario y universitario relacionadas a la validaciéon
en matematicas, principalmente a la demostracién. Hernandez-Suarez (2012) con-
tiere las dificultades que presentan los estudiantes en el ingreso al nivel superior
para entender y realizar una demostracién a la previa formacién de los mismos,
ya que, asegura que ingresan al nivel universitario con un bajo nivel de conceptos
y deficiencias como el uso incorrecto del lenguaje y la simbologia propia de las
matemadticas o de las reglas de la 16gica. Esto también ha sido reconocido por Lew y
Mejia Ramos (2019), quienes aseguran que, en el ingreso al nivel universitario, los
estudiantes no se encuentran familiarizados con las convenciones de la escritura de
las pruebas matemaéticas. Otros autores han evidenciado en el nivel superior que,
en general, las demostraciones se presentan en su versién acabada con una imposi-
cién excesiva de formalidad, por lo que el proceso llevado a cabo para demostrar
no siempre es evidente para el alumnado y puede llevarlo a manifestar ansiedad y
frustracién para practicas de este tipo (D’Andrea y Sastre, 2013; Gémez-Chacén,
2009). Incluso, tal como sefialan Weber et al. (2020), los estudiantes a menudo salen
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de clases orientadas a la demostracién incapaces de leer o escribir demostraciones
o de distinguir buenas demostraciones de argumentos invalidos.

Sin embargo, en todas estas investigaciones no se han analizado las dificultades
que los estudiantes enfrentan en la practica de demostrar teniendo en cuenta la
complejidad que reviste la propia demostracién matematica. Un avance en esta
linea de investigacion se llevé a cabo en trabajos donde se intenta poner al des-
cubierto dicha complejidad en términos de los objetos, procesos y relaciones que
estdn involucrados en la actividad matematica desplegada en las demostraciones
(Markiewicz y Etchegaray, 2017, 2018; Recio, 1999). Recio (1999), quien reconoce a
la demostracién como una cadena de relaciones semidticas entre los objetos involu-
crados, identifica distintos tipos de objetos que se ponen en juego en el desarrollo
de cualquier demostracién, tales como, notaciones, fenomenologias y elementos
conceptuales. Esto le permite evidenciar algunos aspectos que contribuyen a la
complejidad ontolégica y semidtica de las demostraciones. Mas recientemente,
Markiewicz y Etchegaray (2017), con el objetivo de mostrar la potencialidad de
herramientas del Enfoque ontosemiético (EOS) del conocimiento y la instruccién
matemdticos (Godino et al., 2007, 2019) ponen de manifiesto los objetos y procesos
implicados en una tarea que involucra una demostracién utilizando el Principio
de Induccién Matemética, asi como también, en un fragmento de clase donde se
abordan propiedades de la Teoria de la Divisibilidad. Las autoras sostienen que,
develar la complejidad ontosemidtica de este tipo de practicas de validacién, nos
permite, como docentes, anticipar acciones tendientes a superar los posibles conflic-
tos que puedan surgir durante los procesos instruccionales. En un trabajo posterior,
Markiewicz y Etchegaray (2018), empleando herramientas del EOS, analizan un
fragmento de un libro de texto que presenta una demostracién matematica en el
contexto de la Teoria de la Divisibilidad, evidenciando diversos objetos y procesos
involucrados en la actividad matematica desplegada. Las autoras identifican po-
tenciales conflictos semi6ticos que, junto con las caracteristicas distintivas de los
libros de textos universitarios, aportan explicaciones desde otra perspectiva a las
dificultades que enfrentan los estudiantes ante estas practicas.

Estos antecedentes, sumados a las dificultades manifestadas por estudiantes
ingresantes a la Universidad Nacional de Rio Cuarto (UNRC) nos llevaron, en una
primera instancia, a indagar los procesos de validacién que desarrollan estudiantes
del daltimo afio de escuelas secundarias de la ciudad de Rio Cuarto (sexto afio,
17-18 afios) para poder caracterizarlos y comprender su relatividad contextual
(Markiewicz et al., 2021). En este trabajo, empleamos herramientas del EOS para
analizar los objetos y procesos que emergen de las préacticas logradas por dichos
estudiantes, asi como también los niveles de algebrizaciéon (Godino et al., 2015)
donde se sittian dichas practicas y los conflictos semiéticos que efectivamente
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surgen. Los principales resultados muestran que, en general, los estudiantes desa-
rrollan pruebas de tipo pragmaticas que se basan en la accién y en la ostension, lo
cual derivo en el planteo de unas primeras hipétesis acerca de posibles distancias
y rupturas entre las précticas de validacién logradas por estos estudiantes respecto
de las pretendidas en la entrada a la universidad.

Es por ello que, en esta nueva etapa de la investigacién nos propusimos como
objetivo profundizar en los significados institucionales pretendidos sobre el tipo de
practicas de validacion (mds precisamente, la demostracién) que se promueve en
diversos materiales de trabajo de asignaturas del primer afio de la carrera de grado
Profesorado en Matematica en la UNRC. Esto con el fin de poner en evidencia la
complejidad ontosemidtica de estas practicas y proveer nuevas interpretaciones de
las dificultades de los estudiantes en términos de los objetos y procesos que son
necesarios movilizar. Para ello utilizamos herramientas del Enfoque ontosemiético
del conocimiento y la instruccién matematicos (Godino et al., 2007, 2019) identifi-
cando objetos primarios y procesos cognitivos/epistémicos duales presentes en
estas précticas de validacién y proporcionando explicaciones a las dificultades de
los estudiantes en términos de conflictos semiéticos.

Todo esto nos llevo a plantearnos las siguientes preguntas de investigacion: ;Qué
objetos y procesos se requieren poner a funcionar en algunas demostraciones que
los estudiantes deben comprender y desarrollar en las primeras instancias de asig-
naturas de primer afio de la carrera Profesorado en Matemética? ;Qué dificultades
se pueden prever ante la comprensién y el desarrollo de estas demostraciones por
parte de los estudiantes?

En los siguientes apartados hacemos referencia al marco tedrico y metodolégico
de la investigacion, explicitamos algunas decisiones tomadas para desarrollar la
misma y mostramos los anélisis realizados a algunas demostraciones que se preten-
den en la entrada a la universidad, esbozando, por tltimo, algunas consideraciones
finales.

§2. Marco tedrico

El Enfoque ontosemiético del conocimiento y la instruccién matemaéticos nos
aporta diversas herramientas para analizar las practicas de validacién desarrolladas
en el nivel superior de educacién, por lo que se constituye en el marco tedrico y
metodolégico de este trabajo.

En el EOS (Godino et al., 2007, 2019) se introduce la nocién de prictica matemdtica
entendida como toda actuacion o expresién realizada por alguien para dar solucién
a problemas matemaéticos, comunicarla, validarla o generalizarla, y de significado
entendido como un emergente de los sistemas de practicas que se ponen en juego
en la solucién de dichos problemas por una persona (significado personal) o insti-
tucion (significado institucional). En particular, en el EOS se distinguen diferentes

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 39 N° 1 — 2024



La complejidad ontosemidtica de demostraciones matemdticas que se proponen en la entrada a la universidad 33

tipos de significados institucionales, entre ellos, el significado pretendido, el cual es
de especial relevancia para este estudio puesto que se corresponde con los sistemas
de practicas incluidas en la planificacién de los procesos de estudio.

Estos sistemas de précticas estdn constituidos por redes de relaciones en las que
intervienen diferentes tipos de objetos primarios: situaciones-problemas, procedi-
mientos, conceptos, proposiciones, argumentos y lenguaje. Estos objetos pueden
ser considerados, segtn el juego de lenguaje en el que participan, desde diferentes
facetas duales, lo que lleva a la siguiente tipologia de objetos secundarios: ostensivos
(perceptibles, ptblicos) - no ostensivos (abstractos, ideales); extensivos (particula-
res) - intensivos (generales); significantes (expresion) - significados (contenido);
unitarios (considerados globalmente como un todo) - sistémicos (sistemas forma-
dos por distintos componentes); personales (sujetos individuales) - institucionales
(compartidos en una institucién).

Tanto los objetos primarios como los secundarios se pueden considerar desde la
perspectiva proceso-producto, lo cual permite distinguir tipos de procesos matema-
ticos primarios y secundarios. En particular, los objetos matematicos secundarios
dan lugar a procesos cognitivos/epistémicos duales que se consideran fundamentales
en la actividad matematica, entre los que destacamos, a los fines de este trabajo,
los siguientes:

= Proceso de materializacion-idealizacion (asociado a la dualidad ostensivo-no
ostensivo). Como resultado de un proceso de idealizacién se pasa de un
objeto ostensivo a un objeto no ostensivo, pues los objetos ostensivos pueden
ser pensados por un sujeto o estar implicitos en el discurso matematico. En
cambio, mediante un proceso de materializacién los objetos matematicos,
que en general son no perceptibles, son utilizados en las practicas ptblicas
a través de sus ostensivos asociados (Font y Contreras, 2008; Font y Rubio,
2017).

» Proceso de particularizacién-generalizaciéon (asociado a la dualidad
extensivo-intensivo). Mediante un proceso de particularizacién se da lu-
gar a un objeto extensivo, entendido como un objeto particular, mientras
que, a través de un proceso de generalizacién se generan objetos intensivos,
considerados como una clase o conjunto de objetos (Font y Contreras, 2008).
El anélisis de un objeto particular ejemplar permite establecer conclusiones
sobre un conjunto de objetos mientras que el andlisis de un conjunto de
objetos permite pensar en el funcionamiento de un caso particular.

» Proceso de descomposicién-reificacién (vinculado a la dualidad sistémico-
unitario). Mediante un proceso de descomposicién, un problema global
puede descomponerse en problemas elementales, es decir, los objetos que
participan como entidades unitarias (que se suponen conocidas previamente)
deben ser tratados como sistémicos. Pero, a través de procesos de reificacion,
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en todo proceso de estudio los conceptos y propiedades emergentes deben
ser reificados, es decir, vistos como objetos unitarios a fin de ser utilizados
en la resolucién de nuevos problemas (Godino et al., 2007).

» Proceso de representacién-significacién (asociado a la dualidad expresion-
contenido). Consistentes en atribuir contenido a una expresion, a través del
establecimiento de funciones semiéticas entendidas como la corresponden-
cia entre un objeto antecedente (expresion/significante) y otro consecuente
(contenido/significado) establecida por un sujeto (persona o instituciéon)
segln una regla de correspondencia. Los objetos que se ponen en corres-
pondencia en las funciones semiéticas pueden ser entidades unitarias o
sistémicas, particulares o generales, materiales o inmateriales, personales o
institucionales (Godino et al., 2022). Estos procesos son densos en la trama
de objetos y procesos que se ponen en juego en la actividad matematica.

Los procesos duales pueden ser fuente de conflictos semiéticos entendidos desde
el EOS como cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos
a una expresion por dos sujetos (personas o instituciones) (Godino et al., 2007),
los cuales permiten anticipar y/o explicar las dificultades que podrian surgir (o
que efectivamente surgen) en los procesos instruccionales.

§3. Metodologia

La metodologia adoptada en este trabajo es inherente al EOS. En particular,
realizamos un estudio documental e interpretativo de tres demostraciones que se
espera que los estudiantes comprendan y desarrollen en la entrada al nivel superior
a través de las técnicas de andlisis ontosemiético en sus dos primeros niveles:
analisis de objetos primarios y andlisis de procesos duales y de conflictos semi6ticos.
Para esto, decidimos recortar la investigacién al contexto de las actividades del
ingreso' a la universidad y a la primera unidad tematica, correspondientes a las
asignaturas del primer afio del Profesorado en Matemaética en la UNRC, las cuales
son: Calculo I, Matematica Discreta y Geometria I. Realizamos una recopilacién
de materiales utilizados durante el afio 2021, incluyendo cuadernillos, libros de
texto y presentaciones de PowerPoint, los cuales se encuentran disponibles para los
estudiantes, y exploramos las primeras practicas de validacién que se promueven
en dichos materiales. Cabe aclarar que hemos abocado nuestro estudio tinicamente
alo que se propone en los materiales de trabajo, puesto que, no hemos tenido acceso
a las clases donde efectivamente se abordaron dichas précticas. A continuacién,
explicitamos las decisiones tomadas para la seleccién de las tres demostraciones
que escogimos para su andlisis.
1Ellngmla UNRC (Integracién a la Cultura Académica) se desarrolla durante los meses

de febrero y marzo durante 4 semanas, con una carga horaria de 6 horas semanales para cada
asignatura.
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Para la asignatura Célculo I elegimos una de las primeras practicas de valida-
cién que se presenta en el material del ingreso, particularmente, en el cuadernillo
efectuado por los docentes. La misma se corresponde con una demostracién mate-
matica que resulta representativa del tipo de précticas que se promueve en dicho
material. Si bien observamos otros tipos de préacticas que fomentan la validacién,
como por ejemplo, tareas donde se solicita justificar la verdad o falsedad de afir-
maciones matematicas, las mismas son escasas, siendo predominante el trabajo
con demostraciones.

En el caso de Matematica Discreta, como en el material del ingreso no hallamos
ninguna instancia donde se promueva algtn tipo de validacién, decidimos explorar
las practicas de validacién que se desarrollan en el material de trabajo empleado
para la primera unidad temética (libro de texto y trabajos practicos efectuados por
el docente). En dicho material, si bien hallamos algunas tareas que promueven el
planteamiento de conjeturas y de argumentaciones que las validen (motivando la
puesta en funcionamiento de algtin tipo de validacién), nuevamente son escasas,
siendo predominante el trabajo con demostraciones, por lo que, decidimos escoger
una practica de validacion correspondiente a una de las primeras demostraciones
que se presentan a los estudiantes.

En el material del ingreso a la asignatura Geometria I (cuadernillo efectuado
por los docentes y presentaciones de PowerPoint) se le otorga especial relevancia
al método axiomatico-deductivo, proponiéndose tareas que promueven diversos
procesos de validacién, tales como, la bisqueda de regularidades, el tratamiento
de la unicidad en matemaéticas, el planteamiento de conjeturas y la propuesta de
demostraciones. Sin embargo, por no disponer de las resoluciones pretendidas
por el docente ante este tipo de tareas, decidimos escoger lo que las docentes
denominan “un ejemplo de lo que significa demostrar un teorema en matematicas’
y que presentan a los estudiantes en un PowerPoint que se anexa al material del

4

ingreso.
§4. Resultados

En los apartados que siguen explicitamos brevemente el contexto en el que se
plantea la entrada a la validacién en cada una de las asignaturas mencionadas en
el pardgrafo anterior, presentamos tres practicas de validacién donde el alumnado
debe enfrentarse a la validacién de proposiciones matemaéticas y el andlisis ontose-
midtico que realizamos a las mismas. Esbozamos finalmente algunas conclusiones
de estos analisis.

4.1. Practica de validacién en Célculo I y su andlisis ontosemiético. En el ingre-
so de Calculo I, se comienza con la temaética de conjuntos numéricos, procediendo,
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en las primeras paginas del cuadernillo correspondiente (Orquera y Ferreyra, 2022%)
con el andlisis de los distintos tipos de conjuntos numéricos y sus propiedades.

En este material, se observa una préctica de validaciéon cuando se introduce el
ndmero /2. Se expresa que “no es dificil demostrar que este nimero no puede
ser representado como el cociente de dos niimeros enteros, por lo tanto, no es un
numero racional” (Orquera y Ferreyra, 2022, p. 11). En este contexto, se propone
una demostracién de que v/2 no es un namero racional, a la cual denominamos
practica de validacién 1 (PV1). Presentamos dicha practica en la Figura 1.

Por otro lado, sabemos que /2 =1 41421356237310-.- . No es
dificil demosirar que este nimero no puede ser representado como el
coclente de dos niumeros enteros, por lo tanto, no es un nimero racional.

Abordaremos la demostracion utilizando el concepto de
divisibihdad. S1 suponemos que «J'E es raclonal, entonces deben existir

p.geZ tal que 42 = P . Podemos asumir que €l maximo comin divisor

q

entre ellos es 1, es decir, no tienen factores comunes. S1 elevamos al

= 2¢* = p* . La tltima 1gualdad nos dice que

F

P

cuadrado obtenemos; 2=

.J'JJ tiene que ser miltiplo de 2, asi pl =2k para algin k e Z. Con esto

¥

3 3 % 3 - s
concluimos que 2g° =(2k)" = ¢q" =2k", es decir g~ es miltiplo de 2 v
por lo tanto g también lo es (justificar esta dltima afirmacion). Esto nos dice
que gy p tienen a 2 como factor comin, una contradiccion.

Ficura 1. Préctica de validacién 1 (PV1). Fuente: Orquera y Ferreyra
(2022, p. 11)

En la Tabla 1 mostramos el andlisis ontosemiotico realizado a PV1, identificando,
en la primera columna los objetos primarios disponibles y emergentes de la practica,
y en la segunda columna, los procesos duales que son necesarios transitar para
comprenderla y realizarla. Estos tiltimos muestran cémo funcionan las distintas
facetas duales de los objetos primarios.

*Cabe destacar que en el afio 2021 se utiliz6 este mismo material.
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Objetos Primarios

Procesos Duales

Procedimientos.

Se supone que v/2 es un ntimero racional.
Se escribe a v/2 como £, conpy q enteros
(suponiendo que su méximo comun divi-
sores1).

Se elevan al cuadro ambos miembros de
la igualdad: V2 = §, obteniendo a partir
de la aplicacion de propiedades: 2¢* = p*.
Se concluye que p? tiene que ser multiplo
de 2 y se lo escribe como 2k con k entero.
Aplicando propiedades se obtiene que
¢* = 2k?, concluyendo que ¢* es multi-
plo de 2, y, por lo tanto, que g es multiplo
de 2.

Se concluye que p y ¢ tienen al 2 como
factor comun, obteniéndose una contra-
diccién.

Definiciones disponibles.

Conjunto de ntiimeros enteros; producto,
division, potencia de enteros; raiz cuadra-
da de un entero.

Numero racional: expresion de la forma
7,conay benterosy b # 0.

Maéximo comun divisor entre dos nime-
ros.

Factor de un ntmero: divisor de dicho
nimero y aquel que puede aparecer en la
factorizaciéon del ndmero como producto
de otros.

Multiplo de 2: aquel ntiimero que resulta
de multiplicar a 2 por algiin namero en-
tero.

Proposiciones disponibles (PD).

PD1. Si un nimero es racional entonces
existen dos enteros p y ¢ tal que el niime-
ro se escribe como g, donde el maximo
comun divisor entre py g es 1.

PD2. El méximo comun divisor entre dos
numeros es 1 si y s6lo sino tienen factores
comunes.

Representacion-Significacion.

A un ntimero racional se lo significa co-
mo el cociente de dos ntiimeros enteros,
con divisor distinto de 0.

Se significaa £ como un cociente de niime-
ros enteros tales que su maximo comun
divisor es 1, y a esta tltima expresién co-
mo equivalente a que p y ¢ no tienen fac-
tores comunes.

Al simbolo 16gico = entre dos expresio-
nes légicas se lo significa como que, si
vale la primera expresién (antecedente)
entonces también vale la segunda expre-
sién (consecuente), es decir, que el con-
secuente se deduce del antecedente.

A la expresion 2¢*> = p? se la significa
como p? es multiplo de 2. Y a ¢? se lo sig-
nifica como un niimero entero.

A la expresion ¢* = 2k? se le otorga el sig-
nificado de que ¢* es multiplo de 2, y, a
k* de un namero entero.

Se significa la expresion “multiplo de 2”
como aquel nimero entero que tiene al 2
como factor.

Se significa la expresiéon “p y ¢ tienen a
2 como factor comtin” como una contra-
diccién (se utiliza implicitamente que la
misma se origina al haber supuesto que p
y ¢ no tenian factores comunes).

Se significa al término 16gico contradic-
cién como la conjuncién entre una propo-
sicion y su negacion.

Materializacion-Idealizacion.

Se materializa con el ostensivo § a un co-
ciente de dos ntimeros enteros p y q.
Con el ostensivo v/2 = 2 se evoca la idea

de que /2 es un ntimero racional.

Se materializa la idea de que p? s multiplo
de 2 con el ostensivo p* = 2k para algun
k€ Z.
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PD3. Si dos ntiimeros reales son iguales
entonces los cuadrados de dichos ntime-
ros son iguales.

PD4. Elevar al cuadrado la raiz cuadrada
de un natural devuelve como resultado
el radicando (en particular, (v/2)? = 2).
PDS5. Propiedad distributiva de la poten-
ciarespecto a un cociente y a un producto.
PDeé. Si se multiplican ambos miembros
de una igualdad (de racionales) por otro
racional, se mantiene la igualdad.

PD?7. Existencia del inverso multiplicativo
en Q y del neutro (1) para la multiplica-
cion.

PD8. Dado q entero, si ¢* es multiplo de
2 entonces ¢ es mtltiplo de 2.*

PD9. Como p y ¢ son multiplos de 2 en-
tonces y tienen al 2 como factor comun.
Proposicion emergente.

v/2 no es un ntimero racional.

Lenguaje. Si bien hay indicios de lenguaje
coloquial y simbélico aritmético, se obser-
va que prevalece un lenguaje simbélico
algebraico.

Argumentos (emergentes).

El argumento se corresponde con una de-
mostracion indirecta e informal. Indirecta,
pues se emplea el método del absurdo pa-
ra justificar la afirmacion, e informal pues
se utilizan implicitamente algunas propie-
dades (por ejemplo, PD4) y reglas l6gicas
que se ponen a funcionar, predominante-
mente la regla l6gica del absurdo’: en este
caso, se supone que /2 es un racional de
la forma %, donde p y ¢ no tienen factores
comunes. Aplicando definiciones y pro-
piedades se obtiene que p y ¢ tienen al
2 como factor comun, lo que representa
una contradiccion a la suposicion plantea-
da. Por lo tanto, se concluye que v/2 no es
un racional.

Particularizacién-Generalizacion.

Se utilizan propiedades generales en ca-
sos particulares, como por ejemplo, la pro-
piedad: Vz,y € R : Si z = y entonces
z? = y? se particulariza para z = /2 para

__ p3
y=1y-

Descomposicion-Reificacion.

Se necesita reificar lo realizado en todos
los pasos para dar emergencia a la demos-
tracién por el absurdo para validar la pro-
piedad general: suponer lo contrario a la
proposicién que se quiere demostrar, ob-
tener una contradiccién y concluir que
vale la proposicién original.

TaBLA 1
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El anélisis realizado de objetos y procesos (Tabla 1) nos permitié identificar
algunos de los principales conflictos semiéticos potenciales asociados a PV1, los
cuales mencionamos a continuacion.

= Dificultades para reconocer en el ostensivo /2 = ?laidea de que V2 es un nt-
mero racional (conflicto ligado al proceso de materializacién-idealizacién).

= Conflictos para significar la expresion £ omo un cociente de nimeros enteros
tal que su maximo comun divisor es 1, y a esto tltimo como equivalente
a que p y ¢ no tienen factores comunes (conflicto asociado al proceso de
representacion-significacion).

= Dificultades en el pasaje de la expresién v2 = £ a la expresion v2 = 2 ala
expresion 2 = 7;—;, en relacion a la posibilidad de significar la dltima expresion
como consecuencia de la aplicaciéon de propiedades en la primera, y de
especializar esas propiedades generales para los reales, en casos particulares,
por ejemplo, la propiedad Vz,y € R : si x = y entonces 2 = y? para v = /2
ey = £ (conflictos ligados a los procesos de representacion-significacion y
de particularizacién-generalizacién).

» La expresion 2 = f]’—z = 2¢> = p? podria generar conflictos asociados al
proceso de representacion-significacion, al significar la misma en términos de
que el consecuente se deduce del antecedente como resultado de la aplicacion
de ciertas propiedades.

» Desajustes entre el contenido otorgado a la expresion 2 = Z—z y el contenido es-
perado, més especificamente, dificultades para reconocer en dicho ostensivo
la idea de que p? se escribe como 2 por un niimero entero y, por ende, que p?
es multiplo de 2 (conflicto ligado a los procesos representacion-significacion
y de materializacién-idealizacién).

» La expresion 2¢* = (2k)? podria generar conflictos asociados al proceso de
representacion-significacion, ya que, se pueden manifestar posibles dispari-
dades entre el significado dado y el pretendido: ser una expresién equivalente

3Se utiliza implicitamente la regla 16gica de eliminacién del generalizador:
Para todo x: P(z)

P(a)
y el modus ponens.
4La forma de validar esta propiedad exige, a su vez, una demostracién indirecta por contrarreci-
proca: Dado ¢ entero, si ¢ no es multiplo de 2 entonces ¢> no es multiplo de 2.
5
p

qy —q

-p
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a 2¢> = p?, donde se ha reemplazado p por 2k (se utiliza implicitamente que,
al ser p? multiplo de 2 entonces p también lo es).

» La implicacion 2¢* = (2k)? = ¢* = 2k?* puede ser fuente de conflictos asocia-
dos a este mismo proceso, debido a posibles desajustes en el otorgamiento
de significado al consecuente de la misma como resultado de la aplicacién,
en el antecedente, de propiedades que se utilizan implicitamente. Ademas,
pueden preverse dificultades para otorgar al consecuente el contenido de
que ¢* es multiplo de 2.

= Al no explicitarse que p también debe ser multiplo de 2, se podria generar
un conflicto asociado al proceso de representacion-significaciéon al otorgarle
contenido a la expresiéon “q y p tienen a 2 como factor comdn”. También al
significar esta tiltima como una contradiccién (conjuncién de una proposi-
cién: p y ¢ no tienen factores comunes -salvo el 1- y su negacién: p y ¢ tienen
un factor comun distinto de 1).

» Conflictos ligados al proceso de descomposicion-reificacion relacionados
con la estructura de la demostracién, vinculado con dificultades para unificar
lo realizado en los distintos pasos: suponer lo contrario a la proposiciéon que
se quiere demostrar, obtener una contradiccién, y concluir por regla légica
del absurdo que vale la proposicién original. Este tipo de razonamiento se
encuentra, en parte, implicito en el escrito.

Si pensamos que la practica la debe efectuar un estudiante, se podrian, ade-
maés, anticipar conflictos ligados fundamentalmente al proceso de idealizacion-
materializacion, dado que es necesario recurrir a ostensivos adecuados para mate-
rializar ciertas ideas que surgen en la realizacién de la préctica, por ejemplo, evocar

la idea de que /2 es racional con un ostensivo como v/2 = ;

4.2, Practica de validacién en Matematica Discreta y su andlisis ontosemiético.
En el cuadernillo de ingreso de Matemética Discreta (Konic et al., 2021) se trabajan
algunos aspectos de légica proposicional. En el mismo, se reconoce la importan-
cia del razonamiento 16gico para la demostracion de teoremas, y, en tal sentido,
se aborda el significado de los simbolos 16gicos (—, A, V, —, <>) y los valores de
verdad de las proposiciones compuestas. También se trabaja la reciproca y la contra-
rreciproca de una proposicién condicional, tautologias, contradicciones y algunas
equivalencias l6gicas, por ejemplo, p <+ ¢ = (p — ¢) A (¢ — p). Se introducen los
cuantificadores V y 3. Sin embargo, no se advierten, en este material, instancias de
validacién de proposiciones matemadticas, por lo que hemos decidido indagar la
primera unidad de la asignatura propiamente dicha.

Para el desarrollo de la asignatura se siguen las lecciones del libro de Gonzalez-
Gutiérrez (2004). En la primera unidad se desarrolla la tematica conjuntos, abor-
dandose relaciones y operaciones entre estos, asi como también, demostraciones
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de leyes que satisfacen. En este contexto, una de las primeras propiedades que se
demuestran es la propiedad distributiva de la unién respecto de la intersecciéon de
conjuntos: practica de validaciéon 2 (PV2), la cual presentamos en la Figura 2.

Dados tres conjuntos A, B y C de un conjunto universal arbitrario, % , se verifica:

1. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
2. AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
Demostracion

En efecto,

1. En efecto, sea z cualquier elemento del conjunto universal % . entonces

re AU(BNC) <= e AV [re(BnC)) {Definicién de unién}
< rz€AV (zeB ANze() {Definicién de interseccién}
& (reAVzzeB) A (re AV re(C) ({Distributividad}
— re(AUB) A ze(AUC) {Definicién de unién}
— re(AUB)N(AULC) {Definicién de interseccién}

Al ser x cualquier elemento de %, se sigue que

Vr[re AU(BNC) <=z (AUB)N(AUC)

consecuentemente,

Au(BNnC)=(AuB)n(AuC)

Ficura 2. Préctica de validacion 2 (PV2). Fuente: Gonzalez-Gutiérrez

(2004, p. 21).

En la Tabla 2 se muestra el analisis ontosemiético de objetos y procesos efectuado

para la practica de validacién 2.

Objetos Primarios

Procesos Duales

Procedimientos.

Se toma un z arbitrario perteneciente al
conjunto universal. Se parte de la expre-
sién: z € AU(BNC)y se plantean expre-
siones equivalentes:
reAVize(BNCO),
re€AV(reBAze(),

(xre AVz e B)A(xe AVze(),
re€(AUB)A Az e (AUCQ).

Representacion-Significacion.
Alaexpresion AU(BNC) = (AUB)N(AU
C) se le otorga el significado de que, dado
cualquier elemento, el mismo pertenece
al primer conjunto si y sélo si pertenece
al segundo conjunto.

A expresiones como AU (BN C) se la sig-
nifica como un conjunto que es la unién
entre otros dos: Ay BNC.
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Se obtiene la expresion:
re(AUB)N(AUC).

Se expresa que al ser x un elemento cual-
quiera de U, vale Vz(x € AU (BNC) <
r € (AUB)N(AUC)),y por lo tanto vale:
AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC).

Definiciones disponibles

Conjunto. Conjunto Universal. Igualdad
entre conjuntos: dos conjuntos son igua-
les si para todo elemento z,  pertenece
al primer conjunto si y sélo si x pertenece
al segundo.

Operaciones entre conjuntos: unién(z €
AUB <z € AVax € B) einterseccion
(re ANB& e ANz € B).

Proposicion disponible.

Distributividad de la disyuncién respecto
a la conjuncion.

Proposiciones emergentes (PE).
PEl.Vz[z € AU(BNC) <z € (AUB)N
(AU C)]

PE2.Sean A, By C conjuntos del conjunto
universal: AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Lenguaje. Predominantemente simbdlico
l6gico y algebraico.

Argumentos.

Se argumenta a partir de tomar un x arbi-
trario del conjunto universal que pertene-
ce al conjunto AU (B N C), y planteando
equivalencias, mediante el uso de defini-
ciones y reglas légicas (como la distribu-
tividad de la disyuncién respecto de la
conjuncion) se deduce que este elemento
pertenece al conjunto (AU B)N (AU C).
Se deduce (de manera implicita) que
re AU(BNC)«ze€(AUB)N(AUC)
por regla légica de transitividad del bi-
condicional.

Se significa a la expresion x € AU (BNC)
como: un elemento cualquiera pertenece
a la unién de dos conjuntos, es decir
pertenece al primero (A) o al segundo
(BNC).

Alaexpresionz € AV [z € (BNC)| se
le otorga el contenido de una disyun-
cién entre dos proposiciones: z € A
yz € (BNC) ),y a esta ultima se la
significa como que pertenece a una
interseccidn, es decir, a ambos conjuntos.
Se significa a la expresion z € AV (z €
B Az € C) como una disyuncién entre
dos proposiciones donde una es una
conjuncion.

Ala expresion x € AV x € B se le otorga
el contenido de que x € (AU B).

Se significa a la expresion z €
(AUB) ANz € (AU C) como: el ele-
mento = pertenece tanto al conjunto
A U B como al conjunto A U C (y por
ende, a la intersecciéon de ambos).
AlaexpresionVz : (z € AU (BNC) «
r € (AUB)N(AUC)) se le otorga el con-
tenido de que los conjuntos AU (BN C)
y (AU B) N (AU C) son iguales.

Materializacién-Idealizacion.

Los ostensivos A, B y C materializan
tres conjuntos particulares arbitrarios.
Se materializa con el ostensivo x un ele-
mento particular arbitrario del conjunto
universal.

ElostensivoVz : (zr € AU(BNC) < x €
(AUB)N(AUC)) evoca la idea de que los
conjuntos AU(BNC)y (AUB)N(AUC)
son iguales.

El ostensivo AU (B N C) (por ejemplo)
evoca la unién de los conjuntos Ay BNC.
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Por dltimo, se concluye que, al ser x cual-
quier elemento del conjunto universal en-
tonces el bicondicional vale para todo ele-
mento (utilizando implicitamente la regla
de introduccién del generalizador®).

De ello se deduce que AU (BN C) =
(AUB)N(AUC) (através de la definicion
de igualdad de conjuntos) y se generali-
za la propiedad para tres conjuntos cua-
lesquiera (por introduccién del genera-
lizador). Asi, los argumentos correspon-
den a una demostracion directa, con cier-
to grado de formalidad, aunque se utili-
zan implicitamente algunas reglas l6gicas
como las mencionadas (introduccién del
generalizador o transitividad del bicondi-
cional).

Con el ostensivo x € AU (B N () se ma-
terializa que el elemento x pertenece a la
unién entre dos conjuntos (Ay BN C).
El ostensivo z € (AU B)N (AU C) remite
a la idea de que el elemento arbitrario x
pertenece a una intersecciéon de dos con-
juntos (AUB y AUC), es decir, pertenece
a ambos.

Particularizacion-Generalizacion.

Se parte de tres conjuntos A, By C par-
ticulares arbitrarios y se generaliza para
todo conjunto.

Se parte de un z particular arbitrario per-
teneciente al conjunto universal y se ge-
neraliza la propiedad para todo elemento
del conjunto universal.

Descomposicion-Reificacion.

Se necesita reconocer a ciertos objetos co-
mo un todo unitario, por ejemplo, al con-
junto (AUB)N(AUC') como la interseccién
de dos conjuntos, que son a su vez, unio-
nes de otros dos. Se necesita reificar lo rea-
lizado en todos los pasos de esta préctica
para dar emergencia a una demostracion
de una igualdad de conjuntos.

TABLA 2

Describimos a continuacién algunos de los conflictos semiéticos potenciales que
anticipamos a partir del analisis realizado en la Tabla 2.

» Dificultades para reconocer en el ostensivo = un elemento particular arbitra-
rio del conjunto universal. De igual manera, dificultades para reconocer en

los conjuntos A, By C' tres conjuntos particulares pero arbitrarios.

» Disparidades entre el significado otorgado a la expresiéon AU (BN C) yel
significado pretendido. Més especificamente, se pueden prever conflictos
para reconocer la unién de dos conjuntos donde uno de ellos es a su vez, la
interseccion de otros dos. Lo mismo sucede con ostensivos tales como BN C,

AUB,(AUB)N(AUCQC).

°P(a)

Luego, Yz P(z)(siempre que a sea un elemento arbitrario).
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» Desajustes entre el significado otorgado a expresiones como z € AU (BN C)
oz € (AUB)N (AUC(C),y el significado pretendido. Mds precisamente,
dificultades al relacionar el primer ostensivo con la idea de que un elemento
particular arbitrario pertenece a la unién de dos conjuntos (Ay BN C), es
decir, pertenece a uno o al otro; y al segundo ostensivo con la idea de que
este elemento pertenece a una interseccién de dos conjuntos (AUBy AUC),
es decir, pertenece a ambos conjuntos.

» Posibles disparidades entre el contenido dado a expresiones como z € A Vv
z € (BNC)y el pretendido. Mas puntualmente, dificultades para reconocer
en dicho ostensivo la disyuncién entre dos proposiciones: = € Ay x € (BNC),
o, por ejemplo, en (x € AVz € B) A (x € AV z € C') una conjuncién entre
dos proposiciones que son disyunciones.

» Desajustes entre el contenido otorgado a la expresién Vz : (r € AU(BNC) <
z € (AUB)N(AUC)),y el pretendido, mas precisamente, se pueden anticipar
dificultades para reconocer en ese ostensivo que los conjuntos AU (BN C)y
(AU B)N (AU C) son iguales.

» Otro conflicto estd ligado con la posibilidad de generalizar la propiedad a
partir de haberla probado para tres conjuntos particulares arbitrarios y para
un elemento particular arbitrario del conjunto universal.

= En la demostraciéon para AU (BN C) = (AU B) N (AU C) se podrian
generar conflictos vinculados con la reificacién de lo realizado en los distintos
pasos, ya que, se requiere comprender la cadena de bi-implicaciones que se
desarrolla, lo que se logra demostrar con eso, por qué se puede generalizar
y por qué eso permite demostrar la igualdad de los conjuntos.

Tal como mencionamos en el andlisis de PV1, si se piensa en la realizacién
de esta practica por parte de los estudiantes, se pueden sumar otros conflictos
ligados, fundamentalmente, al proceso de idealizacién-materializacion, ya que,
por ejemplo, es necesario recurrir a un ostensivo adecuado (como x) para evocar
un elemento particular arbitrario del conjunto universal, o materializar con el
ostensivoVz : (r € AU(BNC) < =z € (AUB)N(AUC)) laidea de que los
conjuntos AU (BN C)y (AU B)N (AU C) son iguales, entre otros.

4.3. Practica de validacién en Geometria I y su andlisis ontosemiético. En
el cuadernillo de ingreso de Geometria (Elguero et al., 2021) se indaga sobre
las relaciones y diferencias entre los objetos geométricos (puntos, rectas, figuras
planas) y perceptibles. Se trabajan las definiciones de rectas, semirrectas, segmentos,
angulos, tipos de angulos y medicién de dngulos. En este contexto, se plantean
tareas sobre célculos de medidas desconocidas de dngulos, con el objetivo de que
los estudiantes las resuelvan poniendo a funcionar definiciones y propiedades
trabajadas, sin usar instrumentos de medicién. El objetivo que se proponen es
introducir al estudiantado en un razonamiento deductivo, ya que, se explicita
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que dichas tareas permiten la obtenciéon de un resultado a partir del empleo de

propiedades de las figuras.

Se definen asf los axiomas, un sistema axiomatico y los teoremas. En particular,
se propone, en una de las primeras presentaciones de PowerPoint expuesta en el

ingreso, un ejemplo de lo que seria una demostracién de un teorema, la demostra-
cién de que la medida de un dngulo exterior en un tridngulo es igual a la suma
de las medidas de los dngulos interiores no adyacentes a él. A esta practica la
denominamos préctica de validacién 3 (PV3) y la presentamos en la Figura 3.

Ejemplo: Demostremos el siguiente teorema

Teorema: La medida de un éngu!o exterior en un tﬁéngufo, es igual a

la suma de las medidas de los éngulos interiores no adyacentes a él.

Dado el

Demostracion:

triangulo ABC, consideremos, sin
pérdida de generalidad, el angulo exterior §.

a Yy & son adyacentes, luego cumplen la
propiedad de ser suplementarios, esto es:

m(a) + m(8) = 180°

m(8) = 180° — m(a) (1)

Teniendo en cuenta la propiedad de los angulos
interiores de un triangulo, tenemos que:

m(a) + m(B) + m(y) = 180°

m(B) + m(y) = 180° —m(a) (2)

Entonces, de (1) y (2) obtenemos que m(8) = m(B) + m(y)

Que es lo que queriamos demostrar.

Ficura 3. Practica de validacién 3 (PV3). Fuente: Elguero et al.

(2021).

En la Tabla 3 mostramos el analisis ontosemiético realizado a PV3 explicitando

los objetos y procesos que son necesarios movilizar para la comprensién y el

desarrollo de esta préctica.

Objetos Primarios

Procesos Duales

Procedimientos.

Se realiza un dibujo de un tridngulo en el
cual se marcan sus angulos interiores y
se los denota con o, 5y 7.

Se considera un dngulo exterior cualquie-
ra 6 adyacente a uno de los dngulos inte-
riores: a.

Representacion-Significacion.

Es necesario significar al enunciado co-
mo una doble generalizacion: para todo
tridngulo y para todo dngulo exterior del
tridngulo, su medida es igual a la suma
de las medidas de los d&ngulos interiores
no adyacentes a él.
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Se deduce que a y  son suplementarios
y se expresa que: m(«) +m(d) = 180°.
Se reescribe la igualdad anterior como:
m(d) = 180° — m(«).

Se expresa que: m(a) + m(8) + m(y) =
180°.

Se reescribe la igualdad anterior como:
m(B) +m(y) = 180° — m(a).

Se deduce que m(d) = m(53) + m(v)

Definiciones disponibles.

Tridngulo.

Angulos exteriores e interiores de un
tridngulo.

Angulos suplementarios: aquellos en que
la suma de sus medidas es 180°.
Angulos adyacentes: aquellos que tienen
un lado en comtn y los otros lados son
semirrectas opuestas.

Proposiciones disponibles (PD).

PD1. Si dos angulos son adyacentes en-
tonces son suplementarios.

PD2. Existencia del elemento neutro de
la suma.

PD3. Existencia del elemento inverso adi-
tivo en el conjunto de los ntimeros ente-
ros.

PD4. La suma de las medidas de los &4n-
gulos interiores de un tridngulo es 180°.
PD5. Transitividad de la igualdad.
Proposicion emergente.

La medida de un dngulo exterior en un
tridngulo es igual a la suma de las medi-
das de los dngulos interiores no adyacen-
tes a éL.

Lenguage.

Si bien hay indicios de lenguaje coloquial
y gréfico, predomina un lenguaje de tipo
simbolico algebraico.

Argumentos.
Se argumenta a través de una demostra-
cién directa e informal.

Al dibujo se lo significa como el ostensivo
de la figura geométrica: triangulo con sus
angulos interiores y un angulo exterior a
uno de ellos.

Se significa a la expresiéon “ a y 6 son ad-
yacentes” como: a y J tienen un lado en
comun y los otros lados son semirrectas
opuestas. A la expresiéon “angulos suple-
mentarios” se le da el significado de aque-
llos angulos cuyas medidas suman 180°.
A la expresion m(a) + m(6) = 180° se la
significa como: la suma de las medidas
de a y d es 180°.

A la expresion m(d) = m(3) + m(y) se le
otorga el significado de que, la medida
de un dngulo exterior de un tridngulo es
igual a la suma de las medidas de los an-
gulos interiores no adyacentes a éI.

Materializacién-Idealizacion.

Se materializa a través de un dibujo, la re-
presentacién de un objeto ideal (un tridn-
gulo con los dngulos interiores y un an-
gulo exterior adyacente a uno de ellos).
Se materializa a través del dibujo el &ngu-
lo exterior a uno de los dngulos interiores
extendiendo la recta BC, marcando el ar-
co y evocdndolo con una letra.

Con los ostensivos «, 3y v se materializa
los tres angulos interiores del tridngulo
ABC. Se materializa con el ostensivo ¢ el
angulo exterior del tridngulo ABC, adya-
cente a a.

El ostensivo m(«) remite la medida de un
angulo a.

Con el ostensivo m(a) + m(d) = 180° se
evoca que los dngulos a y § son suplemen-
tarios.

Con el ostensivo m(«) + m(8) + m(y) =
180° se materializa la propiedad de que
la suma de las medidas de los dngulos
interiores de un triangulo es igual a 180°.
Con el ostensivo m(d) = m(8) + m(y) se
evoca la idea de que, la medida de un an-
gulo exterior de un tridngulo es igual a la
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Se considera un triangulo particular arbi-
trario con dngulos «, 5y 7, y un angulo
exterior a o.

Apoyandose en el dibujo, se deduce que
a 'y 4 son adyacentes, y por PD1, que son
suplementarios: m(d) + m(a) = 180°.
Por otro lado, utilizando PD4 se deduce
que m(a) + m(B) + m(y) = 180°.
Mediante el uso de propiedades que per-
miten transformar ambas igualdades en
otras equivalentes se llega a la expresion:
m(d) = m(5) + m(y). Implicitamente se
utiliza la regla de introduccion del gene-
ralizador para asegurar que esto vale pa-
ra cualquier d&ngulo exterior y cualquier
triangulo.

suma de las medidas de los dngulos inte-
riores no adyacentes.

Particularizacion-Generalizacion.

Se parte de un tridngulo particular arbi-
trario y se generaliza para todo tridngulo
y de un dngulo exterior particular arbitra-
rio y se generaliza para cualquier &ngulo
exterior del triangulo.

Descomposicion-reificacion.

El dibujo, que interviene como un todo
unitario, debe ser descompuesto en dife-
rentes elementos (tridngulo, angulos in-
teriores, semirrectas, dngulo exterior al
triangulo).

Se necesita reificar el lenguaje gréfico con
el lenguaje coloquial y simbdlico algebrai-
co para dar emergencia a la demostracién
del teorema.

TaBLA 3

Describimos a continuacién algunos conflictos semi6ticos potenciales identifica-
dos a partir del anélisis realizado a PV3 (Tabla 3).

Dificultades para significar el enunciado como una doble generalizacién: para
cualquier tridngulo y para cualquier dngulo exterior al mismo, su medida es
igual a la suma de las medidas de los dngulos interiores no adyacentes al
angulo exterior.

Dificultad para reconocer en el ostensivo m(«) la medida de un dngulo «.
Disparidades en el otorgamiento de significado a la expresion m(a) +m(d) =
180° en relacién con el significado pretendido, mas especificamente, dificulta-
des para reconocer en dicho ostensivo que la suma de las medidas de ay 6 es
180°. Algo similar puede ocurrir con el ostensivo m(«) +m(3) +m(y) = 180°.
Otro potencial conflicto puede estar vinculado con el pasaje de la expresion
m(a) +m(d) = 180° a la expresién m(d) = 180° — m(«) en el sentido de tener
que otorgar significado a la segunda expresién, como consecuencia de la
aplicacién de propiedades en la primera que se utilizan implicitamente. Lo
mismo podria suceder con el pasaje de la expresion m(«) + m(8) +m(y) =
180° a la expresion m(f5) + m(vy) = 180° — m(«).

Desajustes en el significado otorgado a la expresién m(6) = m(5) +m(y),y
mads precisamente, dificultades para reconocer que la medida de un angulo
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exterior de un tridngulo es igual a la suma de las medidas de los d&ngulos
interiores no adyacentes a éI.

» Dificultades para reconocer en el dibujo el &ngulo § como adyacente a o.

» Otro conflicto puede asociarse a la posibilidad de generalizar la propiedad a
partir de haberla probado para un triangulo y un angulo exterior particulares
pero arbitrarios.

» Otros conflictos podrian surgir para unificar el dibujo (lenguaje grafico)
con lo planteado en lenguaje simbdlico algebraico para dar emergencia a la
demostracién del teorema.

» Dificultades para comprender que el dibujo interviene como un todo que
debe ser descompuesto en diferentes elementos para su respectivo anélisis:
angulos interiores del triangulo, semirrectas, d&ngulo exterior al triangulo.

Nuevamente, si pensamos que la préctica la tiene que realizar efectivamente el
alumnado, a los ya mencionados pueden agregarse conflictos vinculados al proceso
de idealizacién-materializacion, tales como, dificultades para materializar con el
dibujo la representacién de un objeto ideal (tridngulo con los angulos interiores
y un dngulo exterior adyacente a uno de ellos), o para recurrir a ostensivos (por
ejemplo a, f 'y 7v) para evocar tres dngulos interiores del tridngulo ABC, entre otros.

4.4. Conclusiones de los andlisis. Los andlisis realizados a estas practicas de
validacién ponen en evidencia que:

= Se debe tener disponible una gran variedad de objetos primarios.

Particularmente, en las practicas se ponen a funcionar procedimientos
o acciones que estdn en estrecha relacién con los argumentos y que, en
muchos casos, no son anticipados en los cuadernillos o textos, por ejemplo,
en la PV1, se supone que v/2 es un nimero racional y se ponen a funcionar
ciertos procedimientos, sin hacer referencia a que se intenta suponer una
proposicion, para deducir a partir de ella una contradiccién y poder asegurar
que dicha proposicién no vale.

Para comprender y realizar cada préctica, es necesario que los estudiantes
tengan disponible diversas definiciones y propiedades, algunas de las cuales
se utilizan implicitamente en los textos, tal es el caso, por ejemplo, de la
siguiente propiedad en la PV1: si dos ntimeros reales son iguales entonces
los cuadrados de dichos nameros son iguales; o de la definicién de igualdad
de conjuntos no explicitada desde el comienzo en la PV2.

Los argumentos se desarrollan de acuerdo con la forma légica de los enun-
ciados de las proposiciones que son necesarias validar, algunos de los cuales
incluyen, por ejemplo, una doble generalizacioén (enla PV3), lo que da cuenta
de su complejidad. El tipo de argumento desarrollado se corresponde, en to-
dos los casos, con demostraciones informales (directas e indirectas), puesto
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que la mayoria de las propiedades, reglas l6gicas y métodos de demostracién
se utilizan de manera implicita en los textos analizados. Por ejemplo, en la
PV1 no se hace explicita la forma que se emplea para argumentar (método
del absurdo).

Si bien en algunas de las practicas hay indicios de lenguaje coloquial,
grafico y simbdlico aritmético, el lenguaje que las regula es de tipo simbdlico
algebraico.

» Para comprender y desarrollar estas practicas, se deben transitar por diversos
procesos duales.

Uno de los procesos fundamentales es el proceso de representacién-signifi-
cacion, el cual se manifiesta, por un lado, en la necesidad de otorgar significa-
do a ciertos términos 16gicos que aparecen en las proposiciones que hay que
validar o en las practicas mismas, por ejemplo, en la PV1 otorgar significado
al condicional = y al término contradiccién como una proposicién falsa
(conjuncién de una proposicién y su negacién), o al bicondicional < en
la PV2. Por otra parte, también es necesario otorgarles contenido a ciertas
expresiones matemadticas, por ejemplo, en la PV1 es necesario significar la
expresion 2¢* = p? como p? es multiplo de 2, 0 en la PV2 a la igualdad entre
conjuntos. En la PV3, ademas, es necesario significar a los dibujos como una
representacion ostensiva de las figuras que son objetos tedricos o ideales.

También se hace necesario transitar por procesos de materializacién-ideali-
zacién, dado que, para avanzar es necesario reconocer en ciertos ostensivos
las ideas que se movilizan, por ejemplo, en la PV1 reconocer los objetos
no ostensivos que se movilizan en la expresion 2¢*> = (2k)? = ¢* = 2k*.
Pero también, si se piensa en la realizaciéon efectiva de las practicas por
parte de un estudiante, es necesario transitar por procesos de idealizacion-
materializacion, ya que, se deben evocar ciertas ideas con los ostensivos
adecuados, por ejemplo, en la PV2, es necesario materializar un elemento
cualquiera del primer conjunto con un ostensivo como z.

Son fundamentales los procesos de particularizacién-generalizacién, prin-
cipalmente al generalizar la validez de las proposiciones a partir de probarlas
para elementos particulares arbitrarios (en la PV2, por ejemplo, se parte de
un elemento z particular arbitrario y se generaliza para todo z), asi como
utilizar propiedades generales en casos particulares.

Es necesario también transitar procesos de descomposicién-reificacion,
dado que en las practicas es esencial, por un lado, reconocer algunos objetos
como un todo unitario y, por otro, poner en relaciéon todos los pasos llevados
a cabo para comprender la emergencia de un tipo de validacién, por ejemplo,
poner en relacién todos los pasos realizados en la PV1 y unificarlos para
comprender el funcionamiento del método del absurdo.
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» La forma de avanzar en estos procesos duales puede ser fuente de conflictos
semibticos potenciales, vinculados a posibles disparidades entre significados
otorgados a ciertas expresiones matemaéticas y simbolos légicos respecto
de los significados pretendidos; dificultades para reconocer en ciertos os-
tensivos los objetos no ostensivos que se movilizan, asi como también para
utilizar ostensivos adecuados al evocar objetos no ostensivos; dificultades
para generalizar las proposiciones a partir de haberlas probado para objetos
particulares arbitrarios, y también, al tener que particularizar propiedades
generales; ausencia de reificaciéon a partir de un tratamiento sistémico de
cada uno de los pasos propuestos en las practicas y posibles dificultades
para considerar determinados objetos como un todo unitario que debe ser
descompuesto en diferentes elementos para su anélisis.

§5. Consideraciones finales

La exploracién y el anélisis de algunas de las primeras demostraciones que se
promueven en los materiales del ingreso a la carrera de grado Profesorado en
Matematica en la universidad donde tiene lugar nuestra labor como docentes, nos
permitié detectar algunos conflictos semi6ticos potenciales que aportan explicacio-
nes y posibilitan gestionar algunas de las dificultades efectivas que manifiestan
los estudiantes para comprender y realizar demostraciones, teniendo en cuenta
la variedad de objetos que son necesarios tener disponibles y los procesos que se
deberian transitar. Ademas, este estudio confirma las hipétesis iniciales sobre posi-
bles distancias entre las practicas de validacién logradas por estudiantes del altimo
ano del nivel secundario, estudiadas y analizadas en Markiewicz et al. (2021), res-
pecto de las que se promueven en el nivel superior, asi como también, comprender
desde otra perspectiva esta distancia. Asi mismo, nos lleva a cuestionarnos ;cémo
articular los modos de validacién que el alumnado trae de la escuela secundaria
con este tipo de pruebas que exigen un manejo formal y funcional del método
deductivo, como lo son las demostraciones?

Consideramos que es necesario generar una actividad matematica mas amplia
que incluya la generacion y refinamiento de conjeturas y la produccién de argumen-
tos para estas conjeturas que no necesariamente califiquen como demostraciones,
pero que pueden llegar a aportar elementos para idear las mismas (A. Stylianides
et al., 2016). El trabajo sobre otros tipos de pruebas que tienen una funcién mas
explicativa (Balacheff, 2000; Hanna, 2000) podrian favorecer la comprensién por
parte de los estudiantes (Fiallo, 2013) y actuar de bisagra entre las pruebas pragma-
ticas logradas y las demostraciones pretendidas, apuntando asi a una continuidad
cognitiva entre la argumentacién y la demostracién (Boero, 2007; Pedemonte, 2005).
Ejemplo de estos tipos de pruebas son las pruebas intelectuales a las que refiere
Balacheff (2000), particularmente, las pruebas de tipo ejemplo genérico, cuando se
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intentan explicar las razones de validez de una asercién realizando transforma-
ciones sobre un objeto representante de una determinada clase, sirviendo como
medio para mostrar la prueba, o también, la experiencia mental, que se centra en la
accion, interiorizandola y separdndola de su ejecucién sobre un representante en
particular y basandose en el uso de propiedades y relaciones entre los objetos. Otro
ejemplo son las fundamentaciones, tales como las concibe Duarte (2010), las cuales
se apoyan en el valor explicativo de los argumentos, por encima del formalismo,
admitiendo asi, un lenguaje familiar.

La complejidad ontosemidtica y 16gica de las demostraciones esperadas en el
nivel superior y los conflictos semi6ticos potenciales puestos en evidencia en este
trabajo, tensionan, de algtin modo, la idea de una continuidad cognitiva entre la
argumentacion y la demostracion (Boero et al., 1996) y son aspectos a tener en
cuenta cuando se piensa en la entrada a la validacién en la universidad. En este
contexto, se hace imprescindible flexibilizar el concepto riguroso y absoluto de
demostracion, ya que, una visién estrecha de la demostraciéon no refleja la realidad
en la practica matemética educativa (Hanna y de Villiers, 2012; Montoro, 2007).
Pero también es fundamental conocer y ser conscientes de la complejidad ontol6-
gica, semidtica y logica de este tipo de précticas y de los conflictos semiéticos que
puedan generarse en la practica, y, en este sentido, este estudio pone de manifiesto
algunos aspectos que son necesarios movilizar (objetos y procesos) para poder
comprender y construir las demostraciones pretendidas.

Asi, este trabajo ayuda a problematizar los procesos de ensefianza y aprendizaje
de la demostracion, pero también marca la necesidad de hacerse cargo de esta
problematica, tanto desde la escuela secundaria, como por parte de quienes estamos
a cargo de regular el conocimiento en el nivel de educacién superior, mds atin en
el Profesorado en Matematica, repensando el tipo de validacién pretendido en
cada nivel educativo (Esteley et al., 2019) y recuperando las formas de validar de
estudiantes que ingresan a la universidad para, paulatinamente, ir construyendo
préacticas de validacién mds cercanas a la demostracion. Todo esto con el propédsito
de que los estudiantes puedan avanzar en un ambiente de mayor articulacién con
sus conocimientos disponibles.

Finalmente, esta investigacion pretende ser un aporte a los estudios sobre
la complejidad ontosemiética que revisten las demostraciones matematicas
(Markiewicz y Etchegaray, 2017, 2018; Recio, 1999), ya que, pone de manifiesto
relaciones y significados que en muchas ocasiones estan ocultos en las précticas
planteadas en los materiales de trabajo que utiliza un docente. Sin embargo,
es sumamente necesario reconocer ciertas limitaciones del estudio. Por un
lado, es importante sefialar que el anélisis realizado se basé tinicamente en
tres demostraciones presentes en los materiales del ingreso a la universidad. Si
bien este andlisis constituye un paso inicial fundamental para comprender las
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dificultades de los estudiantes ante la demostracién y pensar en procesos de
estudio con mayor idoneidad cognitiva e instruccional, reconocemos que no es
suficiente para extraer conclusiones mds generales sobre el tipo de practicas de
validacién que prevalecen en el desarrollo completo de las asignaturas. En este
sentido, se hace necesario ampliar la exploracién y el analisis teniendo en cuenta
otros aspectos fundamentales, como lo son las clases que efectivamente dictan
los docentes, donde abordan distintos tipos de précticas de validacién. Por otro
lado, es necesario reconocer que nuestro andlisis se lleva a cabo en un contexto
especifico, es decir, en una carrera de grado de una universidad particular. Seria
de gran interés poder extender este estudio a otras universidades para realizar
un analisis més exhaustivo sobre el tipo de practicas de validacién que se llevan
a cabo en distintos contextos. Continuamos nuestra linea de investigacién en la
busqueda continua de mejoras para los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
demostracion a partir de la construcciéon de propuestas que lo posibiliten (Lew y
Mejia Ramos, 2019; A. J. Stylianides et al., 2022).
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