éSClbiClS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

en un cuadrado cualquiera, el octogono interior obtenido por el corte
de las 8 medias diagonales no es regular?

Recordamos que por media diagonal de un cuadrado nos referimos al
segmento que une un vértice con el punto medio de un lado opuesto (o sea,
hay dos medias diagonales por vértice).

Hay 8 medias diagonales en un cuadrado C = [JABCD, que podemos dividirlas
en dos grupos. Si P, O, R, S son los puntos medios de los lados AB, BC, CD y
DA, respectivamente, tenemos un grupo formado por AQ, BR, CS y DP, y otro
formado por AR, BS, CP y DQ. Cada uno de estos dos conjuntos de cuatro
medias diagonales determina un cuadrado que tiene % del area de C (ver el
JSabias que...? del nimero anterior, Numero 38, vol. 2, afio 2023).

El corte de las 8 medias diagonales determina un octégono ©, que es ademas
la interseccion de los dos cuadrados interiores mencionados mas arriba.
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Podria parecer que por la simetria con que fue construido el octégono, este
deberia ser regular. Pero no, para nuestra sorpresa no es asi. Por supuesto que
los 8 lados del octoégono O son congruentes. En efecto, dos lados consecutivos
de O son congruentes pues algunos pares de ellos son simétricos con respecto
a una diagonal del cuadrado C y otros pares son simétricos con respecto a un
segmento que une los puntos medios de C.
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Sin embargo, los angulos no son todos congruentes, sino que vienen en 2
conjuntos de 4 angulos congruentes cada uno. Por un lado, si rotamos 90° el
cuadrado ABCD con respecto a su centro, cada angulo azul del octégono va a
parar al angulo azul siguiente y lo mismo ocurre con los verdes. Esto demuestra
que los angulos azules son todos congruentes entre si, y que los angulos verdes
también son todos congruentes entre si. Por otro lado, damos a continuacion dos
pruebas muy sencillas (sin medir) de que los angulos verdes no son congruentes
a los azules. Dejamos de desafio al lector calcular la medida de los angulos
azules y verdes.

(1) Para la primer demostracion, observemos la figura siguiente:
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Si O fuese regular, OM y OJ serian congruentes. Sin embargo, es facil ver que
no miden lo mismo:

|OM|=|MP| = ;|AS| = {|AB],

1
2
mientras que

041 = Yol = Lac) = LB,

donde hemos usado que M P es base media del triangulo ASAB (en el ler caso)
y que J es el centroide de ABCD (en el 2do caso). Recordemos que el centroide
de un triangulo es la interseccion de las medianas y que dada una mediana
cualquiera, se encuentra a % del punto medio del lado donde apoya la mediana

ya % del vértice opuesto.
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(2) La segunda demostracion es mas simple todavia. Basta observar la
siguiente figura.
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Si el octégono fuese regular, entonces al rotar el triangulo azul por el centro de ©
de forma antihoraria tendria que coincidir con el triangulo rojo, pero claramente
el triangulo azul tiene el lado mayor mas corto que el lado mayor del rojo (1
versus \/2 si suponemos que C es unitario).

Finalmente, ahora que ya hemos visto que el octogono no es regular, nos surge
la duda, ¢cual es su area? Sabemos que tiene que ser menor que % del area del
cuadrado grande C. De las figuras, vemos que por construccion, el area de O es
el area de C; (o de C,) menos el area de cuatro triangulitos rectangulos.

;Te animas a encontrar el area de O? La solucion en la dltima pagina.
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