dSClbiClS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

se pueden cribar los nimeros primos con una parabola?

Todos sabemos desde chicos que los nameros primos, es decir, aquellos que
solo son divisibles por 1y por si mismos, son infinitos. En efecto, ya lo sabian los
antiguos griegos, pues en los Elementos de Euclides ya aparece una demostra-
cion de este hecho. Pero también sabemos que no hay una férmula para hallar
el n-ésimo numero primo. De esta manera, se vuelve un problema basico dado
un entero positivo N saber cuantos primos menores a N hay y cuales son.

Para resolver ambos problemas tenemos el método de la criba (cribar quiere
decir zarandear). La primer criba conocida es la del polimata griego Eratostenes
(276 a.C.-194 a.C.) quien fue matematico, astronomo y geégrafo. De hecho, le
debemos a Eratostenes la jprimer medicion del radio de la tierra!

Seguramente casi todos conocen la mencionada criba de la escuela primaria o
secundaria. Funciona asi: se elije un niumero natural N, digamos el 100 y se hace
una lista de todos los niumeros del 1 al N. El 1 no es primo (podemos tacharlo) y
el primer numero primo es el 2. Marcamos €l 2 con un circulo y tachamos todos
los numeros pares mayores que 2 (multiplos de 2), ya que no seran primos.
Luego miramos el primer numero no tachado, que es el 3. Como 3 es primo, lo
circulamos y tachamos todos los multiplos de 3, ya que no seran primos. Por
una cuestion de eficiencia, si queremos no volvemos a tachar un numero ya
tachado (por ejemplo el 6 o cualquier multiplo de 6 se tacha por ser par y por
ser multiplo de 3). Siguiendo este procedimiento, los niumeros menores que 100
que no se encuentren tachados seran primos, como puede verse en la siguiente
figura:
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Por supuesto, existen otras cribas mas modernas (de las cuales quizas nos
ocupemos en otra ocasion), como la de Sundoran (1934), la de Atkin (2003) y las
llamadas cribas de rueda. Sin embargo, hay una de ellas que lleva adelante la

Revista de Educacion Matemadatica. Vol. 38, N° 3 — 2023 25



26  Leandro Cagliero y Ricardo Podestd

Criba de Eratostenes de una manera geométrica. Se trata de la criba parabdlica
que explicamos a continuacion.

Consideremos la parabola de la forma

y= x2.
Ya August Mobius observo en 1841 (Geometrische Eigenschaften einer Factoren-
tafel, Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Vol. 22, pp. 276-284)
que la recta que une dos puntos cualquiera de la parabola, uno en cada rama
de ella, digamos P = (—m,m?) y Q = (n,n*), corta al eje y en el punto R = (0, mn).

(n,n?)

mn

—-m, mz)

En efecto, la recta
y = (n—m)x + mn.

pasa por los puntos P = (-m,m?) y Q = (n,n?) y tiene ordenada al origen mn.

En 1999, los matematicos rusos Yuri Matiyasévich y Boris Stechkin publica-
ron en la pagina personal de Yuri la mencionada criba parabdlica (ver la pagina
logic.pdmi.ras.ru/ yumat/personaljournal/sieve/sieve.html), que te contamos a
continuacion. Utilizando la observacion de Mdbius hecha mas arriba (aunque
no sabemos si Yuri la conocia o no), consideramos todos los puntos enteros de
la parabola y = x?, es decir todos los puntos de la forma

P = (—-m,m?) y 0 = (n,n?%)

con m,n € N. Si unimos todos los puntos enteros P de una rama con todos
los puntos enteros Q de la otra rama con rectas (digamos que para n,m < N),
encontramos que cortan al eje y en los puntos de la forma nm con n,m € N.
Esto quiere decir que estas rectas cruzan al eje y exactamente en los nimeros
compuestos nm y no corta a los numeros primos. Es decir, jestamos cribando a
los numeros primos en un eje usando una parabola!

A continuacion graficamos la parabola con las primeras rectas y los primeros
primos, pues ya se sabe que una imagen vale mas que mil palabras.
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O sea, los puntos (+2,4) tachan los multiplos de 2 mayores que 2, los puntos
(£3,9) tachan todos los multiplos de 3 mayores que 3, los puntos (+5,25) tachan
los multiplos de 5 mayores que 5, etc.

Finalmente notamos que, tal como hacemos en la Criba de Eratdstenes, bus-
cando evitar algunas “tachaduras” repetidas, basta trazar los segmentos que
unen (—p, p?) —en rojo en la figura-y (n,n%) con p recorriendo los primos que nos
van apareciendo y n > p.

August Ferdinand Mébius (Schulpforta, 17/11/1790 - Leipzig, 26/9/1868) fue un mate-
matico y astronomo aleman. Es mas que nada conocido por su descubrimiento en 1858
de la superficie que hoy lleva su nombre, la cinta de Mobius. Ademas, fue el primero en
introducir las coordenadas homogéneas en geometria proyectiva. Se interesé también por
la teoria de nimeros donde la funcion aritmética de Mobius u(n) y la férmula de inversion
de Mébius se nombran asi por €l.

Yuri Vladimirovich Matiyasévich (Leningrado, 2/3/1947) es un matematico ruso. En
1964 obtuvo el primer premio de la 6° Olimpiada Internacional de Matematica que tuvo
lugar en Moscu. Matiyasévich se graduo en el Departamento de Matematicas y Mecanica de
la Universidad Estatal de Leningrado en 1969. Es muy conocido por su solucion negativa
al décimo problema de Hilbert sobre soluciones a ecuaciones Diofanticas, presentada en
su tesis doctoral en 1972 con 25 anos, en el Departamento de Leningrado del Instituto de
Matematicas Steklov.
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