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REsUMEN. En este trabajo se presenta el modelo matemdtico y la resoluciéon de un proble-
ma real y cotidiano para estudiantes de la carrera de Ingenieria que cursan materias basicas.
Se propone un modelo simple para estudiar el movimiento de ascenso y descenso de un
portén levadizo no desbordante, que se desliza sobre dos rieles horizontales y otros dos
verticales. La resolucién del modelo matematico atraviesa diferentes contenidos, geome-
tria de curvas, cédlculo y andlisis diferencial, topologia, optimizacién. Se describe matema-
ticamente la curva que representa el recorrido del portén en su movimiento de apertura,
se presentan los resultados técnicos del problema y se analiza su importancia como pro-
puesta metodoldgica, en el contexto del aprendizaje basado en problemas y la educacién
basada en competencias.

Palabras clave: Aprendizaje basado en problemas, Célculo diferencial, Modelado mateméti-
co.

ABbsTrRACT. This work presents the mathematical model and the resolution of a real and
everyday problem for students of the Engineering career who take basic subjects. A simple
model is proposed to study the upward and downward movement of a non-overflowing
liftgate, which slides on two horizontal rails and two vertical rails. The resolution of the
mathematical model goes through different contents, geometry of curves, calculation and
differential analysis, topology, optimization. The curve that represents the path of the gate
in its opening movement is mathematically described, the technical results of the problem
are presented and its importance as a methodological proposal is analyzed, in the context

of problem-based learning and competence-based education.

Keywords: Problem-based learning, Differential calculus, Mathematical modelling.

§1. Introduccién

Desde hace tiempo, en las carreras de ingenieria se vienen observando serios
problemas en la interpretacién, desarrollo y resolucién de problemas matematicos
a partir de la observacién de problemas reales. En el transcurso de su formacion,
el estudiante debe adquirir conocimientos bésicos generales que constituyen la
base en la que se apoyan los desarrollos cientificos. Asimismo, deben ser capaces
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de identificar, formular y resolver problemas de ingenieria, comunicar y defender
sus ideas y coordinar el trabajo con sus pares. La tarea de los docentes de ma-
tematica tiene dos componentes: la organizacién matemadtica como herramienta
fundamental para modelizar cualquier actividad matematica y la organizacion
did4ctica desarrollando tareas que faciliten el aprendizaje de nuevos contenidos y
movilizacién de saberes previos. El docente debe ser capaz de proponer estrategias
didécticas que promuevan el aprendizaje activo de los estudiantes y el desarrollo
de capacidades técnicas propias de la formacién. Existen diferentes metodologias
de aprendizaje activo, por ejemplo el aprendizaje basado en problemas (ABP)
(Nieto Said, 2004; Escribano y del Valle, 2008). Para trabajar en el aula con los
estudiantes, los docentes deben elegir y/o disefiar problemas que los involucren en
escenarios relevantes, faciliten la conexion entre la teoria y su aplicaciéon razonada,
los desafien a buscar soluciones interesantes, fomenten el trabajo en grupos y
requieran, no sélo conocimientos, sino discernimiento respecto a las diferentes
maneras de abordar el problema. En la Seccién 2 se propone un problema real y
cotidiano: estudiar el movimiento de ascenso y descenso de un portén levadizo
no desbordante, como un buen ejemplo para implementar la estrategia didactica
(ABP). En la Seccién 3 se presentan los conceptos tedricos a los que el estudiante
debe recurrir para modelar y resolver el problema desde diferentes perspectivas y
grados de dificultad. En las Secciones 4 y 5 se describe el modelo matematico y se
analizan los resultados obtenidos respectivamente. Finalmente, en la Seccién 6 se
presentan las conclusiones.

§2. El problema

El problema consiste en estudiar el movimiento de ascenso y descenso de un
portén levadizo no desbordante, que se desliza sobre dos rieles horizontales. Para
describir mateméaticamente el recorrido del portén en su movimiento de apertura
utilizando un modelo simple, se emplean diferentes conceptos y resultados de
geometria de curvas, cdlculo y andlisis diferencial (Ardenghi, Buffo, y Alvarez,
2019), topologia y optimizacién. Para los estudiantes el problema se enuncia como
sigue: Al entrar un automévil a un garaje, en el que ya hay otro vehiculo estacionado, e
intentar cerrar el porton levadizo no desbordante como se muestra en la Figura 1, una parte
del porton impacta al sequndo automovil. Se desea analizar por qué ocurrio el impacto, de
qué forma podria evitarse cualquiera sea el tamaiio del vehiculo y como se expresa matemdti-
camente el recorrido del portén en su movimiento de ascenso o descenso. Ardenghiy cols.
(2019) presenta el problema descripto como un recurso para la implementaciéon
préctica del aprendizaje enfocado en competencias para las asignaturas Analisis
Matematico I.
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Ficura 1. Sistema portén, garaje, auto.

§3. Conceptos teéricos

A continuacién se presentan algunos conceptos fundamentales para resolver el
problema matematico (Bartle, 1980; Courant y Fritz, 1965; Rey Pastor, Pi Calleja, y
Trejo, 1968; Spinadel, 2004).

3.1. Problemas de optimizacién. Se considera el problema de optimizacién con
restricciones de igualdad

min f(z)

c(x) =0,
donde f : D C R" — R es la funcién objetivo de clase C? c:DCR" — Resuna
funcién continua y diferenciable, que representa la restricciéon del problema y define
el conjunto o regién de factibilidad. En particular,si f : D CR — R, f € C*(R)

y no hay restricciones de igualdad, entonces las condiciones necesarias y suficientes
para que z, sea un minimizador local de f son

(3.2) f(z) =0, f"(x,)>0.

Para el problema (3.1) sea

(3.1)

L(z,\) = f(z) + Ae(2)

la funcién de Lagrange asociada al problema, donde A € R es el multiplicador de
Lagrange de la restriccién c(z). Entonces las condiciones necesarias y suficientes para
que z, sea un minimizador local de f, sujeto a la restriccion ¢(x) = 0, es que exista
. € Rtal que

Vo L(w, Ax) =0,

(3'3) C(ZL‘*) = O,
2IV2L (24, M)z >0,V ztal que Ve(z,)Tz =0,
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siempre que V¢(z,) # 0. La condicién de primer orden en (3.3) se llama condicién
de optimalidad, se expresa

V() = =AVe(z,),

y garantiza que el gradiente de f en z, sea combinacion lineal del gradiente de c en
z,, la segunda ecuacién en (3.3) verifica que z, sea un punto factible y la condicién
de segundo orden establece que la matriz Hessiana £(z,, \.) sea definida positiva,
siempre que el vector z pertenezca al espacio tangente de las restricciones, esto es,
que sea normal al gradiente de la restriccién ¢, Ve¢(z,) cualquiera sea z.

3.2. Envolvente de curvas planas. Sea {C,} un haz o familia uniparamétrica de
curvas planas de ecuacion

(3.4) f(z,y,t) =0

dependientes de un pardmetro ¢, donde f es una funcién escalar con derivadas
parciales primeras continuas. Una curva £ que en cada uno de sus puntos es
tangente a alguna de las curvas de la familia {C;} se llama envolvente de la familia
de curvas, y cada una de las curvas C; se denomina involuta. Supongamos que
existe la envolvente E de la familia de curvas f(z,y,t) = 0 dada. Entonces en
el punto de contacto de la curva f(x,y,t) = 0 con la envolvente se verifica que
fi(z,y,t) = 0. Si pueden determinarse x e y como funciones de ¢ por medio de
estas dos ecuaciones, se obtiene la representacion paramétrica de una curva con
pardmetro ¢, y esta curva es la envolvente que puede representarse por medio de

dos funciones continuamente diferenciables z(t), y(t):
(3.5) g T
y=y(t),

donde
(t) + 9= (t) # 0.
Aplicando la regla de la cadena, la derivada de la funcién f respecto de ¢ es

(3.6) Fo(8) + £,5/(6) + £, = 0.

Ahora bien, si para el haz de curvas {C}} la envolvente £ existe, entonces por la
condicién de tangencia los vectores (fs, f,) vy (2'(t),4/(t)) son ortogonales, esto es

f2'(t) + f,y'(t) = 0.
Luego la expresion (3.6) se convierte en f; = 0. Por lo tanto, las ecuaciones

{ f(t),y(t), 1) = 0,

(3.7)
fi(x(t),y(t),t) =0,
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son una condicion necesaria para la envolvente E. Si existen x(t) e y(t) que satisfacen
el sistema (3.7) y ademads f; + f; # 0, 2”(t) 4+ y*(t) # 0, entonces se tiene una
condicién suficiente de existencia de E.

3.3. Sucesiones de funciones. Sea {f,} una sucesion de funciones
fn: D CR = R;sediceque f : D C R — R es el limite puntual de la suce-
sién { f,,} si paracadaz € D

m fo(z) = f().

Se dice que la sucesién de funciones { f,,} converge a una funcién f en D si y s6lo
si para cada ¢ > 0 y para cada xz en D hay un namero ny(¢, z) € N tal que para
todo n > ng(e, x), |fu(x) — f(z)| < e. Esta convergencia es una propiedad local
de la sucesion en el punto z. Se dice que la funcién f : D C R — R es el limite
uniforme de la sucesién {f,,} si para todo € > 0 existe un natural ny(¢) € N tal
que |f(x) — fu(z)| < e para todo x € D y para todo n > ng(e). Se sabe que dada
{f»} una sucesién de funciones f, : [a,b] C R — R que converge uniformemente a
la funcién f sobre el intervalo [a, b], si cada f,, es continua en [a, b], entonces [ es
continua en [a, b].

Teorema 1. (Dini) Sea (E,d) un espacio métrico compacto, f : E — R una funcion
continua y {f.}, fn : £ — R una sucesion de funciones continuas. Si { f,} converge
puntualmente a f en E y es métona decreciente, f,1(x) < f.(x) para todo x € E y para
todo n € N, entonces { f,,} converge uniformemente a f en E.

Un conjunto K € RP se dice convexo si para cada par de puntos de K, el segmento
que los une esta totalmente incluido en K, es decir, siz, y € Kyt € [0, 1], entonces
(1—-t)z+ty = x+1t(y—x) € K. Lainterseccién de cualquier coleccién de conjuntos
convexos en R? es convexa.

§4. Modelo matemadtico del problema

Para estudiar el movimiento de ascenso y descenso de un portén levadizo no
desbordante que se desliza sobre dos rieles horizontales y dos verticales, se propone
un modelo simple. Se considera una seccién plana longitudinal del garaje y se
asocia un sistema de ejes coordenados con origen en O como se muestra en la Figura
2; el porton, de altura L, se representa con el segmento AB y los rieles horizontal y
vertical, de igual tamafio, con los segmentos con OD y OF, respectivamente. Si el
portén estad cerrado AB = OF y esta contenido en la recta perpendicular a eje x
de ecuacién x = 0. A medida que el portén asciende (o desciende) los puntos A
y B se «desplazan» sobre los ejes z e y; el segmento AB pertenece a la recta, que
interseca a los ejes coordenados en los puntos A = (x¢,0) y B = (0, yo), de ecuacion

yz—@(ﬂﬂ—%), 0<z9< L, —L <y, <0.
Lo
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A
Como el tridngulo AOB es rectdngulo en O, x e y, satisfacen la relacién Pitagorica:

Ficura 2. Esquema simple para el modelo del movimiento del portén.

o +yo = L%

Cuando el portén estd completamente abierto AB=0D,zy =L y la recta r es
horizontal. En resumen, la posicién del portén de altura L, parametrizada en z,
se expresa cComo:

Portén cerrado  xp = 0, —L<y<O0, st x =0,

Ve

o

(4.1)

Portén abriendo 0 < zy < L, y= x—1x), si 0<xz < x.

Sea (x,y) el punto fijo sobre el portén que se muestra en la Figura 2, si la medida
del segmento AQ es b y la medida del segmento BQ es a = L — b, entonces los
tridngulos rectangulos sombreados en la figura son semejantes. Luego

: P

a b
Elevando al cuadrado cada miembro de la ecuacién anterior se obtiene que z e y

satisfacen ) )
z )
2tE=h
por lo tanto el punto ) durante el movimiento de apertura del portén describe

una trayectoria eliptica como se muestra en la Figura 3.

§5. Analisis de los resultados

5.1. Resolucién del problema de optimizacién en una variable. Con el modelo
simple propuesto en la seccién 4, se plantea el siguiente problema (Ardenghi y
cols., 2019): Calcular cudl es la mejor distancia a la que puede ser colocado un automovil
dentro del garaje sin que, durante su recorrido, el portén levadizo lo impacte. Para un
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Ficura 3. Trayectoria eliptica (linea punteada) de un punto fijo @)
sobre el portén (0), en su movimiento de apertura. Posicién del
portén (linea llena).

B R - ittt

Ficura 4. Ejemplo del modelocon L =3 m, h=12my C = (0.65, —1.8).

portén de altura L y un auto de altura £, el valor de la abscisa del punto de impacto
C = (z,h — L) mostrado en la Figura 4 es

h—L)x
€T = % + 'TO'
Para encontrar la abscisa del punto C, que cumple con el objetivo de ser la me-
jor distancia para que el portén no impacte al auto, se plantea el problema de

optimizacion
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(5.1) méx f(zg) = ——=— + 0.

0<z0<L L2 — 22
Se tiene en cuenta que resolver (5.1) es equivalente a resolver el problema de
minimizar la funcién — f(z). La expresién de la derivada primera es:
(h— L)L?
Al aplicar la condiciéon de optimalidad de primer orden (3.2) y resolver la ecuacion
se obtiene

f(wo) =1+

xy = \/ L2 — {/(h— L)2LA
Se verifica la condicion de optimalidad de segundo orden
3(h— L)Lz}
(22 = (&)’
y se concluye que zf; es un maximizador local de la funcién f y el maximo local

[ (z}) es el valor de la abscisa del punto C'. Para verificar que se trata de un maximo
global en D = (0, L) se calculan los limites en la frontera

lim f(xy) =0, h’rg f(zo) = —o0.

o —0t

//(x*) —

< 0,

En la tabla se resumen los resultados obtenidos para dos casos de estudio:

Caso‘L‘h‘x(*]‘ Uy ‘
I [3]12]161 —2.53 046 —1.8

oI |3]15]182]-2.38 0.68 —-1.5

En la Figura 5 se representan los puntos C (z, h — L) para diferentes alturas de
auto h, y el segmento AB que modela la posicién del portén.

5.2. Resolucion del problema de optimizacién en dos variables con restriccio-
nes de igualdad. El problema de la seccién anterior puede reformularse como
sigue

(L—h)zg
Yo

max  f(xo, ) = + g
(5.2) s

i+ yi—L? =0,
y resolverse usando el método de los multiplicadores de Lagrange,
(L — h)SC()

J + 20+ ANap +yg — L?).
0

E(l"o,yo, >\) =
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! 1 L 1 !
o 0.5 1 1.6 2 25 3
X, m

Ficura 5. Grafico del punto C para diferentes valores 0 < h < 3y
de la posicién del portén (segmento AB en linea llena) .

Se aplican la condiciones de optimalidad y factibilidad
L=h 1 4 220
(5.3) V.L = =0, w24y — L =0,

_% + 240\
0

se resuelve el sistema (5.2) y se obtiene

w5 =L — V(=LA g =—3/ (L= R

En la tabla se presentan los valores resultados para dos casos de estudio:

Caso|L| h| ap | w5 |o=f@)|y=h-L] A
I |[3|12[16117]—25303| 046517 | —18 [—0.089539
I | 3]1.5(1.8249 | —23811| 067529 | —15 |—0.101385

5.3. Anadlisis topolégico del problema. Para cada posicién z, del portén, se de-
fine un conjunto dado por el techo, el piso, el fondo y el portén del garaje. Este
conjunto es convexo ya que se expresa mediante el sistema de inecuaciones lineales

(0<z<P
\y—x—omg— L? — 22

El conjunto G de todos los puntos del garaje que no son alcanzados por el portén en
ningtin momento, es decir el “conjunto ttil del garaje”, se obtiene como interseccién
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05

25

Ficura 6. Solucién grafica del problema de optimizaciéon en dos
variables para el caso h = 1.2.

Figura 7. Conjunto U(x).

de todos los U(zy) con zy € (0,L) convexos, luego G es un conjunto convexo.
Al partir de la Figura 5 puede suponerse que la parte “curva” de la frontera
de GG es una funcién continua g. Para demostrarlo se construye una sucesién de
funciones poligonales. Para cada n € N se considera un conjunto de 2" — 1 rectas
que representen 2" — 1 posiciones del portén. Si n = 1 se tiene una recta; si se
considera la posicién del portén cuando el extremo inferior se halla a la mitad del
recorrido la recta es

(5.4) yi(x) = NZEO
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Sin = 2 se tienen 3 rectas, en particular se consideran:

L
yi(z) = ch - %
2L
(5.5) y3(x) = ch -2,
3L .
y%(%) = L2—4(¥)2x %
4

Sin = 3 resultan ser 7 rectas:
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Analizando las expresiones (5.4), (5.5) y (5.6) se observa que y3(z) = yi(z), por lo

tanto al pasar den = 1 an = 2 se agregan dos rectas a (5.4). Andlogamente como

ys(z) = yi(x) e yg(x) = y3(x) al pasar de n = 2 an = 3 se agregan otras cuatro
rectas a (5.5). En general, para un n arbitrario definimos 2" — 1 rectas

e iL

yi'(x) = \/4”:—22x ~on

Sea V,, el conjunto de rectas definidas de este modo para cada n, es claro que

i=1,...,2"—1.

Vo C Vit A partir de estos conjuntos de rectas definimos una sucesién de poligo-
nalesp, : [0,L] = R

po(w) = min {yi (), 0}
Cada una de estas funciones p,, es uniformemente continua ya que el minimo
de funciones uniformemente continuas es uniformemente continua. En la Figura 8 se
muestran las poligonales p;, ps, p3 obtenidas a partir de las rectas definidas en
(5.4), (5.5) y (5.6) respectivamente. Si se define g : [0, L] — R

(5.7) g(x) = lim p,(z)

intuitivamente el grafico de g es la curva que delimita la regioén til del garaje;
se debe verificar que g este bien definida, es decir que para cada z € [0, L] el
limite (5.7) existe. Para un valor T € [0, L] se considera la sucesién numérica
{yn},—, siendo y, = p,(T), como esta sucesioén es mondtona decreciente y acotada
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Ficura 8. Gréfico de las poligonales p; (linea de puntos), ps, (linea
a trazos) y p; (linea sélida).

inferiormente, entonces converge y g esta bien definida. Ademas, como [0, L] es un
conjunto compacto, p,(z) > p,11(z), y p, converge puntualmente a g, entonces por
el teorema de Dini p, — g uniformemente y g es continua [0, L].

5.4. Cailculo del recorrido del portén. Para obtener el recorido del portén es
necesario obtener la expresion de la funcién continua g. En la Figura 5 se observa
que la familia 0 haz de rectas que generan las diferentes posiciones del portén
levadizo, se expresan con la ecuaciéon

f(%%xo) = ToY — 1/ L* — x%(m - 1’0) =0,

con z, como parametro. Para obtener la expresion de la envolvente g del haz de
rectas se aplican las condiciones (3.7):

zoy — /L? — 2i(x — 1) = 0,
2 _
\/LQ—JP (z—=0) + L LUO

Multiplicando la segunda ecuacién en (5.8) por z, y restdindola a la primera resulta:

(5.8)

xg(x —xo)
L? — 22

2

—\/L? — z3(x — o) — L? — 22 =0.

Con algo de trabajo algebraico se despeja x y se obtiene:
3

T
r = X(zg) = Lg’
luego, reemplazando = = X (z) en la segunda ecuacion de (5.8) se obtiene:
2 _ xQ)%
y=Y(x) = —(TO
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En resumen, la envolvente g que describe el recorrido del portén se expresa

r=1
(59) g: (LQ—xg)% ’ ZTo € [07L]
Y= —""712 >

En la Figura 9 se grafica el recorrido del portén ¢ y algunos puntos C (x,h — L)

Ficura 9. Gréfico de la envolvente g y de algunos puntos de tangencia C.

cuya abscisa es la mejor distancia desde la entrada del garaje para que el portén no
impacte a un auto de altura &, obtenidos resolviendo el problema de optimizacién
(5.1) para algunos valores de h.

§6. Conclusiones

Para resolver problemas en contextos reales se requiere una vision sistémica,
conocimiento formal, experiencia, creatividad, practica y juicio. Es decir, un alto
nivel de desempefio en la competencia profesional. Con este problema los docentes
pretenden que los estudiantes se involucren en escenarios reales que faciliten la
conexion entre la teoria y su aplicacion razonada, desafiarlos a buscar soluciones
creativas, que trabajen colaborativamente en su solucién y que sean capaces de
exponer sus ideas de manera escrita y oral.
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