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RESUMEN. Presentamos un estudio sobre demostraciones algebraicas y geométricas del
Teorema de Pitagoras, para la Ensefianza Secundaria, usando software libre de geometria
dindmica. La categorizacién de las demostraciones ofrece al docente un muestrario ttil
como herramienta para la seleccién de los recursos didacticos necesarios para la ensefianza
y aprendizaje de dicho teorema. El conjunto de construcciones dindmicas representadas
con GeoGebra, como resultado de una revisién actualizada y una selecciéon posterior podria
favorecer la tarea docente del profesor.

ABsTRACT. We present a study on algebraic and geometric proofs of the Pythagorean The-
orem, for Secondary Education, using free software of dynamic geometry. The categoriza-
tion of the demonstrations offers the teacher a useful sample as a tool for the selection of
the didactic resources necessary for the teaching and learning of this theorem. The set of
dynamic constructions represented with GeoGebra, as a result of an updated revision and

a subsequent selection, could favour the teacher’s teaching task.

§1. Introducciéon

Durante muchos afios se le ha atribuido a Pitagoras (585-500 a.C.), filésofo
y matematico griego, el enunciado y demostracién del teorema geométrico que
lleva su nombre, el cual expresa la relacién entre los cuadrados construidos sobre
los lados de un tridngulo rectangulo. Existen evidencias de que en otras culturas
también se conocia el teorema aunque no se conoce la existencia de su demostracion.
Se asegura (Bergua, 1958) que durante sus viajes a Egipto y al oriente antiguo, el
sabio griego conoci6 el enunciado de la regla y se dedicé a demostrarla.

Palabras clave: Teorema de Pitdgoras, Software de geometria dindmica, Ensefianza de la geometria,
Demostraciones geométricas.
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El enunciado que dieron los griegos al Teorema de Pitagoras es el siguiente: el
drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa, de un tridngulo rectangulo es iqual a la
suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos. El enunciado moderno
usa términos algebraicos: en un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos. Euclides, segtin su interpretacion al
teorema, dice que el drea del cuadrado cuyo lado es la hipotenusa es la suma de las dreas
de los cuadrados cuyos lados son los catetos.

Esta celebre proposicion, conocida como el Teorema de Pitagoras, la proposicién
pitagorica o la proposicién 47 del primer libro de los Elementos de Euclides, ha
jugado un papel fundamental en el desarrollo de la Matemaética. La relacion pita-
gorica es la ecuacion de la circunferencia que aparece constantemente en el estudio
de la Geometria Analitica y de la Trigonometria, y el teorema del coseno es un caso
particular de dicho teorema. También es la raiz histérica del andlisis indeterminado
de Diofanto y Fermat, y la fuente de casi todas las relaciones métricas en Geometria.

Es notorio el valor préctico del teorema en todas las Ciencias, concretamente
en el campo de la Fisica se encuentra en la rama de Mecénica Clésica, Astrofisica,
Fisica del Estado Sélido, Electromagnetismo, entre otros.

Nuestro trabajo se orienta principalmente a resaltar el interés didactico de dicha
proposicién en la ensefianza y aprendizaje de la matemadtica, y en particular de
la Geometria. Asi pues, el objetivo general de este aporte para la ensefianza ha
sido el de presentar de manera selectiva, demostraciones dindmicas, entendidas
como aquellas en las que el alumno manipula los elementos bien manualmente
o mediante el ordenador. Estas demostraciones pretendemos contribuyan a la
ensefianza de dicho teorema como resultado de una revisién actualizada. Ademas
de la manipulacién, queremos mostrar a la comunidad docente la necesidad de
utilizar metodologias de ensefianza en las que se haga uso de software de geometria
dindmica.

Para cumplir este objetivo se ha realizado una aproximacién mediante una
revision bibliogréfica, asi como una exploracion de las construcciones dindmicas
del teorema que ofrecen varias webs educativas incluidas en la webgrafia como
por ejemplo:

http://elcuadradodelahipotenusa.blogspot.com.es,

http://www.cut—-the-knot.org/pythagoras/index.shtml

A partir de este material, se ha realizado una seleccién y clasificaciéon de las
demostraciones dindmicas encontradas, a las que hemos afiadido construcciones
propias que complementan la revisién general y afiaden un componente did4ctico
a fin de propiciar adaptaciones para el aula.
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§2. Acerca de la construccion de las reglas de calculo para sumar

La historia de la Matematica, como lugar de encuentro entre las ciencias y las
humanidades, es un instrumento magistral para enriquecer culturalmente la ense-
nanza de la Matematica en el aula (Gonzalez, 2004; Alsina, Fortuny, y Burgués, 1988;
Alsina, 1997, 2008). Ahora bien, cuando las actividades se reducen a la inclusién
de la biografia de un personaje determinado o de algtin hecho aislado relacionado
con la materia a tratar, entonces el atractivo y la utilidad de los recursos histéricos
para la ensefianza quedan muy limitados.

Una aproximacién mds directa al aprovechamiento matematico de estos recur-
sos en la ensefianza se puede conseguir proponiendo al alumnado, diferentes
demostraciones cldsicas de la proposiciéon o problemas relacionados con ella, trans-
portando a éstos a la época en las que fueron realizadas, apelando a las tecnologias
disponibles, mediante las demostraciones que veremos en nuestro estudio.

Para ello, los profesores en sus clases, ademas de comentar la biografia de Pita-
goras (Bergua, 1958; Schuré, 1995; Caniff, 1997; Strathern, 1999) pueden examinar
qué métodos utilizaban para las diferentes demostraciones utilizando los recursos
que se describen en este trabajo como son los puzles y GeoGebra.

Por ejemplo, (Gonzalez, 2001, 2008) presenta el pensamiento de Pitdgoras de
una forma integrada. Se destacan los logros matematicos del fil6sofo griego en el
contexto de los restantes aspectos del Pitagorismo. Se presentan los antecedentes
del Teorema de Pitagoras en civilizaciones como la Prehelénica, la Babilénica, en la
India, Egipto y China, asi como las implicaciones y desarrollo de su pensamiento,
no solo en la Historia de las Matemaéticas, sino también en la Historia general. En
este ultimo sentido, el plural recorrido de las ensefianzas pitagoricas a través del
tiempo resulta uno de los aspectos mads interesantes de estos trabajos de Gonzalez.

En (Barrantes, 1998) se realiza el estudio de dicho teorema desde el punto de
vista historico, tratando de estudiar o conocer la vida de Pitagoras y los pitagoéricos.
También se trabajan diferentes demostraciones de la proposicién a lo largo de la
historia que son curiosas o pertenecen a algtin matematico conocido, asi como las
repercusiones y aplicaciones de dicha proposicién para el avance de la Matematica.

Por ejemplo, (Nelsen, 1993), con el objetivo principal de proporcionar pistas
en cada demostracion para estimular el pensamiento matematico, presenta una
recopilacion de demostraciones matematicas a través de imagenes o diagramas. Sin
embargo, una de las recopilaciones mas importante la hace (Loomis, 1968), en una
reedicién del mismo texto de 1940. Encontramos 370 demostraciones diferentes
numeradas y clasificadas como: algebraicas, geométricas, vectoriales y otras que
utilizan la dindamica. Las dos principales vias de demostracién del teorema, es
decir: la analitica o algebraica y la visual o geométrica consideramos son las mas
adecuadas para la utilizarlas en la Ensefianza Secundaria (12-16 afios).
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Por otra parte, dentro de los matematicos, fisicos e ingenieros ilustres de la
historia que abordaron el Teorema de Pitdgoras no falta el genio del Renacimiento,
Leonardo da Vinci que presenta una demostracién basada en equivalencias de
poligonos y que también es nombrada en (Loomis, 1968) con el niimero 46. También
es el caso de la demostracion realizada por James A. Garfield (clasificada con el
numero 23) que tiene la particularidad de ser muy ingeniosa y puede servir al
profesor para relacionar la propiedad pitagodrica con el cuadrado de la suma de un
binomio, también estudiado en estos cursos.

Para ilustrar que el teorema era conocido por geémetras anteriores a los pita-
goricos, seria estimulante considerar dos demostraciones més, idéneas para la
Ensefianza Secundaria: la atribuida al matematico indio Bhaskara y (ver ejemplo 3
de este articulo) y una demostracién china que nos muestra (Loomis, 1968) con
los ntimeros 353 y 36.

En (Barrantes, 1998) se presentan también tres demostraciones basadas en puzles
de seis piezas, de cinco piezas y tres piezas. La principal curiosidad del puzle de tres
piezas radica en que es el de menor ntimero de piezas que nos permite mostrar la
propiedad pitagoérica. En dicho estudio se considera el teorema como un problema
abierto, accesible a los alumnos y a la vez motivante, mediante la utilizacién de
recursos y materiales apropiados como son los puzles pitagéricos con los que
se pueden realizar diferentes demostraciones del teorema, e incluso el alumno
puede construir su propia demostraciéon en consonancia con las demostraciones
geométricas de (Loomis, 1968).

Llegados a este punto, se puede ampliar el estudio de la proposicién pitagorica,
pues no es vélida tnicamente para la suma de las dreas de los cuadrados cons-
truidos sobre los catetos que nos da el area del cuadrado de la hipotenusa, sino
también para cualquier tipo de poligonos construidos sobre los lados del tridngulo
rectdngulo, siempre que los tres poligonos, asi construidos, sean semejantes entre
si. Concretamente, (Barrantes, 1998) muestra la propiedad ampliada a tridngu-
los semejantes, rombos, trapecios y otras figuras irregulares. En la misma linea
(Vasquez, 2012) presenta demostraciones para distintos casos como: rectdngulos
semejantes, tridngulos equildteros y semejantes, que se generalizan a poligonos
irregulares semejantes, como figuras siempre triangulables, y en el limite, a semi-
circulos entendidos como poligonos de infinitos lados.

Esto nos indica que la generalizaciéon de la propiedad no es sélo para poligo-
nos, sino para figuras cualesquiera que verifiquen la condicién de semejanza.
Asi pues, los alumnos pueden comprobar que se verifica para semicirculos, cuartos
de circulos, segmentos o sectores circulares.
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§3. Uso del software de GeoGebra para la ensefianza de geometria

Los diferentes curriculum en las legislaciones educativa vigentes hacen mencién
a la competencia digital, al tratar de forma adecuada la informacién y, en su caso,
servir de apoyo a la resolucién de problemas y comprobacién de la solucién. Consi-
deramos la geometria dindmica como un ambiente computacional de construccién
geomeétrica, basado en la geometria euclidiana. Este recurso se fundamenta en la
tecnologia y las herramientas que nos proporciona, ya que a través de ellas pode-
mos movilizar las figuras geométricas para que adquieran dinamismo (Cabrera y
Campistrous, 2007).

Con esta nueva concepcion de la ensefianza de la geometria, se evitan las figuras
rigidas que se corresponden con una tnica forma de representacion. Sin embargo,
mediante esta metodologia, los alumnos, pelando a un gran ntimero de representa-
ciones, se pueden hacer una idea més precisa de las figuras y llegar a comprender
mejor las propiedades geométricas.

Asi pues, consideramos que los programas informédticos de geometria dindmica,
son un recurso importante que se ponen a disposicién de los estudiantes para
realizar las demostraciones dindmicas. (Groman, 1996) afirma que la geometria
dindmica hace que el alumno aprenda las demostraciones de forma que construye
por si mismo los significados matemédticos en un contexto donde el profesor es un
participante mas del proceso.

Las demostraciones dinamicas hacen que el alumno explore las figuras geométri-
cas para producir conjeturas. (Fiallo, 2010) sefiala que los estudiantes, descubren
los conceptos y propiedades con gran independencia del profesor. Esto los motiva
a querer demostrar la validez, y el programa les proporciona herramientas necesa-
rias para hacerlo. (Mariotti, 2000), que trabaja con Cabri, indica que se produce
una correspondencia importante entre los comandos del mend y las justificaciones
que dan los alumnos de manera que se incrementa la necesidad de recurrir a la
demostracién como un recurso de validacién. Para (Marrades y Gutiérrez, 2000),
el programa de geometria dindmica permite una exploracién empirica de las repre-
sentaciones de las figuras geométricas, hecho que influye en una evolucién positiva
hacia la produccién de justificaciones cada vez mas préximas a demostraciones
deductivas. La explicacion de las figuras construidas juega implicitamente con
la idea de inferencia y prepara al alumnado para comprender cémo opera una
demostracion (Jones, 2000).

Otro aspecto importante a resaltar son las interacciones que se producen entre
estudiantes y profesor. Distintos autores como (Bell, 1976; Lampert, 1990; Gutiérrez
y Jaime, 2012) o (Alibert y Thomas, 1991) sugieren desarrollar las actividades de
forma que los estudiantes pueden aceptar o rechazar argumentos independiente-
mente de lo que afirme el profesor. Las estrategias didacticas en las que el alumno
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reflexiona sobre lo que constituye una demostracion aceptable en matematica
conducen a que el debate sea una forma excelente para discutir y comprender
la validez de las premisas, y querer justificarlas mediante la produccién de una
demostracion (Hoyles, 1997; Jones, 2000). La demostraciéon como recurso de co-
municacién de ideas debe llevarse a cabo a través de actividades que propician la
formulacién de argumentos para convencer a los demés (De Villiers, 1993; Duval,
1998).

En esta propuesta, los autores utilizan GeoGebra como software de Geometria
dindmica. GeoGebra aumenta las posibilidades didacticas pues ademas de utilizar-
se como apoyo a las explicaciones, da al alumnado posibilidades para visualizar
tiguras, modificarlas y construirlas, asi como para observar, buscar la solucién,
describir, conjeturar, comprobar e investigar. En definitiva, actividades para que
sean ellos quienes hagan y aprendan a partir de su experiencia mas que de los
conceptos tedricos que pueda impartirle el profesor (Sada, 2010).

Asi pues, el uso de un paquete de geometria dindmica como GeoGebra, permite
generar experiencias de aprendizaje en las que los alumnos se pregunten el por qué,
y el qué sucederia si... de ciertos hechos geométricos, aportando una oportunidad
para desarrollar una base para llegar a una completa apreciacién de la naturaleza
y el propésito de las demostraciones dindmicas.

Una vez hecho un recorrido bibliogréfico del tema central del estudio, en los
siguientes apartados, pasaremos a describir el desarrollo para el aporte en la
ensenanza.

§4. Objetivos y metodologia

El objetivo principal de nuestro trabajo es presentar selectivamente construc-
ciones dindmicas que contribuyan a la ensefianza del Teorema de Pitdgoras en
Secundaria haciendo uso de software de geometria dindmica, como resultado de
una revision actualizada.

Es decir, pretendemos realizar una aproximacion sobre la ensefianza del Teorema
de Pitdgoras en la Ensefianza Secundaria y sobre la ensefianza del mismo a través
de software de geometria dindmica, concretamente utilizando GeoGebra.

El trabajo se realiz6 en dos fases, una primera fase de primer contacto con las
demostraciones del Teorema de Pitdgoras en general, y una segunda enfocada en
su seleccion, clasificacion y posterior disefio con el programa GeoGebra. Durante
la primera fase se revisaron las demostraciones desechando aquellas que tenian
semejanzas con otras, o aquellas que consideramos no adecuadas al nivel educativo
al cual fue orientando la investigacion, debido a la propia complejidad de éstas.
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Se hizo un estudio bibliogréfico en textos como (Barrantes y Balletbo, 2012),
revistas y otros documentos, tanto de las bibliotecas de la Universidad de Extrema-
dura como en pédginas webs educativas que se encuentran en internet.

La segunda fase fue ttil para realizar la seleccién definitiva de las demostraciones
y para ir perfilando su clasificaciéon. La formacién de las categorias de analisis
(nivel educativo y tipo de demostracién: geométrica y algebraica) fue un proceso
que se sustento en la revisién bibliografica realizada, asi como en los objetivos de
la investigacién. Se han tenido en cuenta, también, aquellas demostraciones tanto
algebraicas como geométricas de matematicos o personas relevantes a lo largo de
la historia, y cuyas demostraciones han causado un impacto en el campo de la
Geometria.

Para cada una de las demostraciones se presenta una ficha en la que se incluye:
cuatro imagenes (momentos); el procedimiento generalizado utilizado para su
construccién; una explicacion justificativa de la demostracion y por tltimo, dicha
demostracién. Para observar todos los pasos de los que constan las construcciones
el alumno puede entrar en la pagina de GeoGebra creada por los autores de este
trabajo (https://www.geogebra.org/m/j6wRRyxB).

Por ltimo, aclarar que las conclusiones e implicaciones del trabajo se sustentan
tanto en la bibliografia revisada como en los resultados obtenidos y, en general, en
todos los procesos llevados a cabo.

§5. Datos y resultados

Partiendo de la revisién bibliografica e internet seleccionamos un total de 97
construcciones dindmicas sobre las demostraciones geométricas y algebraicas del
Teorema de Pitagoras. Teniendo en cuenta los niveles del estudio hemos seleccio-
nado 28 demostraciones del Teorema de Pitadgoras realizadas con GeoGebra; 10
son demostraciones algebraicas y 18 geométricas. Estas demostraciones, se han
clasificado de acuerdo al nivel educativo para el que estan orientadas, de forma
que seis corresponden a primer curso, doce demostraciones son para segundo y
diez para cuarto curso de la Ensefianza Secundaria (12-16 afios) como se muestra
en la Tabla 1.

Atendiendo al desarrollo madurativo de los alumnos podemos observar que
las demostraciones dirigidas a primer curso, son basicamente puzles, de manera
que las piezas en que se dividen los cuadrados construidos sobre los catetos deben
rellenar todo el drea del cuadrado de la hipotenusa. Esta es una forma motivan-
te para trabajar la relacién pitagorica, ya que ayuda al alumno a desarrollar un
comportamiento més inteligente que de tipo reflejo automatico (Barrantes, 1990).

Las demostraciones geométricas dirigidas a segundo curso, son demostraciones
realizadas por matematicos célebres o personalidades de otros campos, que en
algin momento de su trabajo han realizado una demostracién de dicho teorema.
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Geométricas Algebraicas
1° ESO 2° ESO 4° ESO
1. Puzzle 1: 7. Euclides (L. 33) 19. Bashkara (L. 36)
Hipotenusa/cateto menor =3 | 8. Liu Hui (L. 28) 20. Chou Pei Suan (L. 253)
2. Puzzle 2: 9. Platén (L. 98) 21. Pappus (L. 42)
30° < A <60°y30° < B <60° | 10. Dobriner (L. 18) 22. Vieta (L. 63)
3. Puzzle 3: 11. Perigal (L. 205) 23. Garfield (L. 231)
Cateto mayor/cateto menor=2 | 12. Ozanam (L. 16) 24. L. da Vinci (L. 46)
4. Puzzle 4: 13.]. Adams (L. 27) 25. H. Boad (L. 90)
Tridngulo rectdngulo isésceles | 14. Hoffmann (L. 240) | 26. Loomis 108
5. Puzzle 5: Lados 3,4y 5 15. Loomis 2 27. Thabit Ibn Qurra (a)
6. Caso Particular (L. 4) 16. Loomis 26 28. Thabit Ibn Qurra (b)
17. Poo-Sung-Park
18. A. G. Samosvat

TasLa 1. Demostraciones seleccionadas del Teorema de Pitagoras
(entre paréntesis aparece el nimero de la demostracién de Loomis).

Para la muestra, en este articulo, hemos seleccionados la demostracién clasica y
muy conocida de Euclides.

Por altimo, las demostraciones algebraicas de cuarto curso, son también demos-
traciones realizadas por celebridades de todos los tiempos entre las que hemos
elegido la del matematico Bashkara.

Si el lector estd interesado, el resto de las demostraciones clasificadas pueden ser
consultadas de manera electrénica en el Libro de GeoGebra “Pruebas del Teorema
de Pitdgoras”, en la padgina web: https://www.geogebra.org/m/j6wRRyxB.
También, en la Tabla 1 estan reflejadas todas las demostraciones construidas en el
estudio.

A continuacién, se muestran 3 ejemplos de las construcciones dindmicas cons-
truidas, cada una segtn su propia ficha y explicada en base a su contenido.

5.1. Ejemplo 1: Puzle tridngulo rectingulo isésceles. Esta de la relacién pita-
gorica posee el codigo (4.1.A), que significa que es la ficha nimero 4 en orden
ascendente de acuerdo al nivel académico al que pertenece, ademds que es una
demostracién de tipo geométrica (diseccién de dreas) y por ultimo también se
sabe que el uso de la construccion es mas indicado para primer curso debido a la
facilidad que presenta. Ademads de presentarlo como una construccién dindmica
(Figura 1), este puzle también se puede realizar en madera u otros materiales
y ser presentado a los estudiantes como un material concreto- manipulativo de
geometria, tal como se plantea en (Barrantes, 1998) y en el que se elige trocear en
piezas de puzles las figuras geométricas construidas sobre los cuadrados de los
catetos de un tridngulo rectangulo, para después recubrir con estas piezas la figura
construida sobre la hipotenusa.
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Ficha Puzle 4: Tridngulo rectingulo isésceles = Cédigo: 4. LA

N

e £ 4 z;

> = W >

Ficura 1. Momentos de la demostracion para tridngulos rectangulos
is6sceles.

Procedimiento: Podemos observar en la Figura 2, que las piezas del cuadrado de
la hipotenusa corresponden a un tangram cuadrado. Luego basta con construir las
piezas del geoplano cuadrado tomando como lado del cuadrado la hipotenusa. El
tridngulo rectangulo inicial, que aparece en morado, es el tamafio que se utiliza
para generar los dos tridngulos mayores del tangram. Asi pues:

1. Se construye el tridngulo rectangulo ABC' (morado).

2. Se construyen un tangram cuadrado de siete piezas de forma que el lado del
cuadrado coincida con la hipotenusa.

3. Podemos resolver a partir del cuadrado de la hipotenusa o a partir de los
cuadrados de los catetos.

4. En el segundo caso (momentos de la Figura 1), se trasladan los siete poli-
gonos construidos para completar el cuadrado que esté sobre el lado ¢ del
tridngulo ABC.

Explicacién: Esta demostracion es valida solo
en el caso de que el tridngulo rectdngulo inicial
es isdsceles por la construccién del tangram.

Demostracién: Se puede hacer una demostra-
cién formal, hablando mateméticamente, pero
en este caso hemos decidido hacer la demostra-
cién a partir de las propiedades del tangram. ‘

Si tomamos como unidad de medida el

tridngulo pequefio rojo, se puede comprobar A
(por ejemplo superponiendo las piezas) que

el cuadrado, el paralelogramo y el tridngulo Figura 2. Puzle triangulo rectan-
mediano miden 2 unidades y los tridngulos gulo issceles.
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grandes 4 unidades. Luego el drea del cuadrado sobre la hipotenusa seria 16 uni-
dades. Tomando las medidas de los cuadrados sobre los catetos obtenemos que
miden cada uno 8 unidades, lo que demuestra el teorema.

Este ejemplo, para su uso en el aula, tiene la ventaja que la demostracién puede
ser manipulada por el alumno mediante la sencilla construccién de un tangram
cuadrado. De esta forma, la demostraciéon mediante GeoGebra le va a ser mucho
mas facil de comprender y asimilar porque ya la ha vivenciado manipulativamente.
Esto es asi, asumiendo que los estudiantes conocen lo que es un tangram.

5.2. Ejemplo 2: Demostracién de Euclides. Esta demostracién de la relacién
pitagorica posee el cédigo (7.1.B), es una demostracién de tipo geométrica (compa-
racion de dreas equivalentes) indicada para el segundo curso. Es conocida como la
demostracién de Euclides y es clasificada en (Loomis, 1968) como la demostracién
numero 33. Euclides fue el primer matemético en demostrar geométricamente el
Teorema de Pitdgoras. Dicha demostracién se encuentra en su libro Los Elementos
numerada como [.47. El alumno puede investigar también sobre dicho texto y saber
que comienza con la definicién de “punto” y termina con el inverso del Teorema de
Pitdgoras cuyo enunciado dice: Si la suma de los cuadrados de dos lados de un tridgngulo
es igual al cuadrado del tercer lado, se trata de un tridngulo recto. La demostracién
basada en equivalencia de tridngulos, también, puede ser consultada en (Thomas,
1985).

Procedimiento:

1. Se construye el tridngulo rectangulo ABC (Figura 3).

2. Se construyen cuadrados sobre todos sus lados.

3. Se construye una recta perpendicular a la hipotenusa por el punto C, la
interseccién de esta recta con el segmento AB se llama P y con G'F se llama
E.

4. Se dividen por la diagonal los cuadrados construidos sobre los catetos en dos
triangulos semejantes a los construidos sobre el cuadrado de la hipotenusa
(imagen C de la Figura 3).

5. Mediante estos tridngulos semejantes, se traslada el cuadrado construido
sobre el cateto mayor al rectingulo BPEG (Figura 4).

6. Igualmente se traslada el cuadrado construido sobre el cateto menor al
rectangulo PAFE.

Explicacién: El segmento C'PE divide el cuadrado construido sobre la hipotenu-
sa del tridngulo ABC en dos rectdngulos que tienen areas iguales a las de los
cuadrados construidos sobre los catetos del tridngulo inicial. Es decir, el drea del
rectingulo BPEG es igual al area del cuadrado construido sobre el cateto mayor
y el area del rectdngulo PAF'E es igual al area del cuadrado construido sobre el
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cateto menor del tridangulo ABC'. Es decir, el cuadrado de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados construidos sobre los catetos.

Ficha demostracion de Euclides (Loomis 33)  Cédigo: 7.1.B

A

Ficura 3. Momentos de la demostracién de Euclides.

Demostracién: Sean a y b los catetos del trian-
gulo rectdngulo ABC'y c su hipotenusa, ade-
mas, A; es la suma del area de los cuadrados
construidos sobre los catetos y A, el drea del
cuadrado construido sobre la hipotenusa, esto
es: Aj =a? + 0%y Ay = A

Dividimos por la diagonal el cuadrado del
cateto mayor obteniendo dos tridngulos uno
de los cuales es ABHC. El tridngulo ABHC
tiene el mismo &rea que el tridngulo porque
la altura sobre la base BH es la misma.Se pue-
de comprobar que en los dos casos tienen la
misma medida que el segmento BC por cons-
truccién del tridngulo rectdngulo.

Figura 4. Demostracion Euclides.

Se tiene que ZHBA = ZCBG ya que cada uno de ellos es ZCBA + 90°; esto
implica que AHBAy ACBG son congruentes y su area es la misma drea. También,
el drea de AC'BG es igual al drea de ABG P porque la altura sobre la base BG es la
misma. Se puede comprobar que en ambos casos es la medida del segmento BP.
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Luego el area de AH BC es igual al drea de ABGP. Haciendo lo mismo con el
otro tridngulo formado en el cateto mayor llegamos a que el rectingulo BPEG es
igual al cuadrado sobre el cateto mayor. Si dividimos ahora el cuadrado del cateto
menor de igual forma, se llega a que el rectangulo PAF'E es igual al cuadrado

sobre el cateto menor. Como A; = Ay, se tiene que a? + b* = 2.

El potencial de esta demostracion, para su uso en el aula, estd precisamente en
su posibilidad de estudiar conjuntamente la historia de los matemaéticos griegos,
sus biografias y sus descubrimientos mds notables para hacer comprender a los
alumnos como se ha ido desarrollando la Geometria a lo largo del tiempo.

5.3. Ejemplo 3: Demostracién de Bashkara. Tiene de cédigo (19.11.C) y es del
tipo algebraica para cuarto curso. Bhaskara es también conocido como Bhaskara
IT o como Bhaskaracharya, que significa "Bhaskara el maestro”, nacié en 1114,
es probablemente el matematico indio de la antigiiedad mejor conocido. Estaba
dedicado a las matematicas y a la astronomia y aport6é una demostracion sencilla
del Teorema de Pitdgoras en su trabajo Bijaganita (cdlculo de raices).

Ficha Bashkara (Loomis 36)  Cédigo:19. I1.C

4
;;‘ -
/" -

- -

Ficura 5. Momentos de la demostracién de Bashkara (Loomis 36).

Procedimiento: El cuadrado sobre la hipotenusa se divide, como indica la Figura 5
(altima imagen), en cuatro tridngulos congruentes o equivalentes en area al dado
y un cuadrado de lado igual a la diferencia de los catetos.

Explicacién: Las piezas son reordenadas facilmente para formar una figura que
resulta ser la yuxtaposicién de los cuadrados sobre los catetos. Esta demostracion,
también, puede ser utilizada en los primeros cursos de la Ensefianza Secundaria
como una demostracién geométrica del tipo particion de los cuadrados.

Demostracién: Sean a y b los catetos del tridngulo rectangulo ABC' (Figura 6) y
c su hipotenusa, ademads, A; es el area de los 4 tridngulos de lados a y b mas la
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del cuadrado (cuyo lado mide b — a) construidos inicialmente; y A, el drea del
cuadrado construido sobre la hipotenusa. Al comparar sus dreas se obtiene:

Ay =4%b+(b—a)2
Ay =2

Como A; = A, se obtiene que
4%b+(b—a)2:c2

es decir ¢2 = a? + b2.

Ficura 6. Demostracion de Bashkara.

Esta demostracion también puede ser manipulable (ver puzle Figura 6), como
el primer ejemplo, por lo que la demostraciéon con GeoGebra ya cuenta con la
experiencia manipulativa del alumno. Desde el punto de vista histérico, este autor
admite muchas curiosidades y anécdotas que completan el estudio tedrico del
tema. Asi es recomendable su famoso libro Lilavati en el que ademads de su vida 'y
obra, ofrece una gran variedad de problemas en verso, dedicados a su hija, y que
comprenden varios temas de matematica basica y media que abarca aritmética,
algebra, combinatoria, geometria y trigonometria (Bhaskara, 2015), versién en
esparfiol.

§6. Conclusiones

Hemos presentado un conjunto de construcciones dindmicas sobre las demos-
traciones geométricas y algebraicas del Teorema de Pitdgoras, construidas con
GeoGebra de manera selectiva, en base a una revisién actualizada y habiendo
pasado por un proceso de clasificacion y disefio, en el que se incluyeron elemen-
tos did4cticos (procedimiento y explicaciéon) para favorecer su uso en el proceso
ensefianza y aprendizaje del teorema.
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Estas construcciones, consideramos, son un recurso importante para que el
profesor trabaje la propiedad pitagérica de una manera activa y dindmica pudiendo
ademas seleccionar, entra la gran variedad de demostraciones que ofrecemos, las
que considere mds acordes para el aprendizaje de sus alumnos.

Entendemos que el uso de software de geometria dindmica se ha convertido
en un recurso que, combinado con el correcto uso del profesor, puede favorecer
el aprendizaje en los alumnos debido al dinamismo en las construcciones, lo que
permite que haya una interaccion entre el conocimiento, el alumno y el profesor a
través de las construcciones geométricas (Barrantes y Barrantes, 2017).

El estudio propone al alumnado diferentes demostraciones clasicas de la pro-
posicion pitagodrica a la vez que se revaloriza la importancia de la demostracion
pitagorica, haciéndoles observar la cantidad de personas famosas, matematicos o
no, que se han preocupado por ella.

Las actividades dindmicas permiten explorar visualizaciones de la demostracién
pitagorica favoreciendo la construccién de conocimientos, a través de la mani-
pulacién directa del software de geometria dindmica; acciones que serfan maés
trabajosas utilizando l4piz y papel. Los alumnos experimentan dificultades y lo-
gros de actividades que, aunque parecen actuales, han sido planteados y resueltos
hace muchos siglos.

En futuros trabajos abordaremos las aplicaciones del Teorema de Pitdgoras con
el disefio de construcciones dindmicas que tengan que ver con problemas, juegos y
curiosidades del mismo. Entre algunos de estos problemas, se pueden mencionar
los cuadrados mégicos pitagdricos, las ternas pitagoricas, el problema del inverso
del teorema, problemas de la historia de las Matematicas, la generalizacién al
espacio, el analogo del teorema en la geometria sélida y la relacion entre el teorema
y la sucesién de Fibonacci (Barrantes, 1998).

Evidenciamos de esta manera la importancia y posibilidades que tiene el Teorema
de Pitdgoras dando lugar a un sin nimero de demostraciones y aplicaciones que
lo convierten en un auténtico problema abierto de la ensefianza y aprendizaje de
la geometria.

La realizacion de estas actividades deben producir un cambio en las concepciones
de los profesores y alumnos hacia una nueva mirada de la Geometria, distinta de
la tradicional de libro y pizarra, en la que el alumno es el eje del aprendizaje de
una materia basica en su vida diaria y laboral (Barrantes y Blanco, 2006).
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