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ESTUDIANTES SOBRE LOS NUMEROS REALES,
LOS NUMEROS IRRACIONALES, EL ORDEN Y LA
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ResumeN. En este articulo estudiamos las concepciones sobre el ntimero real que han cons-
truido estudiantes de secundaria y de universidad. Analizamos las respuestas escritas a
cuatro tareas que indagan sobre qué es un niimero en general y en particular un niimero irra-
cional, el orden, la densidad y el supremo de un intervalo, en los niimeros reales. Participaron 307
estudiantes de tercero, cuarto y quinto afio de secundaria y de una etapa inicial o avanzada
de carreras universitarias de Matemaética, Biologia y Educacién Fisica. Categorizamos las
respuestas obtenidas en cada tarea y luego, mediante analisis multivariado, identificamos
grupos de estudiantes que ofrecen respuestas similares a las cuatro tareas y asociaciones
entre estos modos de respuesta y su nivel de estudio. Encontramos un gradiente de profun-
didad en sus ideas desde (i) una vision de los enteros como modelo de niimero, ajenidad e insegu-
ridad frente a las tareas, en estudiantes con menor estudio de matematica; (ii) una concepciéon
de los reales identificados con los decimales finitos y una discretitud explicita, principalmente en
estudiantes de secundaria; (iii) una vision de los reales identificados con los racionales y co-
mo infinitos-potencialmente densos, principalmente en ingresantes a carreras cientificas y (iv)
comprension del orden, la densidad y propiedad del supremo en los reales, en estudiantes avan-
zados de Matematica. Sugerimos que para facilitar el pasaje de una matematica escolar a
una matemadtica avanzada en el estudiantado la ensefianza deberia prever, para los tltimos
anos de secundaria y primeros de universidad, trabajar en profundidad estas complejas
nociones.

Palabras clave: nmero irracional, concepciones numéricas, nimero real.

AsstracT. This study aims to understand conceptions about real numbers that secondary
and university students have developed. We analyse the written answers to four tasks that
inquire about what a number is in general and, in particular, an irrational number, order, density
and supremum of an interval, in real numbers. The participants were 307 students from the
third, fourth and fifth year of high school and from an initial or advanced stage
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of university degrees in Mathematics, Biology and Physical Education. We categorized
the answers obtained in each task and then, through multivariate analysis, we identified
groups of students that offer similar answers to the four tasks and associations between
response modes and the students’ level of study. We found a depth gradient in their ideas
from (i) a view of the integers as a model of number, estrangement and insecurity in the face of
tasks, in students with less study of mathematics; (ii) a conception of real numbers identified
with finite decimals and an explicit discreteness, mainly in high school students; (iii) a view of
the real numbers identified with the rational ones and as infinite-potentially dense, mainly in new-
comers science majors and (iv) understanding of the order, density and property of the supreme
in the real numbers, in advanced students of Mathematics. We suggest that to facilitate the
transition of students from school mathematics to advanced mathematics, teaching should
provide, for the last years of high school and the first years of university, an in-depth work
with these complex notions.

Palabras clave: irrational number, numerical conceptions, real number.

§1. Marco referencial

En Argentina, asi como en varios paises de la region, la curricula de la educacién
secundaria propone que se profundicen la comprensién y el uso de los niimeros
racionales y hacia el final de este nivel, el estudiantado comprenda el concepto
de ntimero real (diferenciando nimero racional e irracional), maneje el sistema
de representacion decimal de nimeros reales y los pueda ordenar, representar
sobre la recta numérica y usar para resolver problemas. De este modo, al ingreso a
la universidad, la nocién de ntiimero real debiera estar disponible para las y los
estudiantes como acceso a la matematica avanzada.

Es frecuente ver que en las asignaturas matematicas universitarias se trabaja
con la nocién de ntimero real como si fuese un contenido ya naturalizado en
la escuela secundaria. Sin embargo, es precisamente en este concepto complejo
epistemoldgica y cognitivamente que se hace patente, en las y los estudiantes la
transicién entre un pensamiento matematico elemental (escolar) y un pensamiento
matematico avanzado (universitario) que requiere una reconstruccion cognitiva
que implica, por ejemplo, el paso de describir a definir y de convencer a demostrar
y que principalmente requiere de la comprension de conceptos matematicos més
abstractos, por ejemplo, los que tienen que ver con el infinito (Tall, 1991, 2004).

Nos proponemos estudiar qué nociones han naturalizado (Pozo, 2014) las y los
estudiantes que han interactuado con la nocién de namero real en los tltimos afios
de la secundaria o en sus carreras universitarias, no en un contexto de aula de
matemadtica, sino las ideas que manifiestan al resolver tareas no escolarizadas.

Nuestro objetivo es conocer y describir las concepciones que han naturalizado,
sobre el numero real, estudiantes de secundaria, ingresantes a la universidad y
de los dltimos afios de la universidad (cursando distintas carreras). En particular,
nos propusimos: (i) conocer qué es para estos y estas estudiantes “un ntimero”
y si reconocen distintos tipos de nameros, particularmente si consideran a los

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 37 N° 1 — 2022



Diversidad de ideas construidas por estudiantes sobre los niimeros reales, irracionales, el orden y la densidad 63

racionales, irracionales y reales como ntimeros; (ii) indagar si conocen los nimeros
irracionales con sus principales caracteristicas; (iii) si comprenden el orden y la
densidad de los nimeros reales y (iv) si comprenden la densidad de los reales y
su relacién con el supremo de un intervalo.

Acordamos con las teorfas del aprendizaje que enfatizan en las concepciones de
las y los estudiantes como uno de los puntos de partida del aprendizaje y sostienen
que para que el aprendizaje sea significativo (Ausubel, Novak, y Henesiam, 1978)
es necesario partir de las ideas que el estudiantado construye y utiliza en diferentes
contextos, interactuando con ellas a fin de enriquecerlas o modificarla (Pozo y
Goémez-Crespo, 1998; Vosniadou, 2008; Pozo y Scheuer, 1999).

La investigacion en educacién matemaética, en diversos articulos se ha ocupado
de establecer las relaciones entre el conocimiento personal (concepciones) y el
conocimiento legitimado y objetivado por una comunidad de especialistas (con-
cepto) (Freudenthal, 1983; Sfard, 2010; Tall y Vinner, 1981; Vinner, 1983; Vinner y
Dreyfus, 1989). Estos trabajos destacan que en las situaciones en que se registran
relevantes brechas entre ambos, de no ser conocidas y trabajadas deliberadamente,
pueden conducir a cierto fracaso de la ensefianza.

Tras el analisis de la literatura internacional sobre investigaciones en Pensamien-
to Numérico, Verschaffel, Greer, y Torbeyns (2006) destacan la necesidad de que
la investigacion en este tema tome conciencia de la naturaleza de la reestructura-
cién conceptual radical presente cuando el significado de “ntimero” se extiende
progresivamente. Como asi también de la necesidad que la investigacion se dirija
hacia el desarrollo de aquellos objetos matematicos a la cual damos el nombre de
“ntmero”. En el citado articulo leemos que cuanto mas sofisticado es el concepto
de ntimero, se encuentra menos investigacion y en particular sefialan, al igual que
Romero y Rico (1999); Lakoff y Nuafez (2000), la necesidad de investigar en la
comprension del estudiantado sobre los ntimeros reales de modo de producir un
avance significativo en la comprensién de los procesos del Pensamiento Numérico
Avanzado.

Podriamos asegurar, por razones histéricas, que el concepto de ntimero irracional
trajo aparejado dificultades en su comprension relacionadas principalmente con la
inconmensurabilidad de las magnitudes irracionales respecto de la unidad y con la
no-numerabilidad del conjunto de ntimeros reales. Generalizando, podemos decir
que un segmento de longitud a es inconmensurable con otro de longitud b, si a/b
no se puede escribir como cociente de dos enteros. Encontramos, aqui el germen
del ntimero irracional interpretado como la razén entre las longitudes de dos
segmentos inconmensurables (Santinelli, 1999). En cuanto a la no-numerabilidad
de los irracionales, G. Cantor a fines del Siglo XIX, denominé “numerable” a
aquellos conjuntos que pueden ser puestos en correspondencia biunivoca con el
conjunto de los enteros positivos (es decir se pueden poner en una lista). Este
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genial Matematico, demostré que los nimeros racionales son “numerables” y
que no puede existir ninguna correspondencia biunivoca entre el conjunto de los
nameros enteros y el conjunto de los nimeros reales. Dado que los racionales
son numerables, la no-numerabilidad de los reales viene dada por los irracionales
(Montoro, 1999).

Las dificultades de las y los estudiantes en este campo podrian, ademads, atribuir-
se a que los nimeros reales (particularmente los irracionales) fueron conceptuali-
zados en la matematica respondiendo a necesidades netamente tedricas (Bergg,
2008; Bergé y Sessa, 2003; Cantor, 1871; Dedekind, 1963). Es, ademads, destacable la
complejidad que conlleva la comprensién de las representaciones externas del nt-
mero real, dada la carencia intrinseca de una representacién que pueda dar cuenta
de todas las caracteristicas de este conjunto numérico (Steiner, 1984; Stevenson,
2000).

Un aspecto notable del concepto de namero real es su intima relacién con el con-
cepto de infinito, implicado esencialmente con las dificultades ya mencionadas de
la inconmensurabilidad y la no-numerabilidad, pero ademds presente en aspectos
béasicos de los ntimeros reales, como son el orden, la densidad y la completitud.
Notemos, también que la notacién decimal de los nameros reales alude a infinitas
cifras, tanto en el caso de los racionales (peridédicas y numerables) como en el
de los irracionales (no-periédicas y no-numerables). Una comprensién cabal de
estas nociones involucra interactuar con la idea de infinito actual y estudios que
indagan sobre concepciones del infinito matematico la muestran como contraintui-
tiva, labil (Artigue, 1995; Fischbein, Jehiam, y Cohen, 1994, 1995; Juan, Montoro, y
Scheuer, 2012; Moreno-Armella y Waldegg, 1995; Monaghan, 2001) y que requiere
de contextos educativos que propicien la reflexioén a través de intervenciones de
ensefianza especificas. (Montoro, 2005; Montoro y Scheuer, 2006; Montoro, Scheuer,
y Pérez-Echeverria, 2016; Reina y Wilhelmi, 2017; Sfard, 1994).

Haciendo un breve repaso histérico, tenemos que ya en la Grecia antigua cono-
cieron las magnitudes inconmensurables, por ejemplo la escuela Pitagorica (Siglo
V a.C) descubri6 que si se traza un cuadrado de lado 1, su diagonal, por la apli-
cacion del teorema de Pitagoras, es tal que el cuadrado de su longitud vale 2, la
magnitud de esta diagonal no es conmensurable con el lado del cuadrado, o dicho
de otra manera no es posible encontrar una fraccién entera que corresponda a un
nimero cuyo cuadrado es 2. Sin embargo, la necesidad de conceptualizacién de los
nuimeros no aparece hasta fines del siglo XVII, con Newton y Leibniz. Durante este
siglo, comenz6 una cadena de construcciones tedricas en el dominio del calculo
diferencial e integral, basadas en un empleo libre de la induccién completa, el
infinito y las cantidades infinitamente pequefias e infinitamente grandes.

A fines del siglo XIX y comienzos del siglo XX tuvo lugar un profundo proceso
de reestructuracion en la Matematica que involucré las nociones de limite y de
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numero real, la identificaciéon del conjunto de los ntimeros reales con el continuo
geométrico y el uso de los métodos infinitesimales, cuestiones todas en las que
subyace el concepto de infinito. Como culminacién explicita de ese proceso de
reestructuracién, encontramos la obra de Georg Cantor quien dot6é de sentido
matematico al concepto de infinito actual. Recién en 1876 a través de los trabajos
de fundamentacién de la matematica de 16gicos y matemaéticos de la época (como
fueron, entre otros, Méray, Cantor, Dedekind y Weierstrass), se soluciona el proble-
ma de la definicién de ntimero real y esto fue posible s6lo gracias a la explicitaciéon
de la existencia de conjuntos actualmente infinitos.

En la actualidad y a partir del movimiento formalista de comienzos del Siglo
XX, se considera al nimero real como un elemento de un conjunto con estructura
algebraica de cuerpo, ordenado y completo. El orden de los ntimeros reales es dado en
forma axiomaética, mediante la definicién de una relacién denominada < (menor
que), que permite que dos ntimeros siempre pueden ser comparados. Dicho orden
posee la caracteristica (contraintuitiva) de que un intervalo acotado puede no
tener primer elemento, lo que lo diferencia del orden (mds conocido por las y los
estudiantes) de los ntimeros naturales.

La densidad es una propiedad que diferencia a los ntimeros reales de los enteros.
Esta propiedad afirma que entre dos ntimeros reales distintos (supongamos a < b)
hay al menos un namero racional (real) ¢ tal que a < ¢ < b. Esto implica que entre
dos ntimeros reales hay infinitos nimeros reales.

Sin embargo, tanto el orden como la densidad se cumplen también en el sub-
conjunto de los ntimeros racionales, la propiedad que caracteriza a los ntimeros
reales y los diferencia del subconjunto de racionales, es la completitud (o propie-
dad del supremo) que se enuncia: dado un subconjunto de niimeros reales acotado
superiormente (es decir que existe un niimero real mayor que todos los elementos de dicho
subconjunto) entonces (axiomiticamente) existe un niimero real que es la menor de esas
cotas superiores (supremo). La existencia refiere a que es un ntiimero real. Por ejemplo,
el conjunto de todos los reales que elevados al cuadrado son menores o iguales
a 2 estd acotado superiormente por 2 (también por 3; 3,5; 4; 5,67 ...) y la menor
de esas cotas superiores seria aquel nimero que elevado al cuadrado me da 2, es
decir /2, pero se sabe (desde la antigiiedad) que ese “niimero” no es un racional,
... axiomaticamente tendremos que es un niimero real.

En este articulo no nos centraremos ni en la inconmensurabilidad de los irracio-
nales respecto de la unidad, ni en la no-numerabilidad del conjunto de nimeros
reales, sino en aspectos que, si bien son bdsicos, son también complejos epistemo-
légica y cognitivamente, en particular nos enfocaremos en el conjunto de niimeros
reales como un conjunto ordenado, denso y completo.
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§2. Las concepciones estudiantiles del ntiimero real

En los primeros afios de primaria los nifios conocen los nimeros naturales (N),
se encuentran con el principio de que 1 es el primer ntmero natural y salvo él
mismo, todo ntimero tienen un siguiente, de lo que se puede concluir que N es un
conjunto infinito, también conocen que entre dos niimeros naturales consecutivos
no hay otro ntimero natural y la comparacién entre ntimeros naturales mediante
la definicién del orden en N (cualquier subconjunto, no vacio, tendra un primer
elemento).

El curriculo matematico escolar contempla la ensefianza de las fracciones y los
decimales, en algunos casos como conjuntos numéricos distintos. Este hecho puede
ocasionar que alumnos y alumnas consideren que diferentes representaciones
de un ndmero racional representan diferentes nimeros (Khoury y Zazkis, 1994;
O’Connor, 2001) y mds atin que los decimales y las fracciones son subconjuntos
disjuntos del conjunto de ntimeros racionales (Vamvakoussi y Vosniadou, 2010).
El concepto de nliimero racional puede permanecer aislado de la clase mas amplia
de ntimeros reales (Moseley, 2005).

Sabemos que la diferenciacién de nimero racional y nimero irracional es esencial
para la construcciéon del concepto de ntimero real, que se realiza en la escolaridad
extendiendo el campo numérico desde el conjunto de niimeros racionales, propios
de la matematica escolar, hacia el de niimeros reales &mbito de la matematica
avanzada. Sin embargo, encontramos diversos estudios que dan cuenta de que una
cantidad importante de estudiantes, terminan sus estudios secundarios sin una
comprension cabal del nimero real (Artigue, 1995; Sirotic y Zazkis, 2007a, 2007b;
Tirosh, Fischbein, Graeber, y Wilson, 1998; Zazkis y Sirotic, 2004, 2010), quizds como
dijimos debido a su particular complejidad epistemoldgica (Artigue, 1995; Bergg,
2008; Cornu, 1983)), cognitiva (Fischbein y cols., 1995; Tall y Schwarzenberger,
1978; Tall y Vinner, 1981; Vamvakoussi y Vosniadou, 2004) y educativa (Rico,
Castro, y Romero, 1996; Romero y Rico, 1999; Sirotic y Zazkis, 2007a, 2007b; Tirosh
y cols., 1998; Zazkis y Sirotic, 2004, 2010).

Consideramos que una correcta comprensién del ndmero racional es basica
para la comprensién de los ntimeros reales, sin embargo, algunas investigaciones
dan cuenta que las y los estudiantes de primaria y secundaria se encuentran con
dificultades y suelen tener ideas contradictorias al aprender y utilizar concep-
tos relacionados con ntimeros racionales (Tirosh y cols., 1998; Merenluoto, 2003;
Stafylidou y Vosniadou, 2004; Steinle y Pierce, 2006; Palacios-Amaya, Bianchi, y
Montoro, 2018).

Una de las principales dificultades para comprender los ntimeros racionales se
debe a la transferencia (incorrecta) de las propiedades de los nimeros naturales
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a los ntimeros racionales (Vamvakoussi y Vosniadou, 2004, 2007; Yujing y Yong-
Di, 2005). Por ejemplo, muchos estudiantes creen que el principio del “nimero
siguiente” se aplica también a los ntimeros racionales (Malara, 2001; Merenluoto
y Lehtinen, 2002). Entre las dificultades mas evidentes se puede observar con
frecuencia que las y los estudiantes trasladan a los ntimeros racionales el tipo de
orden de los ntimeros naturales (Behr, Lesh, Post, y Silver, 1983; Palacios-Amaya
y cols., 2018) y en ocasiones, las y los estudiantes mds jovenes presentan una
visién finitista (Mayberry, 2001) de los ntimeros, lo que puede llevarle hacia una
concepcién no acertada y labil de los ntimeros racionales (Widjaja, Stacey, y Steinle,
2008; Palacios-Amaya y cols., 2018).

Ademads de la comprensiéon incompleta de los ntimeros racionales, también,
como ya dijimos, hay otras dificultades (cognitivas y epistemolégicas) principal-
mente la inconmensurabilidad y la no-numerabilidad que hacen atin mas dificil la
comprension de los niimeros irracionales (Herscovics, 1989; Sierpinska, 1987, 1994;
Sirotic y Zazkis, 2004, 2007a). Si bien no nos ocuparemos especificamente de estas
cuestiones aqui, ambas llevan implicitas la nocién de infinito, que como dijimos
estd también interrelacionada con el orden, la densidad y la notacién decimal de
los ntimeros reales (infinitos decimales periédicos o no- periédicos); de hecho, la
comprension de los ntimeros reales se suele mencionar en la literatura que trata
de las concepciones de infinito (Artigue, 1995; Tall y Schwarzenberger, 1978; Tall,
2001).

Como dijimos, existe una relacién estructural entre el concepto de ntimero real y
el de infinito actual, por lo que aqui destacaremos aspectos de las concepciones de
infinito reportadas en la bibliografia respecto de las ideas que las y los estudiantes
construyen cuando trabajan conceptos que involucran la nocién de infinito. Juan y
cols. (2012); Montoro (2005); Waldegg (1993) encontraron que las y los estudiantes
maés jovenes o con menor estudio de matematica suelen mostrar inseguridad
o resistencia frente a la posibilidad de la existencia de colecciones infinitas; en
cuanto a las concepciones finitistas (Fischbein, Tirosh, y Hess, 1979) de las y
los estudiantes, Juan y cols. (2012); Monaghan (2001); Montoro y cols. (2016);
Waldegg (1993), encontraron dos muy arraigadas como son: concebir el infinito
como un nimero muy grande o extender la propiedad de los conjuntos finitos a
los conjuntos infinitos. Los resultados de Arrigo y D’Amore (2004); Fischbein y
cols. (1979); Monaghan (2001); Montoro y Scheuer (2004), muestran que las y los
jovenes conciben al infinito, principalmente, en forma potencial y una minoria lo
concibe como infinito actual (Moreno-Armella y Waldegg, 1995; Montoro, 2005;
Juan y Montoro, 2008). Hemos encontrado también que la diferenciacién entre
infinito y todo, requiere de cierta profundidad en el estudio de matematica (Juan
y Montoro, 2015; Montoro, 2005; Montoro y cols., 2016).
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Un estudio pionero en cuanto a la comprensién de los nameros reales fue el
de Arcavi, Bruckheimer, y Ben-Zvi (1987), en el que participaron maestros en
servicio (con estudios universitarios). Encontraron que las y los participantes
tenian problemas para reconocer los niimeros como racionales o irracionales y
que existian entre ellas y ellos una creencia generalizada de que la irracionalidad
se basa en las representaciones decimales. Afios después, Fischbein y cols. (1994,
1995), utilizaron un cuestionario tomado a estudiantes de nivel de estudio similares
al de nuestro estudio, en dicho trabajo concluyeron que la inconmensurabilidad
de magnitudes y la no-numerabilidad del conjunto de niimeros reales aportada
por los irracionales no son de naturaleza intuitiva, sino que implican una cierta
madurez intelectual (o nivel de estudio) que los sujetos de este estudio no poseian.
Ademas, las y los participantes de todos los niveles tenian grandes dificultades
para diferenciar correctamente los ntimeros racionales, irracionales y reales.

Dificultades similares fueron reportadas por Tirosh y cols. (1998), con estudian-
tes de profesorado de primaria con estudios universitarios, especialmente aquellos
que no tenian una especializacion en matematicas. Estas y estos estudiantes ba-
saron sus concepciones de ntimero casi en su totalidad en su experiencia con los
nameros naturales. Estos autores alientan a que se estudie a los nimeros reales
en la formacién de maestros en profundidad, de modo de que sus concepciones
sean mas flexibles y correctas. En un estudio de Peled y Hershkovitz (1999), que
involucré a estudiantes de profesorado de matematica en su segundo o tercer
afio de matemadticas universitarias, encontraron que las y los participantes del
estudio, a pesar de que conocian las definiciones y caracteristicas de los ntimeros
irracionales, fracasaban en tareas que requerian de un uso flexible de diferentes
representaciones de estos.

Pareciera que las diferentes representaciones del namero real influyen en las
respuestas de estudiantes con respecto a la irracionalidad. Al respecto, Zazkis
y Sirotic (2004) centraron su anélisis en como los nimeros irracionales pueden
ser representados o no. Sirotic y Zazkis (2007b) consideraron los conocimientos,
intuiciones y creencias de las y los participantes de su estudio con respecto a la rela-
cién entre los dos conjuntos numéricos: racionales e irracionales. Las explicaciones
utilizadas por las y los participantes se basaron principalmente en considerar las
representaciones decimales infinitas no-periédicas de los irracionales, que dificulta
el acceso a una comprensiéon mds profunda del nimero irracional. Ademads, obser-
varon confusién para distinguir entre los niimeros irracionales y su aproximacion
decimal y una abrumadora dependencia de esta tltima. También Zazkis y Sirotic
(2010) estudiaron las formas en que diferentes representaciones decimales de los
numeros reales influyen fuertemente en las respuestas de las y los estudiantes con
respecto a su posible irracionalidad.
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Voskoglou y Kosyvas (2012) realizaron un cuestionario y entrevistas a estu-
diantes de secundaria (13-14 afios) pocos meses después de estudiar los ntiimeros
reales y a estudiantes de un instituto tecnolégico de pregrado (18-19 afios) que
utilizan las mateméticas como herramienta para estudiar y comprender mejor la
ciencia. Sus resultados mostraron un fracaso casi completo de las y los estudiantes
de tecnologia en las tareas relacionadas a magnitudes inconmensurables. Sin em-
bargo, sobre el papel de sus representaciones semiéticas para la comprension de
los ntimeros reales, la superioridad de sus respuestas correctas con respecto a las
respuestas de las y los estudiantes de secundaria fue evidente en la mayoria de los
casos; lo cual constituye, expresan en su articulo, una fuerte indicacién de que la
edad y la amplitud del conocimiento matematico del individuo juegan un papel
importante para la mejor comprension de los ntimeros reales.

En sintesis, encontramos en la bibliografia que las dificultades de las y los es-
tudiantes de secundaria y de universidad para comprender a los ntimeros reales
estdn asociadas a dos niveles; uno de mayor abstraccién constituido por la no-
numerabilidad y la inconmensurabilidad de los ntimeros irracionales, de las cuales
no nos ocuparemos aqui y otro nivel bésico constituido por la comprensién in-
completa de los ntimeros racionales (orden y densidad), la no diferenciacién de
numeros racionales e irracionales, las multiples representaciones de los nameros
reales y que estos conceptos involucran el de infinito actual (notacién, densidad y
completitud).

§3. Metodologia

3.1. Participantes. En este estudio participaron 307 estudiantes de escuela se-
cundaria (167) y de universidad (140) de instituciones ptblicas de San Carlos de
Bariloche (Argentina). Las y los estudiantes de nivel secundario se distribuyeron
en los tres altimos cursos de un mismo centro educativo: tercero, cuarto o quinto
(15-18 afios). Las y los estudiantes de nivel universitario se diferenciaron en ingre-
santes, quienes estaban asistiendo al cursillo de ingreso universitario de un mes
de duracion (17-20 afios), y estudiantes avanzados y avanzadas, quienes cursaban
materias del tltimo afio de tres carreras distintas (20 -30 afos).

Las y los estudiantes de los altimos afios de secundaria habian cursado asig-
naturas de matematica en las que se ensefian los conjuntos numéricos: naturales,
enteros, racionales y reales. Durante el tercer afio de secundaria se estudian los
numeros reales, basados en los enteros y racionales introducidos en primaria,
enfatizando que los niimeros enteros amplian a los naturales y estan incluidos en
los racionales, y que la unién de ntimeros racionales e irracionales conforma los
numeros reales. En cuarto y quinto afio de este nivel se estudian distintos temas
en el marco del conjunto de los nimeros reales, llegando incluso a un precalculo,
donde se interacttia con el concepto de infinito, principalmente como proceso sin
fin.
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Nivel de Estudios de Matematica NEM | N
3er afio 3ro 59
Secundario 4to afio 4to 56
5to afio 5to 52
Estudiantes de secundaria 167
Ed. Fisica Ingresantes EFI |26
Biologia Ingresantes BI 26
Matematica Ingresantes MI 31
Universitarios ingresantes 83
Ed. Fisica Avanzados/as EFA | 21
Universitario | Bislogfa Avanzados/as BA |16
Matematica Avanzados/as MA 20
Universitarios avanzados/as 57
Estudiantes universitarios 140

Tasra 1. Distribucién segtin Nivel de Estudios de Matematica (NEM)
de los y las participantes.

En las tres carreras universitarias consideradas, Matematica, Biologia y Edu-
cacién Fisica, los estudios de matematica tienen presencia curricular diversa. La
primera se centra en la formacién matematica, llegando en los tltimos afios a
estudiar formalmente el concepto de nimero real e infinito cardinal. La segunda
es una carrera de ciencias naturales en la cual se cursan asignaturas de matematica,
sin que ésta sea una disciplina central. Los temas habituales son célculo en una y
varias variables y ecuaciones diferenciales, siempre en el campo de los nameros
reales y donde se trabaja implicitamente con el concepto de infinito. En la carrera
de Educacién Fisica no se contempla formacién matematica.

En lo sucesivo denominaremos NEM, al Nivel de Estudio en Matemaética al que
pertenecen las y los estudiantes. En la Tabla 1 se informa la distribucién de los
participantes respecto de su Nivel de Estudio en Matemética (NEM) y la etiqueta
utilizada para cada modalidad de NEM.

3.2. Tareas y procedimientos. Se analizaron cuatro tareas que forman parte de
un cuestionario escrito, mas amplio, que const6 de 10 tareas relacionadas con la
concepcién de ntmero, el orden, la densidad, la representacioén en la recta, la
completitud y el infinito en el contexto de los niimeros reales.

Las tareas abarcan distintos aspectos del niimero real segtin diferentes demandas
y dimensiones del conocimiento; algunas escolarizadas y otras que generalmente
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no se las encuentra en las clases de matematica. Algunas tareas son de respuesta
cerrada con una sola opcién correcta y otras son abiertas. Considerando que las
comprensiones, sobre todo en temas de pensamiento matematico avanzado, no
son univocas, sino que suelen ser labiles y a menudo incluso contradictorias,
hemos pensado las tareas de modo de dar diferentes oportunidades a las y los
participantes para ponerlas en juego. Acceder a este repertorio de respuestas nos
permitié analizar sus interrelaciones y asi obtener un panorama rico de los modos
en que las y los estudiantes piensan en este campo de lo numérico.

A continuacién, presentamos las cuatro tareas del cuestionario en que se enfoca
este articulo. Dos de estas tareas exploran en las y los participantes la concepcién de
nimero en general (N1) y de ntmero irracional en particular (N2) y dos de ellas,
buscan inferir su comprension del orden y la densidad de los nameros reales (D1)
y su comprension de la densidad de los reales en relacién con el supremo de un
intervalo (D2). Como es de esperar en las tiltimas dos tareas se involucran también
concepciones sobre infinito. Esta descripcion responde al aspecto del ntimero real
que se pusiera en juego principalmente, ya que en todas ellas se implican més de
uno de estos aspectos y esperamos sacar a la luz posible relaciones entre las ideas
que hayan construido las y los estudiantes entre estos. Describiremos luego, las
tipologias de respuesta que hemos detectado en la poblacién en estudio, para cada
una de estas tareas.

3.2.1. Tarea N1. Concepcion de niimero en general, segtin una tipologia. Con esta
Tarea pretendimos conocer qué es para estos y estas estudiantes “un ntimero” y si
reconocen distintos tipos de ntimeros, particularmente si nombran a los racionales,
irracionales y reales como nimeros.

El Cuadro 1 reproduce la consigna utilizada para esta tarea en el cuestionario,
tal como fue presentada a las y los estudiantes.

Por favor menciona los tipos de ntimeros que conoces. ;Podrias darnos un
ejemplo de cada uno?

Cuapbro 1. La consigna utilizada para la Tarea N1 en el cuestionario.

Dado el nivel de escolarizacién de estos y estas estudiantes, es esperable que
al referirse a tipo de niimeros puedan referirse a los conjuntos numéricos conven-
cionales y escolares, (naturales (N), enteros (Z), racionales-irracionales (Q-I) y
reales (R)), ya que, desde un punto de vista del concepto de nimero, éste serd un
elemento de un conjunto numérico definido como tal. Sin embargo, podran aparecer las
concepciones numéricas mds diversas, sobre todo relacionadas con los ntimeros
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naturales (cantidad de cosas discretas) o los racionales como magnitudes (medi-
das). Los ejemplos nos servirdn para comprobar si el tipo de nimero que la o el
estudiante estd nombrando se corresponde con el que esta pensando.

3.2.2.  Concepcion de niimero irracional. Ejemplos de irracionales. El objetivo de esta
Tarea fue conocer si las y los estudiantes conocen los niimeros irracionales y si
los reconocen como los ntimeros que no se pueden escribir como fraccion (cociente)
de enteros, con denominador distinto de cero o como los que poseen infinitos decimales
no-periodicos y si pueden diferenciarlos de los racionales. Inferir una posible identi-
ficacién de los reales con los racionales y/o de los irracionales con las raices o con
ciertos ntimeros muy especiales.

El Cuadro 2 reproduce la consigna utilizada para esta tarea en el cuestionario,
tal como fue presentada a las y los estudiantes.

Posiblemente has escuchado que /2 y el nimero 7 son niimeros irracioneales.
(Coémo explicarias con tus palabras en qué consiste esa condicién de ser
irracionales?

(Conocés los numeros irracionales? ......... (Cuales?

Cuapbro 2. La consigna utilizada para la Tarea N2 en el cuestionario.

En esta tarea se solicita se describa qué se entiende por ntimero irracional y
se espera una respuesta que contenga los elementos esenciales que describen a
un nimero irracional. Luego, bajo el supuesto de que la mayoria de estas y estos
estudiantes conoce los ndmeros irracionales 7 y v/2, se les solicita otros ejemplos
de ntimeros irracionales. En las respuestas tendremos en cuenta si se considera a
los irracionales como complemento de los racionales (distintos de las fracciones
o cocientes de enteros con denominador distinto de cero) o si se los considera
por su notaciéon decimal (como ntmeros con infinitos decimales no-periédicos).
Fundamentalmente si se los diferencia de los racionales y los ejemplos nos serviran
para ilustrar sus respuestas.

3.2.3. Tarea D1. Comprension del orden y la densidad en los reales. El objetivo de esta
tarea fue conocer cémo conciben estos y estas estudiantes, el orden de los reales
con sus especiales caracteristicas en relacion con la densidad, e inferir concepciones
sobre infinito, en correspondencia con la cantidad de ntimeros y con la densidad.
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El Cuadro 3 reproduce la consigna utilizada para esta tarea en el cuestionario, tal
como fue presentada a las y los estudiantes. No se ha especificado en que campo
numérico se esta trabajando dado que buscamos concepciones naturalizadas sobre
el concepto de nimero.

Cuando decimos “un ntimero entre 0y 2”, nos referimos a un niimero
mayor que 0 y menor que 2.

;Podrias nombrar un ntimero entre ...

O0y2? OS5t (Cudl? 0 No hay 0 No sé
1/5y1/4? O st (Cuadl? O No hay 0 No sé
3,14y m? O St (Cual? O No hay O No sé

¢Podrias nombrar un ntimero entre ...
Oy2? ONinguno [ Unos pocos [ Muchisimos [ Infinitos [ No sé
1/5y1/4?2 ONinguno [ Unos pocos [ Muchisimos [ Infinitos [ No sé
3,14y 7? ONinguno [ Unos pocos [0 Muchisimos O Infinitos [ No sé

Cuapro 3. La consigna utilizada para la Tarea D1 en el cuestionario.

Es de esperar que, estudiantes que comprendan el orden y la densidad de los
nimeros reales, respondan en los tres items que si hay un niimero y den un ejemplo
correcto. Podria suceder también que, aunque sepan que debiera existir un nimero
entre estos dados, no se sepan cual, porque no conozcan la relacién de orden
entre fracciones, la equivalencia de una fraccién con un decimal o el orden entre
decimales. Entre 3,14 y 7, puede suceder que no conozcan el orden entre decimales
o no sepan el valor de 7.

De elegir que no hay un ntimero entre 1/5y 1/4 podriamos pensar en una confu-
sién de los reales con las fracciones y una concepcién de estas como discretas. La
eleccion no hay un ntmero entre 3,14 y 7 podria provenir de identificar 7 con el
racional 3,14.

Para la segunda pregunta ;Cudntos niimeros hay? entre las mismas parejas de
numeros, la respuesta correcta es infinitos, sin embargo, por la forma cerrada de
la pregunta, no podriamos distinguir si responden a una concepcién de infinito
potencial o actual. Al haber infinitos ntimeros entre dos reales distintos, las res-
puestas unos pocos y muchisimos también son respuestas correctas, sin embargo, es
esperable que si esta disponible la opcion infinitos y se elige unos pocos o muchisimos
sea porque se esté pensando en una cantidad finita. Si entre 0 y 2 se elige unos
pocos, podriamos pensar que se esta identificando a los ntimeros con los enteros (y
sus fracciones), por lo que en este caso podria considerarse que no haya ningtn
nimero entre 1/5y 1/4 ni entre 3,14 y 7.
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3.2.4. Tarea D1. Densidad en relacion con el supremo de un intervalo. El objetivo de
esta tarea fue conocer como estas y estos estudiantes conciben la propiedad del
supremo de un intervalo de ntmeros reales y su relaciéon con la densidad y el
orden, e inferir concepciones sobre infinito, en relacién con la cantidad de ntimeros,
la densidad y la completitud.

El Cuadro 4 reproduce la consigna utilizada para esta tarea en el cuestionario,
tal como fue presentada a las y los estudiantes.

En matematica solemos considerar el intervalo (1, 2) como todos los nt-
meros mayores que 1 y menores que 2. Vemos que ni 1 ni 2 pertenecen
al intervalo.

Una profesora de Matemaética de la Universidad nos conté que discutié
con sus alumnos sobre la posibilidad de identificar dentro del intervalo
al nimero que se encuentra lo mds cerca posible de 2.

J

(Qué pensas al respecto? ;Se puede identificar dentro del intervalo al niimero
que se encuentra lo més cerca posible de 2 y que pertenece al intervalo?

(Como le explicarias a alguien que piense lo contrario?

Cuapro 4. La consigna utilizada para la Tarea D2 en el cuestionario.

4

La tarea comienza con una aclaracién sobre el significado de “intervalo abierto
de ntimeros y se plantea la posibilidad de identificar un ndmero “mds cercano” al
supremo del intervalo. A continuacién, se plantean dos preguntas abiertas.

La primera pregunta interroga sobre si es posible encontrar el nimero “mas
cercano” al supremo y que pertenezca al intervalo (es decir que no sea el mismo
supremo). Mientras que en la segunda se invita a justificar la respuesta. Para la
primera pregunta se espera las respuestas, si es posible, no es posible o no sé si es posible
y algtn tipo de justificacién de la respuesta elegida. En la segunda es deseable que
se amplie esta justificacion.

Es esperable que estudiantes que comprendan la idea de supremo (completitud
de los reales) respondan que no es posible encontrar tal niimero debido a la densidad
infinita de los reales. Por su calidad de supremo del intervalo, toda vez que tengamos
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un ntimero perteneciente al intervalo, habra otro mayor que éste que pertenezca al
mismo. Sin embargo, puede haber otras razones por las cuales el o la estudiante
puede pensar que esto no es posible.

La respuesta si es posible, supone que se consideran los reales como discretos,
donde podriamos encontrar un niimero anterior a uno dado (al estilo de los
enteros).

3.3. Procedimientos de andlisis. Hemos realizado, en primera instancia, una
categorizacion de las respuestas a cada tarea, con diferentes metodologias de
andlisis, que se describen en el siguiente apartado, a fin de obtener modos de
respuesta que abarcaran todo el espectro de respuestas en una tarea, asociando
en una misma clase aquellas que compartieran significado y de modo que las
categorias fueran mutuamente excluyentes.

Se determinaron estos modos de respuesta obteniéndose cinco, siete, cinco y ocho
modalidades para las tareas N1, N2, D1 y D2, respectivamente. Esta categorizaciéon
se describe en la seccién siguientes (Resultados) ya que son resultados interesantes
por si mismos que dan cuenta de las representaciones de las y los estudiantes
respecto de los conceptos implicados en cada Tarea.

En una segunda instancia se asoci6 a cada estudiante su categoria de respuesta
para cada Tarea. Cualquiera hubiese sido el método para obtener estas categorias, se
aplicé un procedimiento de control inter-juez sobre la totalidad de las respuestas, es
decir se volvié a los datos originales. Se solicité a dos jueces que verificaran una por
una, si las respuestas de cada estudiante se correspondian con la caracterizacién de
la categoria que se le habia asociado. Las jueces fueron dos docentes universitarias
de matematica, y se obtuvo una coincidencia con la categorizacién realizada por
las investigadoras mayor del 98 % en todos los casos, en los pocos casos que no se
coincidia se consensu6 la categoria que le corresponderia a esa respuesta.

En una tercera fase, se definieron sobre el conjunto de estudiantes cinco variables
categoricas, cuatro de ellas denominadas variables de respuestas (una por cada Tarea)
con tantas modalidades como fueron los modos de respuesta determinados para
cada Tarea en la categorizacion descripta y una mas denominada NEM, que se
corresponde con el Nivel de Estudio de Matematica con las 9 modalidades antes
descriptas.

Con el fin de estudiar asociaciones entre los modos de respuesta por una parte
y relaciones con las modalidades de NEM y las de respuestas por otra, se optod
por la aplicacién del método factorial de correspondencias multiples (AFCM)
(Benzécri, J.P.,, 1973; Crivisqui, 1993; Lebart, Morineau, y Fénelon, 1979) que esta
especialmente disefiado para describir, visualizar y sintetizar grandes cantidades
de datos obtenidos sobre un conjunto de individuos. Este AFCM tomé como
variables activas para la formacién de los ejes factoriales las modalidades de las
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variables de respuesta. Las modalidades de NEM se proyectaron sobre los planos
factoriales como variable ilustrativa. Este método posibilité observar los principales
factores de variabilidad de los modos de respuesta, asi como visualizar la relaciéon
de éstos con cada modalidad de NEM. De un modo muy sintético, podriamos decir
que con este estudio pretendemos evidenciar las asociaciones que existen entre las
modalidades de respuesta a las distintas tareas, qué estudiantes responden qué y
qué modalidades de NEM se relacionan con cada una de estas asociaciones.

Finalmente, y considerando a los participantes descriptos por sus coordenadas en
los ejes principales del AFCM (factores de variabilidad de los modos de respuestas
encontrados), realizado en el paso anterior, efectuamos una Clasificacién Jerarquica
Ascendente (CJA) (Ward, 1963). El método de clasificacién utilizado comienza
con una particién de la poblacién de estudiantes descriptos por sus modos de
respuesta, de manera que cada uno de ellos sea el tinico elemento de una clase y
en cada iteracidn se agrupa en una nueva clase aquellas dos maés parecidas, en el
sentido de que posean casi las mismas asociaciones con los modos de respuesta a las
tareas. Se corta el proceso de manera que la conformacién de las clases obtenidas
tenga sentido en términos de los objetivos de la investigacion. Resultando en
clases de respuestas a las que se dio una denominacién (etiqueta de la clase)
segln las caracteristicas emergentes de cada clase (indicadores de categorizacién),
que pueden ser interpretadas en términos de concepciones o comprensiones de
determinado aspecto por parte de las y los estudiantes.

3.3.1. Categorizacion de las respuestas a cada tarea. Para los items de las tareas en
las que se contaba con respuestas verbales abiertas (Tarea N1, primer item de la
Tarea N2 y justificacion en la Tarea D2), se asoci6 a cada estudiante las respuestas
literales y se aplic6 un analisis lexicométrico del corpus de respuestas. De este
modo se buscé evidenciar similitudes y diferencias entre las respuestas de las y los
estudiantes, mediante la interpretacion del léxico utilizado. Se utiliz6 para ello el
Anélisis Lexicométrico (AL) (Lebart y cols., 1979; Lebart, Salem, y Bécue Bertaut,
2000). Se realizé un Anélisis Factorial de Correspondencias (AFC) (Benzécri, J.P.,
1973; Crivisqui, 1993) del corpus de respuestas con el propésito de descubrir
ideas diferenciadas presentes, como asi también una tipologia de respuesta. Se
realiz6 luego una Clasificacion Jerdrquica Ascendente posterior al AFC, de las 'y
los estudiantes segtin sean similares las palabras que usan en sus respuestas y se
interpretaron las clases resultantes en términos de concepciones. En los items en
los que se encontraron justificaciones relativamente cortas o ejemplos (items 2 de
N2 y justificaciones de D2) se realiz6 una categorizacién de las respuestas una
por una, buscando similitudes de significados segtn los elementos emergentes,
encontrando modalidades de respuestas mutuamente excluyentes.

Para la Tarea D1, se realizé un AFCM de las y los estudiantes descritos por su
tipo de respuesta a cada uno de los seis items, tomando éstas como variables activas.
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Las nueve modalidades de NEM se proyectaron sobre los planos factoriales como
variables ilustrativas. Este método nos permite basicamente encontrar asociaciones
entre modos de respuesta a los distintos items y asociar que estudiantes responden
qué. Posterior al AFCM se realiz6 una clasificaciéon (CJA) de las y los estudiantes
segun sean globalmente similares sus modalidades de respuesta.

Enlas Tablas 2, 3, 4 y 5 puede observarse la caracterizacion de las modalidades de
respuesta encontradas para las Tareas N1, N2, D1 y D2 respectivamente. Como asi
también ejemplos literales de respuesta (especificando el NEM al cual pertenece el
o la estudiante que dio dicha respuesta) y porcentaje de la poblacion perteneciente
a cada clase de respuesta.

3.3.2.  Asociaciones entre los modos de respuesta a las cuatro tareas. Como dijimos,
finalmente y con el fin de observar asociaciones entre los tipos de niimeros nombra-
dos por las y los participantes, las descripciones que hacen de los irracionales, cémo
comprenden el orden, la densidad y el supremo de un intervalo en R, se aplic6
un AFCM de las y los participantes descritos por sus modalidades de respuesta
a las cuatro tareas (N1, N2, D1 y D2). Las modalidades del nivel de estudio en
Matemadtica (NEM) se proyectaron sobre los planos factoriales como variables
ilustrativas. Luego realizamos una CJA, agrupando a las y los estudiantes cuyos
tipos de respuestas sean similares, globalmente en las cuatro tareas, en el sentido
de que posean casi las mismas asociaciones entre los modos de respuesta.

§4. Resultados

4.1. Categorizacién de las respuestas a cada una de las cuatro tareas.

TasLa 2. Clases de respuestas segtn los tipos de nameros que se
nombran. Ejemplos literales de respuesta (especificando el NEM del
o la participante) y porcentaje de la poblacién perteneciente a cada
clase.

Caracterizacion de las respuestas Respuestas de un o una | Porc.
estudiante de...

No nombran | N1.1. Niimeros son sélo los enteros. | EFI: positivos (8), enteros, | 12 %
reales, ni | No nombran reales, ni racionales, ni | negativos (-8).
racionales ni | irracionales. Nombran a los natura-
irracionales les, los enteros o algtn subconjunto
notable de los enteros (ej. positivos,
negativos, primos). Asociada a EFA
y EFL
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TaBLA 2. (continuacién)

Caracterizacion de las respuestas

Respuestas de un o una
estudiante de...

Porc.

Nombran
reales,
racionales o
irracionales

N1.2. Los enteros como modelo. Nom-
bran alos reales, racionales o irracio-
nales y ademads algin subconjunto
notable de los enteros (pares, impa-
res, primos). Asociada a EFI.

5to: niimeros reales R =

.., nuimeros irracionales
(V/5) , nitmeros enteros (1;
—3), niimeros primos (3),
niimeros pares (2) y niime-
ros racionales (1,5)

8%

N1.3. Identificacion del niimero con su
representaciéon. Nombran reales, ra-
cionales o irracionales y algdn tipo
de ntimero por su notacién (decima-
les, fraccionarios, periédicos, negati-
vos, imaginarios, €j. de irracionales,
romanos); principalmente decima-
les y periddicos. Algunas pocas res-
puestas que dan ejemplos de irra-
cionales y las que dicen romanos.
Asociada a EFA.

3ro: Enteros (1; 2; 3), deci-
males (1,2), racionales (5;
7), fraccionarios (1/2).

35%

N1.4. Conjuntos numéricos escolares.
Ademas de reales, racionales o irra-
cionales dicen naturales y enteros.
No dicen complejos. Asociada a MA
y ML

MI: Reales (1/5) ... abar-
ca todo, naturales, enteros
(1; 2; 3; 4), irracionales
(v/5,V/2) y racionales (1/2;
1/5;6/5).

36 %

N1.5. Conjuntos convencionales con es-
tructura. Ademas de reales, raciona-
les o irracionales dicen naturales, en-
teros y complejos. La respuesta cla-
sica es sélo estos 6 conjuntos numé-
ricos y en ese orden: naturales, en-
teros, racionales, reales y complejos
muchos nombran también los irra-
cionales. Son todos de MA.

MA: Naturales (1), enteros
(-3), racionales (3/4), irra-
cionales (/2), reales (5),
complejos (3 + 2i)

11%
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TabLa 3. Caracterizacion de las clases de respuestas segtin la descrip-
cién de los nimeros irracionales. Ejemplos literales de respuestas
(especificando el NEM del o la participante) y porcentaje de la po-

blacién perteneciente a cada clase.

Caracterizacion de las respuestas

Respuestas de un o una
estudiante de...

Porc.

N2.1. Ajenidad - Inseguridad. Desconocen los irracionales.
No contestan, o expresan que no saben, o algtn aspecto
irrelevante. No dan ejemplos.

EFI: Lo primero que se me
ocurre es decir que (...a los
irracionales) no los pode-
mos concebir o razonar. No
da ejemplos.

29 %

N2.2. Centrada en la resolucion de una operacion. No tienen
solucion /resultado (exacta/o). Consideran que los irra-
cionales son los ntimeros que no tienen (al dividir o al
calcular una raiz) una solucién (exacta) o un resultado
(exacto o entero). Asociada a 4to y 5to. No hay MA.
Generalmente no dan ejemplos, algunos dan ejemplos
complejos (raices de negativos).

5to: Son imposibles de resol-
ver (no tienen un n® exac-
to). Ejemplos: v/3 /5 /=7

17 %

N2.3. Confunden irracionales con racionales. Son los decima-
les, nitmeros con coma. Manifiestan que los irracionales
son ntimeros decimales o con coma o también que son
las fracciones o tienen infinitos decimales periédicos,
es decir los confunden con los racionales lo cual se ve
reforzado por que brindan como ejemplos ntimeros ra-
cionales. Hay un subgrupo que considera que son los
que sirven para medir con precisién (en el sentido de
mas o menos decimales). Generalmente dan ejemplos
racionales. Asociada a: 3ro, 4to, 5to Bl y ML

4to: Los nitmeros irraciona-
les son niimeros que no son
enteros, sino que llevan co-
ma. Ejemplos: Las fraccio-
nes.

17 %

N2.4. Centrada en la nocion de infinito. Infinitos decimales
después de la coma. Consideran que los irracionales tie-
nen infinitas cifras decimales o son infinitos. Suelen dar
como ejemplos a ejemplares irracionales, pero también
ejemplares racionales. Asociada a: BI, Ml y BA.

MI: Si es irracionales es que
va a tener infinitas cifras.
Ejemplos: 0,2; V5.

15%

N2.5. Definicion mnotacional. Infinitos decimales no-
perioédicos. Manifiestan que son los “decimales
no-periédicos”. Dan como ejemplo: ejemplares irracio-
nales (raices de primos- notables) o una generalizacién
correcta centrada en la definicién notacional. Asociada
a 3ro.

3ro: los irracionales son
los decimales no periodicos.
Otros irracionales: /6,

V5.

7%

N2.6. Definicién literal no-fraccion. No se pueden escribir
como fraccion. Expresan la frase textual: no se pueden
escribir como fraccidn, sin més detalles; s6lo esa frase
sin especificar “de enteros” o “con denominador dis-
tinto de cero”, tampoco nombran que son reales. Da
idea de una definicién literal sin mucha comprension.
Como ejemplo suelen dar una generalizacién correcta.
Asociada a 3ro.

3ro. Son irracionales. .. por-
que no se pueden escribir en
fraccién. Otros irraciona-
les: /5, \/7; cualquier raiz
de un niimero primo.

9 %
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TaBLA 3. (continuacién)

Caracterizacion de las respuestas Respuestas de un o una | Porc.
estudiante de...
N2.7. Definicion experta. Los reales que no son cociente de | MA. Los irracionales son los | 5 %

enteros. Dan una definicién correcta de irracionales, co-
mo: los (ntmeros reales) que no se pueden expresar
como cociente de enteros con denominador distinto de
cero. Como ejemplo raices de nlimeros primos positivos
o alguna generalizacién correcta. Asociada a MA.

reales que se pueden escri-
bir como cociente de enteros
(con denominador distinto
de cero). Otros irraciona-
les: \/5; /3; cualquier raiz

de un niimero primo.

TasLa 4. Modalidades de respuesta segtin concepcién de orden y
densidad en R. Ejemplos literales de respuestas (especificando el
NEM del o la participante) y porcentaje de la poblacién que presenta

cada modalidad.

densidad infinita de los reales. Los ejemplos pueden ser
dados en forma de fraccién o decimal, pero estdn bien.
Asociada a MA y BA.

Infinitos. Entre 1/5y 1/4:
Si. 0,21 — Infinitos. Entre
3,14 y m: Si. 3,1413 — Infi-
nitos.

Caracterizacion de las respuestas Respuestas de un o una | Porc.
estudiante de...

D1.1: Inseguridad (respecto ala densidad y el orden de R). | 3ro: Entre 0y 2: Si - Unos | 18 %

Responden sélo cuando se trata de enteros. Consideran | pocos. Entre 1/5y 1/4: No

que entre 0 y 2 hay algtn niimero, pero no dan ejemplo y | sé - No sé. Entre 3,14 y m:

para los demaés items expresan no saber o no contestan. | NC - No sé.

D1.2. Discretitud. Identifican w con su aproximacion decimal. | 5to: Entre 0y 2: Si. 1—unos | 33 %

Sélo presentan seguridad cuando se trata de enteros; ma- | pocos. Entre 1/5y 1/4: no

nifestando que hay pocos o muchos ntiimeros entre 0 y | sé — unos pocos. Entre 3,14

2. Pero consideran que entre las fracciones con denomi- | y 7: No hay (7 es el mismo

nador consecutivo no hay ningtin o unos pocos nimeros. | valor) — no contesta.

Identifican a 7 con el racional 3,14. Asociada a 5to.

D1.3. Densidad finitista. No comprenden el orden. Consideran | 4to: Entre 0y 2: Si. 1; 1,15, | 21 %

que entre dos ndmeros hay pocos (a lo sumo muchos o | 1,7, etc.- Muchisimos. Entre

muchisimos) ntimeros, pero no infinitos. No comprenden | 1/5 y 1/4: Si. 0,05 — unos

el orden ya que dan un ntimero errado (o no saben) entre | pocos. Entre 3,14 y m: Si.

1/5y 1/4y entre 3,14 y 7. Asociada a EFA, 4to y BA. 0,005 — unos pocos.

D1.4. Densidad infinitista. No comprenden el orden. Conside- | BI: Entre 0 y 2: Si. 1 —In-| 12%

ran una densidad infinita, sin embargo, no comprenden | finitos. Entre 1/5y 1/4: Si.

el orden de Q, ya que dan un niimero errado (o no saben) | 1/44 — Infinitos. Entre 3,14

entre 1/5y 1/4 y entre 3,14 y 7. Asociada a Bl y BA. y m: Si. No sé — Infinitos.

D1.5. Comprension de la densidad y el orden. Consideran la | MA: Entre 0 y 2: Si. 0,5 — | 16%
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TabrLa 5. Modalidades de respuesta segtin concepcién de densidad
y supremo de un intervalo. Ejemplos literales de respuestas y por-
centaje de la poblacién que representa cada modalidad.

Caracterizacion de las respuestas

Respuestas de un o una estudiante

Porc.

D2.1: Ajenidad (frente al problema del supre-
mo). No responden o manifiestan no saber o
no entender el planteo. Asociada a EFl y 3ro.

3ro: No sé - No lo entiendo.

27 %

D2.2. Discretitud no explicada. Manifiestan que
es posible encontrar un niimero anterior a
2, sin justificar, parafraseando la pregunta o
expresando algtin aspecto no relevante. Aso-
ciada a 4to, 5to y EFA.

EFI: Si se puede - Es el niimero mds cerca
de 2, que no es 2.

15%

D2.3. Discretitud finitista (redondeo). Consi-
deran que es posible encontrar un ntimero
“anterior” a uno dado y éste es un decimal
finito o que se puede estimar, redondear o
que depende de la escala.

4to: pienso que, si se puede identificar, me
parece que seria 1,9.

9 %

D2.4. Discretitud mediada por la concepcion de
infinito potencial. Consideran que es posible
encontrare un nimero “anterior” y este es
un nimero con infinitos decimales. Asociada
a BA.

BA: es posible ya que el niimero 1,999 . ..

(infinitos nueves) es menor que 2 y perte-
nece al intervalo - basdndome en el niimero
como un decimal. Todo niimero menor a
2 por mds cercano que sea pertenecerd al
intervalo.

15%

D2.5. Discretitud mediada por la concepcion de
infinito es todo. Consideran que debe existir
tal niimero porque al ser infinitos deben estar
todos los posibles.

BI: Creo que si, hay uno anteriot, porque
dentro de estos dos N*° hay infinitos niime-
ros con coma - Le explicaria que dentro del
1y el 2 hay infinitos niimeros, como ejem-
plo le daria el 3/2 que equivale a 1,5 que
es un niimero y como este hay mds, hay
infinitos.

8 %

D2.6. Densidad potencialmente infinita. Consi-
deran que no se puede encontrar un ntimero
“anterior”, porque hay infinitos ntimeros y
nunca se llegaria o siempre se podria agregar
un decimal. Asociada a Bl y ML

MI: Yo creo que no se puede, seria una tarea
interminable - Seria como encontrar 1,9 e
ir agregando decimales (1,99. .. etc.)

15%

D2.7. Densidad no explicada. Consideran que
no se puede encontrar un ndmero “anterior”,
sin explicar su pensamiento.

5to: creo que no se puede — no sé cémo
explicarlo.

5%

D2.8. Densidad infinito-actual de los reales. Con-
sideran que no existe un ndmero “anterior”,
justificando por la densidad de los reales.
Asociada a MA.

MA: No, porque siempre existe uno mds
cercano a 2 debido a la densidad de Q, es
decir, entre dos reales siempre existe un
racional.

6 %
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Asociaciones entre los modos de respuesta a las cuatro tareas. A continua-
cién, (Cuadro 5) presentamos el primer plano factorial del AFCM realizado sobre

4.2,

las y los estudiantes descritos por sus modalidades de respuesta a las cuatro tareas.

Factor 2

D2.5. Discretitud mediada por infinito es todo

N23. Confunden imacionales con racienales
[1.3. Den idad Finitista. $in comprension del orden
D2.4. Discretitud mediada por infinito patencial

+ N2.4. Infintos decimales despues de 1a coma
. ga Clase 3: CONJUNTOS NUMERICOS ESCOLARES - DENSIDAD POTENCIALMENTE INFINITA

Clase 2: DECIMALES __"_z_._.O.w* - DISCRETITUD
h \

D22 Discretitud no-explicada N1.4. Conj escolares N25. Definicion Motacional
W22 No tienen resultado exacto D27, Densidad no-explicada

| ato i

N1 7 | e enfarns como modeso de nimens
N1.3 Numeros por su notacion H=
[T BEO o e e e e e e e e e
D2.3. Discretitud finitista (redondeo) | 4 4 pensidad infinitista

MI

N : D15, Comprensidn de ka densidad y & oiden
D1.2. Discretitud. N2, Definicion Literal N1.5. Conjuntos numesicos convencionels con estructura

EFA D25, Densitad patenciaimetne infinita D2.8. Densidad infinito-actual de los reales M2
Clase 4 CONJUNTOS NUMERICOS CONVENCIONALES -

Clase 1 w.D_-D_ ENTEROS - AJENIDAD. DEFINICION EXPERTA - N2.7. Definicion experta
i DENSIDAD ACTUALMENTE INFINITA

3ro

EFI
[4.1: Insegundad

D2.1: Ajenidad

N2.1. Ajenidad - Inseguridad |

N1.2 Solo Enteros

Cuapro 5. Primer plano factorial de AFCM de las y los estudiantes

descritos por sus modalidades de respuesta y de NEM.
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En el AFCM de las y los estudiantes descritos por sus modalidades de respuesta
a las cuatro tareas y su NEM encontramos que el principal factor de variabilidad
corresponde a respuestas que expresan que comprenden el orden y la densidad de los
reales (como actualmente infinita) y dan una definicién correcta de los irracionales,
asociada a MA oponiéndose a las respuestas que expresan una concepcion dis-
creta de los nimeros, asociados a los enteros o a los decimales finitos, asociadas
principalmente a 3ro, 4to, 5to, EFI y EFA. En una zona intermedia, las respuestas
que muestran una visién de la densidad como potencialmente infinitas asociadas
a BI, Ml y BA.

El segundo factor discrimina entre las modalidades que expresan Ajenidad o
Insequridad frente a estos aspectos asociadas a EFI y EFA y las que proponen
una vision de densidad potencialmente infinita y los nimeros como los conjuntos
numéricos escolares asociada principalmente a BA.

4.3. Clasificacion de las respuestas a las cuatro tareas. Presentamos las clases
obtenidas en la CJA posterior al AFCM del apartado anterior. Cada clase agrupa
estudiantes cuyas respuestas sean similares en el sentido de que posean casi las
mismas asociaciones entre los modos de respuesta en las cuatro tareas. Informa-
remos, para cada clase, la cantidad de estudiantes que la constituyen, porcentaje
de la poblacién que representan, modalidades de respuestas y de NEM asociadas
especialmente y una caracterizacion segin las ideas relacionadas con los modos
de respuesta asociados.

Clase 1 — Sélo Enteros — Ajenidad e Inseguridad. N=86 (28 % de la poblacién).
Asociada a EFI.

Modalidades de respuesta asociadas: N2.1. Ajenidad. Inseguridad. Desconocen los
irracionales. D2.1: Ajenidad (problema del supremo). N1.2. Los Enteros como
modelo de niamero. N1.3. Identificacién del niimero con su representacién. D1.1:
Inseguridad con la densidad y el orden de los reales.

Sintesis de ideas presentes: Consideran a los enteros como modelo de nimero o
identifican al namero con su representacion, no conocen los irracionales. Exhi-
ben inseguridad frente al orden y la densidad de los reales. Son estudiantes de
secundaria o de Ed. Fisica

Clase 2 - Los ntiimeros son los decimales finitos - Discretitud Explicita. N=117
(38 % dela poblacién). Asociada a 4to (mayormente de compuesta por estudian-
tes de secundaria).

Modalidades de respuesta asociadas: N2.3. Confunden irracionales con racionales N1.3.
Identificacién del nimero con su representaciéon. D1.2. Discretitud. Identifican 7
con su aproximacién decimal. N2.2. No tienen solucién/resultado (exacta/o0). D2.2:
Discretitud - no explicada. D2.3. Discretitud finitista (redondeo). D2.5. Discretitud
mediada por la concepcién de infinito es todo.
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Sintesis de ideas: Identificacién del nimero con su representacion. Ntiimeros son
los Enteros y los decimales finitos, corrimiento de los enteros a los décimos o
centésimos. Vision discreta explicita de los ntimeros.

Clase 3 - Conjuntos numéricos escolares. Densidad potencialmente infinita. N=76
(25 % de la poblacién). No tienen NEM asociado especialmente.

Modalidades de respuesta asociadas: D2.6. Densidad potencialmente infinita. N2.4.

Centrada en la nocién de infinito. D1.4. Densidad infinitista. D2.4. Discretitud

mediada por la concepcién de infinito potencial. N1.4. Ntiimeros son los elementos

de los conjuntos numéricos escolares.

Sintesis de ideas: Nimeros son los conjuntos numeéricos escolares (Enteros - Decimales-
Fracciones - Racionales -Reales). Conciben a los nimeros como un conjunto infinito
(potencialmente) denso.

Clase 4 - Conjuntos numéricos con estructura. Densidad actualmente infinita.
Definiciéon experta de los irracionales. N=28 (9 % de la poblacién). Asociada a
MA.

Modalidades de respuesta asociadas: N1.5. Conjuntos convencionales con estructura.

N2.7. Definicién experta. D1.5: Comprension de la densidad y el orden. D2.8.
Comprenden la densidad y completitud de los reales. N2.5. Definicién notacional.
No hay estudiantes de secundaria en esta clase.

Sintesis de ideas: Ntiumero es elemento de un conjunto numérico con estructura.
Definicion correcta (sea experta o notacional) de los irracionales. Comprenden el
orden y la densidad actual de los reales.

§5. Discusién y conclusiones

Encontramos un gradiente en la profundidad de las concepciones de los reales
como niimeros que comienzan con las y los estudiantes que (i) sélo consideran
como ntiimeros a los enteros y presentan ajenidad o inseguridad frente al orden
y la densidad de los ntimeros reales. Esta clase representa el 28 % de la poblaciéon
y estd compuesta principalmente por estudiantes de secundaria o de Educacién
Fisica, que consideramos con menores estudios en matematica.

Es notable cémo las y los estudiantes de Educacién Fisica, que no han estudiado
matematica en la universidad, han naturalizado, en la secundaria como niimero
sOlo a los enteros. Estos resultados coinciden con Arcavi y cols. (1987); Fischbein
y cols. (1994, 1995); Tirosh y cols. (1998), quienes encontraron que estudiantes
secundarios y futuros maestros de matematica consideran a los enteros como mo-
delo de niimero o identifican al nimero con su representacién y no conocen los
irracionales. Si bien, alguno pareciese conocer a las fracciones y los decimales lo
suelen tomar como conjuntos disjuntos tal como habian encontrado en poblaciones
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similares Khoury y Zazkis (1994); O’Connor (2001); Moseley (2005). Estas y estos
estudiantes exhiben inseguridad frente al orden y la densidad de los reales, lo cual
es coherente con pensar s6lo en los enteros y enfrentarse a un orden compatible
con la densidad que es la propiedad que distingue a los nimeros racionales de
los ntimeros enteros. Esta ajenidad frente a la densidad es acorde también con los
resultados de (entre otros trabajos) Juan y cols. (2012); Montoro (2005); Waldegg
(1993), que han observado que las y los estudiantes con menor estudio de matemé-
tica suelen mostrar inseguridad o resistencia frente a tareas que de alguna manera
impliquen el infinito.

En una zona intermedia y como la idea més difundida en la poblacién (38 %), se
ubica la concepcién de (ii) identificacién de los ntimeros con los decimales finitos
y una discretitud explicita de los niimeros, idea que encontramos principalmente
entre las y los estudiantes de secundaria, los ingresantes a las carreras cientificas
e incluso en estudiantes de los tltimos afios de Biologia, podriamos decir que la
mayoria de las y los participantes de este estudio, que estdn estudiando matematica,
han naturalizado el concepto de ntimero real identificAndolo con el de decimal
(finito) y discreto. Pareciera que en su comprension hay un corrimiento de los
enteros a los décimos o centésimos. Vemos aqui como una transferencia incorrecta
de las propiedades de los niimeros naturales a los niimeros racionales puede
llevar a una comprension deficiente de los ndmeros racionales (Vamvakoussi y
Vosniadou, 2004, 2007; Yujing y Yong-Di, 2005). Puede observarse que las y los
estudiantes de esta clase trasladan a los racionales el tipo de orden de los naturales
(un racional puede tener un siguiente) y no reconocen los irracionales, lo que
concuerda con lo encontrado por Behr y cols. (1983), Malara (2001), Merenluoto y
Lehtinen (2002) y Palacios-Amaya y cols. (2018).

Entre estas y estos estudiantes encontramos una concepcién de los reales como
discretos y manifiestan una visién finitista asociada al redondeo (Palacios-Amaya y
cols., 2018; Widjaja y cols., 2008), que extiende la propiedad de los conjuntos finitos
a los conjuntos infinitos (Juan y cols., 2012; Monaghan, 2001; Montoro y cols., 2016;
Waldegg, 1993). En otros casos una visién asociada a la idea de que en infinito debe
estar todo, concepcion que identificamos en otros trabajos con poblaciones similares,
pero con tareas de conteo y que no hemos encontrado en otra bibliografia de las
concepciones sobre el niimero real (Juan y Montoro, 2015; Montoro, 2005).

Vemos, también, en estas y estos estudiantes, de la zona intermedia, que, tal
como encontraron Zazkis y Sirotic, las diferentes representaciones del ntimero real
influyen en las respuestas de las y los estudiantes con respecto a la irracionalidad
y se observé confusién entre los niimeros irracionales y su aproximaciéon decimal
(Sirotic y Zazkis, 2007a, 2007b; Zazkis y Sirotic, 2004, 2010). Notamos que esta clase
se encuentran las respuestas del tipo Definicion literal no-fraccién, que solo representa
el 9 % de la poblacion. Estudiantes que en este caso expresan la frase textual: no
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se pueden escribir como fraccién, sin mas detalles; s6lo esa frase sin especificar que
son nameros reales. Da idea de una definicién literal sin mucha comprension,
son principalmente estudiantes de 3ro de secundaria, daria la impresién, por el
resto de las respuestas asociadas, que hay incoherencia entre las intuiciones de los
participantes y su conocimiento formal (definicién) similar a lo encontrado por
Sirotic y Zazkis (2007b).

También en una zona intermedia encontramos una concepcion de (iii) densi-
dad infinito potencial de los niimeros, son estudiantes que parecen identificar
los reales con los racionales. Para estas y estos estudiantes los niimeros son los
conjuntos numeéricos escolares. Conciben a los nimeros como un conjunto infinito
(potencialmente) denso. Representa el 25 % de la poblacién, casi todos universita-
rios, no especializados en Matematica, lo cual coincide con que frecuentemente los
jovenes conciben al infinito en forma (intuitiva) como potencial (Arrigo y D’Amore,
2004; Fischbein y cols., 1979; Monaghan, 2001; Montoro y Scheuer, 2004), a pesar
de haber estudiado los racionales y los irracionales, no hacen un uso flexible de
diferentes representaciones de estos. Al igual que parte de la poblacién estudiada
por Peled y Hershkovitz (1999) se encuentran con la dificultad de mantener una
concepcién potencial del infinito.

Finalmente, s6lo unos pocos estudiantes (9 %), todos estudiantes avanzados de
Matematica, poseen concepciones de nimero como elemento de un (iv) conjunto
numérico correctamente diferenciado brindando una descripcién de los irracio-
nales con caracteristicas necesarias y suficientes, describiéndolos como ntiimeros
reales que no se pueden expresar como cociente de enteros y con denominador
distinto de cero y/o como aquellos que poseen infinitos decimales no-periédicos y
una visioén infinito actual de la densidad y del supremo de un intervalo.

Respecto a los ntimeros irracionales, mostramos que las dificultades en su com-
prensién no son sélo de naturaleza intuitiva, sino que implican una cierta profundi-
dad en el estudio, que solo obtienen las y los estudiantes avanzados de matematica.
Esta es una fuerte indicacién de que la profundidad del conocimiento matemaético
juegan un papel importante para la mejor comprensién de los ntiimeros reales, aun
en las nociones més bésicas, como son la diferenciacién de racionales e irracionales,
orden y densidad (Voskoglou y Kosyvas, 2012). Esto va de la mano con los estudios
que indagan sobre concepciones del infinito matematico y que muestran que la
comprension de esta nocién requiere de contextos educativos que propicien la
reflexion matematica y un estudio especifico (Artigue, 1995; Moreno-Armella y
Waldegg, 1995; Fischbein y cols., 1994; Monaghan, 2001; Montoro, 2005; Montoro y
Scheuer, 2006; Juan y cols., 2012; Montoro y cols., 2016), dejando en evidencia la
relacién intrincada y evidente en la historia, de los ntimeros reales con el infinito
matematico.
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Encontramos apropiada la metodologia de este trabajo para cumplir con nuestro
objetivo de estudiar las concepciones que han naturalizado, sobre el ntimero real,
estudiantes de secundaria, ingresantes a la universidad y de los tltimos afios de la
universidad (cursando distintas carreras), sin embargo, al no tener informacién de
cémo estos estudiantes estudiaron estas nociones, poco podemos decir sobre las
dificultades derivadas de la ensefianza. Sin embargo, nuestros resultados pueden
dar pistas para la ensefianza en varios sentidos ya que ponen de manifiesto que las y
los estudiantes no han logrado una comprensién acabada de las propiedades de los
nimeros reales aqui abordadas. Al sacar a la luz las nociones que han construido
las y los estudiantes, la ensefianza puede prever que éstas se exterioricen y se
realice un trabajo especifico, aclarando concepciones alternativas y explicitando la
complejidad de estas nociones de modo de facilitar una mds acabada extension de
los campos numéricos.

Es notable también la diversidad de ideas con las que pueden operar las y los
estudiantes de un mismo grupo educativo, atin frente a una misma definicién
explicitada por el docente. Mostrando que lejos de ajustarse a una expectativa
de homogeneidad, en cada grupo educativo (excepto aquel con mayor nivel de
estudio especifico, MA) conviven un amplio rango de supuestos y nociones. Es
decir: la diversidad, lejos de ser una anomalia, es una condicién esperable para la
ensefianza. Ademads, hemos mostrado que el supuesto imperante en la ensefianza
de la matemaética universitaria de que la idea de ntimero real puede resultar ‘natu-
ralizada” desde la secundaria o accesible directamente al estudiante universitario,
puede convertirse en un serio obstaculo para favorecer la comprensién de este
concepto indispensable para incursionar en las asignaturas matematicas de sus
carreras universitarias.
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