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UN RECORRIDO POR LAS
DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Maria Laura Nores

RESUMEN. Las variables aleatorias tienen una distribucién de probabilidad que bajo cier-
tas circunstancias viene dada en términos de una expresién conocida. Muchas veces esta
férmula se deduce facilmente del contexto en el que surge la variable aleatoria, mientras
que en otras ocasiones no resulta tan claro. En este articulo, se busca dar un paso mds en
la comprensién de las distribuciones de probabilidad mas conocidas, intentando profundi-
zar en la motivacion que las origina y en la deduccién de su expresion, destacando ademds
relaciones existentes entre algunas distribuciones. De esta manera, el trabajo contribuye a
brindar elementos para discernir cudndo resulta razonable asumir cierta distribucién para

una variable aleatoria en consideracién.

ABsTRACT. Random variables have a probability distribution that under certain circum-
stances is given in terms of a known expression. Many times this formula is easily deduced
from the context in which the random variable arises, while at other times it is not so clear.
In this article, we seek to take a further step in understanding the most well-known prob-
ability distributions, trying to get deep into the motivation that gives them origin and in
the deduction of their expression, also highlighting existing relationships between some
distributions. In this way, the work contributes to provide elements to discern when it is

reasonable to assume a certain distribution for a random variable under consideration.

§1. Introduccién: Probabilidad y variables aleatorias

Los fenémenos aleatorios corresponden a situaciones en las que no hay certeza
sobre cudl de los posibles resultados ocurrird. Uno de los ejemplos més claros
es tirar un dado: sabemos que saldré algtin valor entre 1 y 6, pero no podemos
conocer de antemano cudl es el valor concreto que ocurrird. Podemos pensar en
otros ejemplos, como cudl es la altura o el peso de una persona elegida al azar,
qué temperatura hard mafana o si un paciente mejorard o no al tomar cierto

Palabras clave: variable aleatoria discreta, variable aleatoria continua, densidad, independencia.
Keywords: discrete random variable, continuous random variable, density, independence.
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medicamento. La Probabilidad se dedica al estudio de estos fendmenos aleatorios,
intentando cuantificar la incertidumbre.

En principio pareceria que no podemos hacer afirmaciones sobre fenémenos
aleatorios. Volviendo al ejemplo del dado, no podemos predecir cuél sera el valor
de una o de unas pocas observaciones. Sin embargo, a medida que tenemos mas
observaciones, la proporcién de veces (frecuencia relativa) que ocurre un resultado
particular se va acercando cada vez més a un cierto nimero que si esperariamos: es
razonable pensar que el nimero 6 saldra ¢ de las veces si el ntimero de tiradas del
dado es lo suficientemente grande. Asi, podemos pensar a la probabilidad de un
resultado como la proporcién de veces que ese resultado ocurriria si repitiéramos
el experimento muchas veces.

Esta interpretacion frecuentista de la probabilidad no es aplicable en todas
las situaciones, ya que no siempre es posible repetir el experimento. Pensemos
en una afirmacién del tipo “el sospechoso 1 tiene una probabilidad de 0.8 de
haber cometido el crimen contra el Sr. Lépez”. Entonces, la probabilidad puede
entenderse también como una medida del “grado de creencia” respecto a que un
resultado pueda ocurrir, basado en la informacién disponible. A esta se la conoce
como una visién “personal” o “subjetiva” de la probabilidad, y es la base de la
Estadistica Bayesiana.

La definicién mds moderna de la probabilidad se basa en una serie de axiomas,
que intentan reflejar las propiedades que esta deberia cumplir y que concuerdan
con nuestra nocién intuitiva de probabilidad, mas alla de la interpretacién que
querramos darle (Ross, 2014). Veamos en qué consiste esta definicién. Dado un
fenémeno aleatorio, se llama espacio muestral al conjunto de todos los posibles
resultados y se denota con (2. Nosotros querriamos asignar probabilidad a subcon-
juntos del espacio muestral, denominados eventos, los cuales corresponden a un
resultado particular (punto muestral) o a un grupo de posibles resultados. Asf,
dado un evento A en un espacio muestral €2, llamaremos P(A) a la probabilidad
de que ocurra A, donde la funcién P satisface los siguientes axiomas:

(i) 0 < P(A) para todo evento A.
(ii) P(Q) = 1.
(79¢) Si Ay, As, ... esuna coleccién de eventos mutuamente excluyentes o disjuntos
(A, NA; =Tsii+# j), entonces

P(U A;) = ZP(A»

Como consecuencia de estas condiciones, resulta que P(&) = 0, (iii) vale para
una coleccién finita de eventos, P(A) = 1 — P(A), con A°¢ el complemento de
A,y P(A) < 1 para todo evento A. Notemos que estos axiomas no nos indican
como asignar probabilidades a los eventos, solamente nos dicen cuédles son las
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propiedades que deberia cumplir esa asignacion. Si en el ejemplo de tirar un
dado asignamos probabilidad de # a cada uno de los 6 resultados posibles y
para cualquier evento A calculamos P(A) como la suma de las probabilidades
de los resultados incluidos en A, cumpliremos con las propiedades requeridas.
Pero no probamos que cada resultado tenga probabilidad de #, partimos de una
asignacion de ¢ que hicimos en base a nuestra intuicién y experiencia (Ash, 2008),
que corresponde a pensar que todos los resultados son igualmente probables.

En un espacio muestral con un ntmero finito de puntos, si todos los puntos
tienen la misma probabilidad de ocurrencia, la probabilidad de un evento A se
cacula como el nimero de casos favorables (nimero de puntos en el evento A)
sobre niimero de casos posibles (ntimero de puntos en el espacio muestral). Pero
en el caso general esto no es aplicable.

Cuando hablamos de probabilidad, un concepto que no podemos dejar de men-
cionar es el de probabilidad condicional. ;Qué informacién adicional nos da saber
que ocurrié un evento A? ;Cémo afecta esto a la probabilidad de ocurrencia de otro
evento, digamos, B? ;Sigue siendo la misma, es mayor o es menor? Si P(A) > 0,
definimos la probabilidad condicional de B dado A como
P(BNA)

P(A)

La interpretacion de la probabilidad condicional en términos de frecuencias rela-

P(B|A) =

tivas es intuitiva: si repetimos el experimento muchas veces, calculamos la pro-
porcién de veces que ocurrié B restringiéndonos a los casos en que ocurrio A. Esto es,
nimero de veces que ocurrié A y B sobre ntimero de veces que ocurrié A, que
también puede verse como proporcién de veces que ocurrié BN A sobre proporciéon
de veces que ocurrié A. Estas proporciones, como vimos recién, tiendena P(BN A)
y P(A), respectivamente. Asi, si sabemos que al arrojar un dado el resultado fue
par, la probabilidad condicional de que sea 6 es % =1

Notemos que si la ocurrencia de A no tiene efecto en la ocurrencia de B, esto es
P(B|A) = P(B), resulta por definicién que P(B N A) = P(B)P(A) y la reciproca
también es valida. Asi, diremos que dos eventos son independientes si la probabili-
dad de la interseccion es el producto de las probabilidades. Esto se extiende a n
eventos: diremos que los eventos A, ..., A, son independientes si la probabilidad
de la interseccion de cualquier subconjunto de estos eventos es el producto de las

probabilidades de los eventos involucrados.

Luego de este repaso de las nociones de probabilidad, vamos a introducir el
concepto de variable aleatoria. En un fendmeno aleatorio, muchas veces no estamos
interesados en los resultados en si mismos sino en una cantidad numérica deter-
minada por el resultado, una funcién del resultado. Por ejemplo, si tiramos dos
dados, quizés no nos interese el valor que toma cada dado sino la suma de ambos

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 2 — 2021



10  Maria Laura Nores

valores. Si elegimos una persona al azar de una poblacién, nos puede interesar su
altura, su peso, si tiene o no obra social, etc.

Asi, una variable aleatoria es una medicién numérica del resultado de un feno-
meno aleatorio. Formalmente, es una funcién

Y Q=R

que asigna un valor numérico a cada punto del espacio muestral, a cada posible
resultado del experimento. En general, se utilizan letras maytscula de imprenta
para denotar a las variables aleatorias (X,Y, Z,...) y mintscula para los valores
que pueden tomar.

Dado que una variable aleatoria se refiere al resultado de un fenémeno aleatorio,
cada valor posible que asume la variable aleatoria tiene una probabilidad especifica
de ocurrencia. La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria especifica
sus posibles valores y sus correspondientes probabilidades (Agresti, Franklin, y
Klingenberg, 2018).

Para y € R, se define el evento {Y = y} como

Y=y} ={weQ:Y(w) =y}

es decir, el conjunto de puntos del espacio muestral que van a parar al valor y por
medio de la variable aleatoria Y. Luego, la probabilidad de que Y tome el valor
y, P(Y =y), corresponde a la probabilidad de que ocurra ese evento. De manera
similar, P(Y < y) es la probabilidad del evento formado por los puntos del espacio
muestral que, al aplicarles la funcién Y, toman un valor menor o igual a y. La
funcién F' que a cada valor y en R le asigna esta probabilidad, esto es,

F(y)=P(Y <y),

se denomina funcién de distribucién (o funcién de distribuciéon acumulada) de Y.
Se puede probar que F' cumple las siguientes propiedades (ver, por ejemplo, Hoel,
Port, y Stone (1971)):

0 < F(y) < 1paratodoyenR.
F es no decreciente (siz < y = F(z) < F(y)).
lim F(y) = 0.

Yy—r—00

lim F(y) = 1.

Yy—00

F es continua por derecha ( h’m+F (y) = F(yo) para todo y, en R).

Y=Yy
Cuando se quiere distinguir la funcién de distribucién de una variable aleatoria
Y respecto de la de otras variables aleatorias, se suele usar la notacién Fy.

Una de las medidas de tendencia central més utilizadas para describir una
variable aleatoria es, sin dudas, la media. Desde una interpretacion frecuentista,
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es el valor que obtendriamos para el promedio de los valores observados de esa
variable aleatoria, si repitiéramos el experimento muchas veces. Pensemos en una
variable Y que toma un nimero finito de valores vy, ..., y, con probabilidades
p1,-- -, Dr, Tespectivamente, y que el experimento se realiza NV veces. Luego, el
promedio de los valores observados de Y seria
YyilN1+ -+ 4Ny
N Y
donde N; es la cantidad de veces que ocurre el resultado y; y >;_, N; = N. Como
i tiende a p;, pues es la proporcion de veces que ocurre el resultado y;, el promedio

se acerca al valor y;p; + - - + y,p,, que es como se define la media de Y. Asi, la
media es un promedio ponderado de los valores que asume la variable, donde las
ponderaciones son las probabilidades de ocurrencia de esos valores, de manera
que los valores que son mds probables reciben mayor peso. Es importante recalcar
que la media no refleja el valor que obtendriamos en una observacién individual,
sino lo que esperariamos para el promedio en una larga cantidad de observaciones
(Agresti y cols., 2018). La media de una variable aleatoria Y también recibe el
nombre de valor medio, valor esperado o esperanza de Y y se denota £(Y") o con
la letra griega (.

Ademas de dar una medida de centralidad como es la media, es conveniente
conocer el grado de dispersion de la variable. Para cuantificar la variabilidad de Y,
podemos pensar en la variable aleatoria que mide las desviaciones respecto a la
media, esto es, Y — E(Y"). Como estas desviaciones pueden ser positivas o negativas,
para evitar el signo elevamos esta variable al cuadrado y luego calculamos su media.
Asi, obtenemos una medida de dispersién o variabilidad conocida como varianza:

Var(Y) = E((Y — E(Y))*.

Usualmente se denota con . A mayor concentracién de los valores de Y en torno
a la media 1, menor 2. Tomando la raiz cuadrada de la varianza, obtenemos otra
medida de variabilidad conocida como desvio o desviacion estindar, denotada con o.

Existen distintos tipos de variables aleatorias segtin los valores que pueden
asumir. En las siguientes secciones veremos definiciones un poco més precisas,
pero por ahora daremos una idea de la clasificaciéon de variables aleatorias en
discretas y continuas.

Una variable aleatoria se dice discreta si toma un conjunto de valores que estan
“separados” entre si. En muchos casos estdn asociadas a conteos y los valores
posibles son los ntimeros naturales o un subconjunto de ellos. Por ejemplo, cantidad
de hijos, nimero de accidentes en una ruta en un afio, ntimero de pacientes que
responden a una medicacién de un total de pacientes que la recibieron, etc. Por
otro lado, una variable aleatoria es continua si puede tomar valores que forman un
intervalo en vez de un conjunto de valores puntuales. Por ejemplo, la altura, el peso,
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la distancia recorrida hasta lograr un determinado objetivo, el tiempo en realizar
una tarea, etc. Veremos que la distribucién de una variable aleatoria continua se
especifica por medio de una curva que permite determinar la probabilidad de que
la variable aleatoria caiga en un intervalo particular de valores, la cual esta dada
por el drea bajo la curva en ese intervalo.

Sibien la distribucién de una variable aleatoria en principio podria estar dada en
términos de cualquier expresion, existen distribuciones que han sido ampliamente
estudiadas porque se aplican en muchas situaciones con caracteristicas comunes.
Para algunas distribuciones de probabilidad conocidas, en la mayoria de los cursos
de Probabilidad se presenta una motivacién y a partir de la misma se deduce una
expresion para el cdlculo de las probabilidades asociadas a la variable aleatoria.
Este suele ser el caso de las distribuciones binomial, geométrica, binomial negativa
e hipergeométrica. Pero para otras distribuciones como la de Poisson, exponencial,
Gamma, se suele presentar una férmula y solamente se comenta en qué situaciones
puede ser conveniente asumir una distribucién de ese tipo, sin una justificaciéon
clara. En este articulo estudiaremos distribuciones que son familiares para el lector
que haya tenido un curso de Probabilidad, con el objetivo de motivar y comprender
mas a fondo su definicién y volver més tangible su uso. También, con el mismo fin,
se presentan algunos resultados interesantes que conectan a algunas distribuciones
entre si.

A continuacién, emprenderemos nuestro recorrido por las distintas distribucio-
nes de probabilidad, comenzando por las variables aleatorias discretas para luego
estudiar las continuas.

§2. Variables aleatorias discretas

Formalmente, una variable aleatoria Y se dice discreta si asume una cantidad fini-
ta de valores o infinita numerable (es decir, los valores que puede tomar se pueden
poner en correspondencia con los ntimeros naturales). Se llama funcién de densi-
dad discreta, funcién de probabilidad (puntual) o distribucién de probabilidad de
Y ala funcion f : R — R definida como

fly)=P(Y =y) paratodoyenRR.

También se la llama funcién de frecuencia o funcién de masa de probabilidad y se
suele usar la notacién p(y). Asf, la funcién asigna a cada valor real la probabilidad
de que la variable Y asuma ese valor.

Como el conjunto de valores que puede tomar Y (rango de Y') es numerable,
podemos escribirlo como R(Y') = {y1, y2, ...}. Luego, f toma valor 0 para y fuera
de ese conjunto, ya que {Y = y} = @ en ese caso. Ademas, ) . f(y;) = 1, yaquela
unién de todos los eventos {Y = y;} forma el espacio muestral Q2 y P cumple los
axiomas (i7) y (4i7) por ser una funcién de probabilidad. A los valores que toma la
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variable Y con probabilidad diferente de 0 se los suele llamar valores posibles de
Y.

El valor esperado de Y se define como

E(Y)=) wf(w)
si Y. |yi| f(y;) < oo, en cuyo caso decimos que Y tiene esperanza finita.
Si Y? tiene esperanza finita, se define la varianza de Y como

(2.1) Var (Y)=E(Y — E(Y)).

Utilizando propiedades de la esperanza, se puede deducir la siguiente férmula
util para el célculo de la varianza:

Var (Y) = E(Y?) — E(Y)?,
donde E(Y?) puede calcularse como E(Y?) =Y. v2 f(y;).

La funcién de distribucién F' tiene un aspecto muy caracteristico en las variables
aleatorias discretas: si y; < y» < y3 < --- , I’ tiene forma de escalera, constante en
(¥4, yi+1], con un salto en y; de magnitud f(y;) = P(Y = y;). Un ejemplo de esto
puede verse en la Figura 1 B), correspondiente a la distribucién binomial, que
veremos a continuacion.

2.1. Ladistribucién binomial. Empezaremos nuestro recorrido por la distribu-
cién binomial, una de las mas conocidas para variables aleatorias discretas. Surge
en el contexto de un experimento binomial, el cual estd definido por lo siguiente
(Devore, 2005; Wackerly, Mendenhall, y Scheaffer, 2010):

El experimento consiste en una secuencia de un ntimero fijo n de ensayos
independientes (repeticiones de un experimento mds pequefio, donde el re-
sultado de cada uno de estos experimentos no tiene influencia en el resultado
de los otros).

Cada ensayo puede dar como resultado uno de dos resultados posibles,
generalmente denotados como éxito y fracaso (ejemplos: si/no, presen-
cia/ausencia, 1/0).

La probabilidad de éxito es la misma en todos los ensayos y se denota con p.

Uno de los ejemplos maés claros consiste en tirar n veces una moneda: en cada
tirada se puede obtener cara (éxito) o cruz (fracaso) y el resultado obtenido en
cada tirada no influye en el resto de las tiradas. Ademéds, la probabilidad de obtener
cara en una tirada cualquiera es siempre p (con p = 0,5 si la moneda es “honesta”).

1" 2z

Cabe mencionar que la denominacién “éxito” no tiene que tener necesariamente
una connotacién positiva; puede referirse a cualquiera de los dos resultados posi-
bles, pero hay que especificar a cudl de ellos ya que p corresponde a la probabilidad
de éxito (y por lo tanto 1 — p, a la probabilidad de fracaso).
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Ficura 1. Gréficas de la funcién de masa de probabilidad (A) y la
funcién de distribucién (B) de una variable aleatoria con distribucién
B(7,p) para distintos valores de p.

Para un experimento binomial, un punto w en el espacio muestral puede repre-
sentarse por una n-upla donde en la posicién ¢ hay un 1 si el ensayo i es un éxito y
hay un 0 si es fracaso.

Consideremos ahora la variable aleatoria Y que cuenta el niimero de éxitos entre
los n ensayos independientes. ;Cudl es la distribucién de Y'? Claramente Y toma
valores en el conjunto {0,1,...,n}. Tomemos k un nimero en este conjunto; esta-
mos interesados en calcular P(Y = k). Notemos que un punto w estd en el evento
{Y =k} sitiene k unos y n — k ceros. Imaginemos, sin pérdida de generalidad,
que los unos estan en los primeros k lugares. Esto es,

w=(1,...,1,0,...,0).
\ﬁ;_/\_vk_/
Si definimos, parai = 1,...,n, el evento

A; = {el ensayo i es éxito},
w corresponde al evento

AV Ay N AR VAS MAS N0 AS
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ya que simultdneamente ocurren los n eventos. Ademads, como estos eventos son
independientes, resulta

P({w}) = P(A1)P(Az) - P(Ag) P(AL 1) P(Ajys) - P(AL).

Como en cada ensayo la probabilidad de éxito es p y la probabilidad de fracaso es
1 — p, resulta que

P({w}) =p"(1 —p)" ™",
y esto es asi para todo w en el evento {Y = £} . Ahora, ;cudntos puntos hay en este
evento? Tantos como formas hay de elegir k lugares (para poder ubicar los unos)
entre n, esto es, el nimero combinatorio (}). Asi,

P(Y =k) = (})p"1 —p)" "
Luego, la funcién de densidad discreta de Y es
(n)py(l_p)n_ya y:0717“'7n7
fly) = { ! .
0, caso contrario.

Se dice que Y tiene distribucién binomial con pardmetros n y p y se denota por
Y ~ B(n,p).

Cuando n = 1, se dice que Y es una variable aleatoria de Bernoulli y toma valores
1y 0 con probabilidades p y 1 — p respectivamente.

Ejemplo: Si tiramos 7 veces una moneda honesta, el ntimero de caras en las 7
tiradas tiene distribucién B(7,1). Si la moneda no es honesta y la probabilidad
de obtener cara es un valor p entre 0 y 1, diferente de %, entonces el nimero de
caras en las 7 tiradas tendra distribuciéon B(7, p). La Figura 1 muestra la grafica de
la funcién de masa de probabilidad (A) y de distribucién acumulada (B) de una
distribucién B(7, p) para distintos valores de p.

Para ejemplificar el cdlculo de esperanza y varianza de una variable aleatoria
discreta, haremos el desarrollo para la distribucién binomial.

Proposicién: Sea Y ~ B(n,p). Entonces, E(Y) =npy Var(Y) = np(1l — p).

Demostracién: Para calcular £(Y), notemos primero que y (Z) = O paray = 0y para
y=1,...,nvale

n! B n(n —1)! . n—1
YDl -y G-Din—1-(@-D) (y— 1)'
Luego,

n n

E(Y) =3 y()p'(1=p)"" =3 n()p'(—p)""

y:O y:l
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y por lo tanto

E(Y) = np) (C)p M(1—p) Y
y=1

n—1
= npy  ("7)P' (=) = mplp+ (1-p)" T = mp,
=0

tomando i = y — 1. Otra forma de ver que la tltima sumatoria da 1, es notar que
estamos sumando las probabilidades asociadas a una variable binomial con para-
metros n — 1y p. Asi, el namero esperado de éxitos entre n ensayos independientes
es np, donde p es la probabilidad de éxito en cada ensayo individual.

Para calcular E(Y?), utilizaremos el siguiente truco que también sirve para otras
distribuciones: escribimos > como

yly—1+1)=yy—1) +y.

Como el término asociado a y = 0 es 0, resulta

E(Y?) = o (0)p'(1—p)"

= yly =) A=p)" 7+ >yl —p)"Y

y el segundo término es E(Y') = np. Ahora, y(y — 1)(}) = 0 paray = 1,y para
y=2,...,nvale
n(n—1)(n —2)! (n—2>
=n(n-—-1 .
Vo2l —2- -2 "Dy

y(y —1)

Luego,
E(Y?) = > nn—-1)03)p'0—p)" Y +np
y=2

n

= nn—1p" Y (1)1 —p)" )
y=2
n—2

_ n(n o 1)]?2 Z (n;Q)pz(l _p)n—Q—z +np

i=0

= n(n—1)p*(p+ (1 —p)"* +np=mn(n—1)p° +np,
tomando ¢ = y — 2. Aqui también podemos observar que la tltima sumatoria
da 1 por ser suma de las probabilidades asociadas a una variable binomial con
parametros n — 2 y p. Finalmente,

Var(Y) =n(n—1)p° + np — (np)* = —np® + np = np(1 — p),
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como queriamos demostrar. O

2.2. Ladistribucién hipergeométrica. Sigamos nuestro recorrido por la distri-
bucién hipergeométrica, comenzando por entender en qué situacion se origina.
Consideremos una poblacién con N objetos, de los cuales M son de tipoly N — M
de tipo II. Se toma al azar una muestra de tamafio n (con n < N) sin reposicion.
¢Qué distribucion tiene la variable Y que cuenta el niimero de objetos de tipo I en
la muestra? Como la muestra es elegida al azar, todos los posibles subconjuntos de
n objetos tendran la misma probabilidad (% de ser seleccionados. La cantidad de

formas de elegir n objetos de los cuales y sean de tipo I 'y los restantes n — y sean
de tipo Il es (]‘;) (1\;—_24), con lo cual

MY (N-M
() Gs))

()
Notar que esto tiene sentido en principio para y un entero entre 0 y n, ya que
se eligen n objetos en total. Ademads, debe ser y < M (porque no puede haber

PY =y) =

mads objetos de tipo I en la muestra que en toda la poblacién) y también n —y <
N — M (porque no puede haber més objetos de tipo Il en la muestra que en toda la
poblacién), con lo cual debe ocurrir y > n — N + M. Asi, se dice que una variable
Y tiene distribucién hipergeométrica de pardmetros n, M y N y se denota

Y ~H(n,M,N)
si la funcién de densidad discreta estd dada por
MY (N—M
L)
fly) = (»)

0, caso contrario.

max{0,n — N+ M} <y <min{n, M}, y € Z,

Ejemplo (Wackerly y cols., 2010): Un producto industrial se envia en lotes de 20
unidades. El proceso de control de calidad requiere que se muestreen 5 articulos
de cada lote y el lote completo sera rechazado si contiene més de un articulo
defectuoso. Si un lote contiene 4 articulos defectuosos, ;cudl es la probabilidad de
que sea rechazado?

Solucion: Sea Y = Nuimero de productos defectuosos en la muestra de 5 articulos.
Luego, Y ~ H(5,4,20). Asi,

P(rechazar el lote) = P(Y > 2)
—1-P(Y =0)—P(Y =1)
- W6E) e
(250) (%)
=1-0,2817 — 0,4696 = 0,2487.
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2.3. Conexién entre las distribuciones binomial e hipergeométrica. Considere-
mos la siguiente situacién, que nos hara reflexionar sobre similitudes y diferencias
entre las distribuciones binomial e hipergeométrica:

Ejemplo: Una maquina produce tornillos, de los cuales el 10 % son defectuosos.
Encuentre la probabilidad de que una caja de 3 tornillos contenga a lo sumo uno
defectuoso.

Solucion: ;Qué distribucién tiene la variable aleatoria que cuenta el nimero de
tornillos defectuosos en la caja? ;Es binomial? ;Es hipergeométrica? Seria binomial
si la muestra se extrajera con reposicion; es decir, cada vez que saco un tornillo
de la produccién total, lo vuelvo a poner antes de extraer otro tornillo. Asi, cada
tornillo extraido seria, independientemente de los otros tornillos, defectuoso o
no defectuoso con probabilidades 0,1 y 0,9 respectivamente (las proporciones de
tornillos defectuosos y no defectuosos en la produccién total de tornillos). Pero
aqui el muestreo es sin reposicion, por lo cual si el primer tornillo es defectuoso,
las proporciones de tornillos defectuosos y no defectuosos en el conjunto de los
tornillos restantes cambian. Nuestra variable es en esencia hipergeométrica, pero
como no contamos con el tamafio N de la poblacién de la cual la muestra de 3
tornillos fue extraida, no podemos realizar el cdlculo de las probabilidades. Lo que
si es razonable considerar es que NV es grande, ya que la produccién de tornillos
no va a ser de unos pocos tornillos... Para ilustrar, supongamos que N = 10000. Si
el 10 % de los tornillos son defectuosos, entonces hay 1000 tornillos defectuosos
y 9000 no defectuosos. Luego, la variable Y que cuenta el ntimero de tornillos
defectuosos en la muestra de 3 tornillos tiene distibucion # (3, 1000, 10000).

Consideremos los eventos B, = {ninguno de los tres tornillos es defectuoso} y
B, = {exactamente uno de los tres tornillos es defectuoso}. Luego, la probabilidad
buscada es

P(Y <1) = P(ByU By) = P(By) + P(B),

con

1000\ /9000
P(By) = P(Y =0) = (o) (5) _ 9000 x 8999 x 8998 ' o
("5%) 10000 x 9999 x 9998 —

10100) (90200) B 1000 x 9000 x 8999

(19%00) 710000 x 9999 x 9998

P(B)=PY =1)= ( ~3x0,1 x0,9%
P(Y <1)~0,9+3x0,1x09=PX<1)
para X ~ B(3;0,10). Es decir, podemos utilizar la distribucién binomial para apro-

ximar la probabilidad deseada, sin necesidad de conocer el tamafio de la poblacién,
sino solamente la proporcién de éxitos en la poblacion.
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Veamos formalmente un resultado que muestra que la distribucién hipergeomé-
trica puede aproximarse por la distribucién binomial si el tamafio de la muestra es
pequetio en relacion al tamafo de la poblacién (Blitzstein y Hwang, 2015; Ross,
2014).

Aproximacién a la distribuciéon hipergeométrica por la distribucién binomial:
Supongamos que Y ~ H(n, M, N) y que el tamafio de la poblacién N crece de
manera tal que la proporcién 4 de objetos tipo I se mantiene constante, igual a p.
Luego,

PY =y) — (M)p'(1—p)"".

N—oo Y
Demostracion:
N3 M! (N = M) nl(N —n)!
P =y) = ™ P M =gl (N-M—n+ty)! NI
de donde
(MMM =1)- (M —y+1)(N=M)(N—=M=1) - (N=M—n+y+1)
P(Y_y)_<y> N(N—1)--(N—n+1) '

Notar que el numerador tiene y + (n —y) = n factores, al igual que el denominador.
Dividiendo cada factor de numerador y denominador por N y reemplazando 4
por p se obtiene

PY =y) =

<n>p(p—%)---(p—%1)(1—29)(1—29—%)---(1—19—%3"1)
y -7 =71 =-2)
de donde se deduce que

P(Y =y) — ()p'(1—p)"",

que es la probabilidad de que una variable aleatoria binomial de pardmetros n y p
tome el valor y. O

Luego, para N suficientemente grande en relacién al tamarfio de la muestra n,
podemos aproximar a la distribucion H(n, M, N) porla B(n, 3+),donde p = 4 esla
proporcién de objetos tipo I (“éxitos”) en la poblacién. La aproximacién es buena
si & < 0,05y pno estd demasiado cerca de O ni de 1 (Devore, 2005). Asi, a medida
que el tamario de la poblacién N total aumenta mucho en relacién al tamafio de
la muestra que se extrae, el muestreo con reemplazo (que se corresponde con la
distribucién binomial) y el muestreo sin reemplazo (distribucién hipergeométrica)
se vuelven esencialmente equivalentes. Algo importante que volvemos a recalcar
es que la aproximacién binomial no requiere conocer el tamafio de la poblacién,

sino solamente la proporcién de objetos de cada tipo.
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Tabla 1: P(X =z) paraz =0,...,5,cuando X ~ H(n,M,N) yla

correspondiente aproximacién mediante la distribucién B(n, 3%).
Distribucién x
0 1 2 3 4 b}

7(5,10,100) 0,5838 0,3394 0,0702 0,0064 0,0003 0,0000
B(5;0,1) 0,5905 0,3281 0,0729 0,0081 0,0005 0,0000
#(10,40,200) 0,1013 0,2683 0,3098 0,2052 0,0863 0,0240
B(10;0,2) 0,1074 0,2684 0,3020 0,2013 0,0881 0,0264
7(10,90,300) 0,0264 0,1184 10,2348 0,2714 0,2025 0,1020
B(10;0,3) 0,0282 0,1211 0,2335 0,2668 0,2001 0,1029
7(5,160,400) 0,0765 0,2592 0,3478 0,2309 0,0758 0,0099
B(5;0,4) 0,0778 0,2592 0,3456 0,2304 0,0768 0,0102
H(7,250,500) 0,0075 0,0537 0,1637 0,2751 0,2751 0,1637
B(7;0,5) 0,0078 0,0547 0,1641 0,2734 02734 0,1641

Asi, esta aproximacion nos permite tratar como binomial al nimero de indivi-
duos en una muestra extraida al azar de una poblacién (sin reposicion, relativa-
mente pequefia) que poseen una cierta caracteristica, siendo p la proporcién de
individuos de la poblacién que la poseen y n el tamafio de la muestra extraida.
Por ejemplo, si se toma una muestra al azar de personas de una ciudad, se puede
utilizar la distribuciéon binomial para calcular la probabilidad de que haya una
cierta cantidad de personas en la muestra que estén a favor de un cierto candidato,
que fumen, que usen una determinada tarjeta de crédito, o que posean una cierta
caracteristica fisica (color especifico de cabello, ojos, etc.). Ademas, si p es desco-
nocido, podremos estimarlo a partir de la proporciéon de éxitos observada en la
muestra.

La Tabla 1 ilustra cuan buena es la aproximacién para distintos valores de los
pardmetros. Los calculos de las probabilidades se realizaron utilizando el software
R, version 3.6.1 (R Core Team, 2019), mediante las funciones dhyper y dbinom.

2.4. Ladistribuciéon de Poisson. Esta distribucién ya no tiene una interpretacién
tan directa y generalmente es presentada en términos de la funcién de densidad
discreta o funcién de masa de probabilidad, dada por

e M \Y
, =0,1,...,
(22) fy) =4 4 !
0, caso contrario

En este caso, se dice que la variable aleatoria Y tiene distribucién de Poisson de
pardmetro A > 0y se denota
Y ~P(N).
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Notemos que el rango de Y ya no es finito sino que es infinito numerable. ;Cémo
podemos llegar a la expresion dada en (2.2)? A continuacién veremos que la distri-
bucién de Poisson se puede utilizar como aproximacién de la distribucién binomial
de pardmetros n y p cuando n es, de manera relativa, grande, la probabilidad de
éxito p es pequefia y A = np toma un valor moderado (Canavos, 1995). El resultado
es el siguiente (Wackerly y cols., 2010; Ross, 2014; Hoel y cols., 1971).

Aproximacién a la distribucién binomial por la distribucién de Poisson: Su-
pongamos Y ~ B(n,p) conp = %, para algin A > 0. Entonces,

P(Y=y) — 2 y=01,...
n—oo y
Demostracion:
_ _mywi n_y:n(n—l)---(n—y+1)£ A\
PY=y) = ())r'1-p) J - (1 n)

- 500500

Como lim (1—%)=1parai=1,...,y—1, lim (1-2)¥ =1y lim (1-2)" =,
n—oo

n—oo n—oo
resulta que P(Y =vy) — fy#, que es la probabilidad de que una variable
n—oo :
aleatoria con distribuciéon P () tome el valor y. O

También puede obtenerse la aproximacion de Poisson a la distribucién bino-
mial considerando que n — oo y p — 0 de manera tal que np tiende a un valor
A > 0 (Devore, 2005; Grimmett y Stirzaker, 2001). Como regla empirica, esta
aproximacién se puede aplicar cuando n > 100, p < 0,01 y np < 20 (Devore, 2005).

La Tabla 2 muestra la aproximacién para distintos valores de n, p y A = np. Las
probabilidades se calcularon utilizando las funciones doinomy dpois de R.

Tabla 2: P(X =z) paraz =0, ...,5, cuando X ~ B(n, p) y la correspondiente
aproximacién mediante la distribucién de Poisson con A = np.

Distribuciéon x
0 1 2 3 4 5)

B(100;0,01) 0,3660  0,3697  0,1849  0,0610  0,0149  0,0029
P(1) 0,3679  0,3679  0,1839  0,0613  0,0153  0,0031
B(200;0,01) 0,1340  0,2707  0,2720  0,1814  0,0902  0,0357
P(2) 0,1353  0,2707  0,2707  0,1804  0,0902  0,0361
B(500;0,006) 0,0493  0,1489  0,2243  0,2247  0,1685  0,1009
P(3) 0,0498  0,1494  0,2240 0,2240 0,1680  0,1008
B(1000;0,004) 0,0182  0,0730  0,1464  0,1956  0,1958  0,1566
P(4) 0,0183  0,0733  0,1465  0,1954  0,1954  0,1563
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La distribucién de Poisson se utiliza frecuentemente para modelar la distribucién
de probabilidad del ntimero de sucesos o eventos que ocurren en un determinado
tiempo o espacio, como el niimero de entradas a una pagina web en un afio, el
nimero de personas que ingresan a un banco o a un comercio en un dia, el niimero
de arboles de una determinada especie por km?, entre otros. ;Por qué esto es asi?
Se debe a que, como recién vimos, se puede aproximar a la distribucién binomial
por medio de la distribuciéon de Poisson. Siguiendo a Wackerly y cols. (2010),
pensemos en el nimero de eventos que ocurren en un intervalo de tiempo de
longitud ¢, digamos [0, t]. Dividamos el intervalo [0, ¢| en n subintervalos, con n
suficientemente grande, de manera tal que la longitud de cada subintervalo sea tan
pequeiia que a lo sumo un evento podria ocurrir en él con probabilidad diferente de
cero y consideremos que esta probabilidad es la misma para todos los subintervalos.
Esto es:

P(ocurre exactamente un evento en un subintervalo) = p.
P(no ocurren eventos en un subintervalo) = 1 — p.
P(ocurre mas de un evento en un subintervalo) = 0.

Sila ocurrencia de eventos puede ser considerada como independiente de un
subintervalo a otro, entonces el nimero de eventos que ocurren en [0, t| coincide
con el nimero de subintervalos en los que ocurre un evento y por lo tanto tiene
distribuciéon binomial con pardmetros n y p. Si bien no hay una tinica forma de
seleccionar los subintervalos y por lo tanto no conocemos ni n ni p, parece razonable
pensar que cuando consideramos un ntimero mayor de subintervalos (aumentamos
el n), disminuye la probabilidad p de que ocurra un evento en cada subintervalo.
Y por el resultado que vimos antes, surge naturalmente la distribucién de Poisson
para la variable aleatoria “Ntumero de eventos que ocurren en un intervalo de
longitud t”. El pardmetro A en la distribucién de Poisson es el valor esperado
(media) de la variable aleatoria, por lo cual seria el nimero esperado de eventos, o
valor promedio de eventos que ocurren en ese periodo de tiempo.

Con un razonamiento similar, podemos pensar que el nimero de eventos que
ocurren en un determinado espacio (como el nimero de arboles por km?) tiene
distribucién de Poisson. También podemos llegar a la expresién (2.2) relajando un
poco los supuestos recién presentados, suponiendo que la probabilidad de que
ocurra mas de un evento en un subintervalo no es 0 sino que tiende a 0 (Ross, 2014).
Este resultado, més realista pero més complejo a la vez, se presenta en el Apéndice.

2.5. Ladistribucion geométrica. La distribucién geométrica surge en el contexto
de un experimento que comparte algunas de las caracteristicas de un experimento
binomial. Consiste en una secuencia de ensayos independientes, con dos resultados
posibles: éxito o fracaso, donde la probabilidad de éxito es igual a p y es la misma
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en todos los ensayos. Sin embargo, el niimero total de ensayos no est fijo sino que
el experimento concluye con el primer éxito.

Consideremos la variable aleatoria Y que corresponde al ntimero del ensayo en
el que ocurre el primer éxito, o dicho de otra manera, al namero total de ensayos
hasta que ocurre el primer éxito. Claramente los valores posibles de Y son todos
los nimeros naturales, ya que el primer éxito podria ocurrir en el primer ensayo,
en el segundo, en el tercero, etc. ;Cudl sera entonces la P(Y = k), con k en N? Si
definimos, como antes, el evento

A; = {el ensayo i es éxito},

entonces el evento {Y = k} equivalea A{ N AN --- N Af_; N A, ya que que los
primeros k£ — 1 ensayos necesariamente deben ser fracasos para que el primer éxito
ocurra en el ensayo k. Ademds, como los eventos son independientes y en cada
ensayo la probabilidad de éxito es p y la de fracaso es 1 — p, resulta que

(23) P(Y = k) = P(A)P(AS) -~ P(A_)P(A) = (L—p)'p,  k=172,...

Se dice que la variable aleatoria Y tiene distribucién geométrica de pardmetro p y
se denota

Y ~G(p).
Asi, el namero de tiradas de una moneda hasta obtener cara y el nimero de tiradas
de un dado hasta obtener un 6 tienen distribucién geométrica de pardmetros 1 y ¢,
respectivamente.

Muchos autores suelen llamar distribucién geométrica a la correspondiente a la
variable X que cuenta el nimero de fracasos hasta que se produce el primer éxito,
en vez del niimero total de ensayos. En esencia, estamos hablando de la misma
variable salvo por un corrimiento en una constante. Estoes, X =Y — 1y

P(X=k)=PY =k+1)=(1-p)p

para k = 0,1,2,... Esta es la definicién que utiliza R en sus funciones dgeom y
pgeom para el cdlculo de las funciones de probabilidad y de distribucién, respec-
tivamente. A los fines de los resultados que se quieren ilustrar en este articulo,
adoptaremos la definicién correspondiente a (2.3).

Una variable aleatoria con distribucién geométrica se caracteriza por cumplir la
siguiente propiedad:

Propiedad de falta de memoria de la distribucién geométrica: Sea Y ~ G(p),
entonces

PY>n+m|Y >n)=PY >m) paratodon,m e Ny.

Esto significa que si hasta el ensayo n no ocurrié un éxito (esto es, ¥ > n), la
probabilidad de que no haya un éxito en los siguientes m ensayos (hasta el momento
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n 4+ m) es la misma que si se iniciara nuevamente la secuencia de ensayos y no
ocurriera un éxito en los primeros m ensayos. Esto se ve claro cuando arrojamos
una moneda hasta obtener una cara o de un dado hasta obtener el nimero 6. Las
nuevas tiradas no “recuerdan” los resultados en una tanda de tiradas anterior. Por
eso decimos que la distribucién geométrica “no tiene memoria”.

Demostracién: Notemos primero que para todo n € Ny se cumple P(Y > n) =
(1—p)"yaque, paran=0,P(Y >0)=1=(1-p)’y,sin >0,

P(Y >n) = 1—P(Y <n) :1—2(1—p)y1p:1—pi(1—p)"

(1—p"-1
= l-p— = (1-p)
— (1-p)
Luego,
_ PHY >n+m}n{Y >n})
PY>n+m|Y >n) = P > n)
_ PY >n+m)
(24) ~ P(Y >n)
(1—pm m
- 0 _q—p)m=PY >m),
T = (=) = P > m)
como queriamos demostrar. O

La propiedad de falta de memoria también puede escribirse como
P(Y >n+m)=PY >n)PY >m)

para todo n,m € Ny, lo cual puede verse de (2.4), despejando P(Y > n + m).
Un resultado notable es que la distribucién geométrica es la tnica distribucién
discreta, con valores posibles el conjunto de los ntimeros naturales, que cumple
con la propiedad de falta de memoria. Esto es consecuencia del siguiente resultado:

Proposicién (Caracterizacién de la distribuciéon geométrica): Sea Y una variable
aleatoria discreta con valores posibles 1,2, ... tal que
PY >n+m)=PY >n)P(Y >m), para todo n, m € Nj.

Entonces, Y tiene distribucién geométrica.
Demostracion: La demostracion de este resultado se encuentra en el Apéndice. [

Otro ejemplo de esta situacién ocurre cuando una pieza de un equipo es obser-
vada durante periodos fijos de tiempo (como horas o dias) para ver si ha fallado,
registrandose si falla en la primera hora (o dia), en la segunda, etc. (Hoel y cols.,

1971). Si la pieza no se deteriora ni mejora con el transcurso del tiempo (por ejem-
plo, un motor que recibe mantenimiento periédico), y puede fallar debido a causas
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esporddicas que ocurren homogéneamente en el tiempo, entonces es razonable
pensar que el momento en que la pieza falla cumple con la propiedad de falta de
memoria y, por lo tanto, tiene distribucién geométrica.

2.6. La distribucién binomial negativa. Para finalizar nuestro recorrido por las
distribuciones de variables aleatorias discretas, estudiaremos la distribucién bi-
nomial negativa. Surge en el mismo contexto de la distribucién geométrica, pero
ahora nuestra variable Y cuenta el nimero total de ensayos que ocurren hasta que
se obtienen r éxitos. Asf, la distribucién geométrica resulta un caso particular de la
distribucién binomial negativa, para r = 1. Notemos que ahora los valores posibles
de Y son los naturales mayores o iguales a r, ya que al menos se necesitan r ensayos
para alcanzar los r éxitos (que serfa el caso en que los primeros r ensayos son todos
exitosos), pero el nimero total de ensayos podria crecer indefinidamente. ;Cémo
calculamos entonces P(Y = k), para k = r,r + 1,...? Primero notemos que un
punto cualquiera en el evento {Y = k} contiene r éxitos y k — r fracasos y, por lo
tanto, como los ensayos son independientes, tiene probabilidad p”(1 — p)*~". Pero,
(cudntos puntos muestrales hay en este evento? Como necesariamente el dltimo
de los k ensayos es un éxito (porque al lograr el éxito r se finaliza el experimento),
hay tantos puntos como formas de ubicar los restantes r — 1 éxitos en los primeros
k — 1 lugares, esto es, el ntimero combinatorio (*~}). También podemos pensar
en ubicar los k — r fracasos en los primeros k — 1 lugares, lo cual corresponde al
ntmero combinatorio (zj), que, por definicién, coincide con (ﬁj) Asi,

PY =k =("Dpa-pr, parak =rr+1,...

r—1

Se dice que Y tiene distribucién binomial negativa de parametros r y p y se denota
Y ~ BN(r,p).

Ejemplo: Se sabe por estudios previos que el 30 % de una poblacién esta de acuerdo
con una nueva medida del gobierno. Si se realiza una encuesta telefénica pregun-
tando al encuestado si acuerda o no con la medida y la seleccién de los encuestados
se realiza al azar, jcudl es la probabilidad de que el encuestado en la séptima
llamada sea el tercero en estar de acuerdo? ;Y de que se tengan que realizar a lo
sumo 7 llamadas para encontrar a 3 personas que estén de acuerdo?

Solucién: Sila poblacion es suficientemente grande, con argumentos similares a
los ya utilizados para la distribucién binomial, podemos asumir que cada llamada
puede resultar en éxito (estd de acuerdo) o fracaso (no esta de acuerdo) con pro-
babilidad 0,3 0 0,7, respectivamente, independientemente de las demas llamadas.
Asi, la variable Y que cuenta el niimero de llamadas que se deben realizar hasta
encontrar a 3 personas de acuerdo con la nueva medida tiene distribucién bino-
mial negativa con pardmetros r = 3 y p = 0,3. Luego, la probabilidad de que el
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encuestado en la séptima llamada sea el tercero en estar de acuerdo corresponde a
PY =7)=(5)0,3* x 0,7* = 0,0972.

Y la probabilidad de que se tengan que realizar a lo sumo 7 llamadas para encontrar
a 3 personas que estén de acuerdo es

7
Py <7)=> (,10,3% x 0,7%% = 0,3529.
k=3

Como ya se comento para la distribucién geométrica, muchos autores consideran
que la distribucién binomial negativa corresponde a la variable X que cuenta el
nuimero de fracasos hasta que ocurren los r éxitos, en lugar del ntimero total de
ensayos. Ambas variables se relacionan mediante X = Y — r, de manera que X
toma valores en Ny. Asi, parak =0,1,2,...,

PX =k =PY =k+r)= (""" "p"(1-p"

r—1
Esta es la definicién adoptada por el software R. Asi, en el ejemplo de recién,

P(Y =7) = P(X = 4) y puede obtenerse con el comando dnbinom (4, 3,0.3),
mientras que P(Y < 7) = P(X < 4)y se obtiene mediante pnbinom (4, 3,0.3).

§3. Variables aleatorias continuas

Dijimos que una variable continua es aquella que puede tomar cualquier valor
en un intervalo. Formalmente, una variable aleatoria Y es continua si satisface

PY=y)=0
para todo y en R. Esto trae como consecuencia que Y es continua si y sélo si su

funcidn de distribucion F' es continua.

Para la mayoria de las variables aleatorias continuas, F' puede escibirse en térmi-
nos de lo que se conoce como funcién de densidad f. Esto es,

F@=/ﬁﬂmw

donde f satisface f(y) > 0 paratodoyen Ry ffooo f(y)dy = 1. A diferencia del
caso discreto, la funcién de densidad no corresponde a la probabilidad de que la
variable aleatoria tome un cierto valor, ya que esa probabilidad siempre es cero,
sino que nos permite calcular, por ejemplo, la probabilidad de caer en un intervalo.
Asi, la probabilidad de que Y tome valores en un intervalo (a, b) puede calcularse
como

b
PW<Y<®=/f@@,
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que corresponde al drea bajo la curva entre los valores a y b. Como la variable toma
valores en R, la probabilidad de caer en (—oo, 00) tiene necesariamente probabili-
dad 1y es por eso que el area total bajo la curva es siempre 1 ([~ f(y)dy = 1).

. .z . . .2 / . .
Si conocemos la funcién de distribucion F'y esta es tal que F' existe y es continua,
excepto quizds en un nimero finito de puntos, podemos obtener una funcién de
densidad f como

F'(y), enlospuntosdonde F’ existe y es continua,
G1)  fly)=

0, caso contrario.

En realidad no debemos preocuparnos por la definicién de f en un ntimero finito
de puntos, ya que el cambio en el valor de la densidad en esos puntos no modifica
la funcién de distribucién de la variable aleatoria.

El valor esperado de una variable aleatoria continua Y con funcién de densidad
f se define como

o0

E(Y)= / yf(y)dy

si [T |yl f(y)dy < oco. Aligual que para las variables aleatorias discretas, la va-
rianza de Y se define segtin (2.1). Para el cdlculo, nuevamente es ttil la expresion
equivalente Var (Y) = E(Y?) — E(Y)?, donde

E(Y?) = /_Oo y2 fy)dy.

3.1. La distribucién uniforme. Para iniciar nuestro recorrido por las distribu-
ciones de variables aleatorias continuas, estudiaremos una de las méas simples: la
distribucién uniforme. Surge, por ejemplo, cuando elegimos un punto al azar en el
intervalo (a, b). No le damos mayor peso a un resultado sobre otro, por lo cual es
igualmente probable estar cerca de cualquier punto en (a, b) (Ross, 2014). Asi, la
densidad es constante en el intervalo (a, b) y vale 0 fuera de ese intervalo, es decir,

k, a<y<b,

fly) = {

0, caso contrario.

¢Como encontramos el valor de k? Sabemos que el rea total bajo la curva debe ser
1y, como f(y) = 0 fuera del intervalo (a, b), resulta 1 = ff kdy = k(b — a). Luego,
k = 7. Decimos entonces que una variable Y con funcién de densidad f dada
por

f(y)z{ o 4Sysh

0, caso contrario.

tiene distribucién uniforme en (a, b) y lo denotamos

Y ~U(a,b).
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El intervalo también puede considerarse cerrado en los extremos.

En la distribucién uniforme, la probabilidad de caer en un intervalo totalmente
contenido en (a, b) no depende de la ubicacién de dicho intervalo sino de su longitud.
Es decir, si (¢, d) y (e, f) son dos intervalos contenidos en (a, b) de igual longitud,
digamos L (esto esd — ¢ = L = f — e), entonces la probabilidad de caer en
cualquiera de estos intervalos es la misma y vale

d f L
/ﬁdy:/ ﬁdy:b_a.

Ejemplo (Canavos, 1995): Si el peso de un individuo se redondea al kilogramo
mas cercano, entonces la diferencia entre este y el peso verdadero serd un valor
entre —0,5 y 0,5 kg y podemos pensar que el error de redondeo se distribuye
uniformemente en el intervalo (—0,5;0,5).

Ilustraremos para el caso de una variable uniforme el cdlculo de esperanza y
varianza de una variable aleatoria continua.

Proposicién: Sea Y ~ U(a,b). Entonces, E(Y) = 2 y Var(Y) = (b;§)2.

Demostracion: SiY ~ U(a, b), entonces el valor esperado de Y se obtiene mediante

b 2 2 2
y 1y 1 b¥—a 1 (b—a)b+a) a+b
E(Y) = dy = — 2L _ _
(¥) /ab—a YTh a2 T bh—a 2 b—a 2 2

es decir, es el punto medio del intervalo (a, b).

b

a

Para calcular la varianza de Y, notemos primero que

b 30 3 3
1 1 g b> —a
E(Y?) = 2~ _dy= | =
(") /ayb—ay b—a 3|, 3(b—a)
Asi,
_ —a®  (a+b)? _ 43 —4a3—3(a+b)(b*t—a?) _ b3 —_a3—3ab?43ba® _ (b—a)® _ (b—a)?
Var(Y) = 3b—a) 4 12(b—a) = 12(177(1;r = 120-a) 12
como queriamos demostrar. O

La distribucién uniforme es especialmente ttil para la simulacién de valores
de una variable aleatoria con una distribucién especifica (Hoel y cols., 1971; Ross,
1999; Canavos, 1995). Una forma de hacerlo se basa en el siguiente resultado:

Proposicion: Sea U ~ U(0,1) y sea F' una funcién de distribucién continua con
inversa F'~1. Entonces, la variable aleatoria Y definida como Y = F~1(U) tiene
distribucion F'.

Demostracion: Notemos primero que la variable U toma valores en (0, 1) con proba-
bilidad 1. Ademas, F'~*(U) estéd bien definida pues F~!(y) tiene que estar definida
para todo y en (0, 1) por las propiedades que cumple en general una funcién de
distribucién (yEI—HOOF (y) =0y Z}i%o F(y) = 1) y por ser en este caso F' continua
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(teorema del valor intermedio). Ademads, I’ es estrictamente creciente, por ser en
general no decreciente y por existir F~! (F es inyectiva).

Veamos cudl es la funcién de distribuciéon de Y. Sea y en R, entonces

Fy(y) = P(Y <y)=P(F'(U) <y) = P(U<F(y))

por ser F creciente (y por lo tanto a < bsiy sélosi F(a) < F(b))y F(F(U)) =U.
Asi, como F(y) estd en (0, 1), resulta
F(y) F(y)
P(U<F(y)) = / fo(u)du = / ldu = F(y).
—00 0
Es decir, Y tiene distribucién F', como querfamos demostrar. O

De esta manera, si podemos generar un niamero aleatorio entre 0 y 1, podemos
generar un valor de una variable aleatoria con distribucién F aplicando la inversa
de la funcién al namero generado.

3.2. Ladistribuciéon exponencial. La distribucién exponencial se utiliza frecuen-
temente para modelar tiempos de espera hasta que ocurre un determinado suceso,
tiempos de sobrevida, duracién de articulos. ;Por qué es razonable esto? Pensemos
a modo de ejemplo en la variable aleatoria 7" que mide el tiempo que transcurre
hasta que ocurre la primera llamada en una central telefénica. Si A es el namero
medio de llamadas por unidad de tiempo, es razonable asumir que el nimero de
llamadas que ocurre en un intervalo de tiempo de longitud ¢ tiene distribucién
P(At). Busquemos ahora la funcién de distribucién de 7. Como 7" s6lo toma valores
positivos, es claro que P(T' < t) = 0sit < 0. ;Pero qué ocurre para un tiempo
t positivo? Notemos que el tiempo que transcurre hasta que ocurre la primera
llamada es mayor a ¢ si y s6lo si hasta el tiempo ¢ no se recibié ninguna llamada, es
decir, el nimero de llamadas NV, recibidas en el intervalo [0, {] es 0. En férmulas,

P(T<t)=1—-P(T>t)=1—-P(N,=0)=1—e,
pues N; ~ P(At). Asi, la funcién de distribucién acumulada F de 7" es
1 — e, t>0,
F(t) =
0, t<0.

Si ahora derivamos F' para encontrar la densidad f de 7', como en (3.1), llegamos
a la siguiente expresion:

e, t>0,
(3.2) f(t) = {
0, t<0.

Decimos que una variable aleatoria Y tiene distribucién exponencial de parametro
A, con A > 0, y se denota
Y ~ Exp(N),
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si su funcién de densidad estd dada por (3.2). Asi, la variable 7" que mide el tiempo
hasta que ocurre la primera llamada en una central telefénica tiene distribucién
exponencial.

Ejemplo: ;Cudl es la probabilidad de que en una central telefénica se reciba la
primera llamada después de media hora, si se reciben en promedio 6 llamadas por
hora?

Solucién: Si consideramos la variable 7" que mide el tiempo (en horas) hasta que
ocurre la primera llamada, entonces 7' ~ Exp(6). Notemos que si Y ~ Exp(A),
podemos deducir que P(Y > y) =1— F(y) = e, siy > 0. Asi, la probabilidad

buscada es P(T > 1) = ¢ 65 = 0,0498.

La distribucién exponencial es la andloga continua a la distribucién geométrica,
ya que posee también la propiedad de falta de memoria (Wackerly y cols., 2010;
Bertsekas y Tsitsiklis, 2008; Hoel y cols., 1971).

Propiedad de falta de memoria de la distribucién exponencial: Sea Y ~ Exp(}\),
entonces

(3.3) PY>a+b|Y >a)=PY >0) para todo a,b > 0.

Demostracion: Al ser a,b > 0, resulta {Y > a+b} N{Y >a} ={Y >a+b}y

P(Y>a+b|Y>a):P({Y>;(J;b}:;;ﬁ/>a}) :ng(;z;b)

e—)\(a-l-b)

=———=¢"=P(Y >b)
e a

como se queria ver. O

Esta propiedad también puede escribirse como
P(Y >a+b)=PY >a)P(Y >0) para todo a,b > 0,

lo cual se deduce de los pasos de la demostracion.

La interpretacion de este resultado es similar a la que dimos para la distribucién
geométrica: si pensamos por ejemplo en la vida 1til de una pieza (como un com-
ponente eléctrico), (3.3) nos dice que la probabilidad de una vida 1til adicional en
mds de b unidades es la misma que la probabilidad original de vida ttil en mas de
b unidades. En este caso, la antigiiedad de la pieza no aumenta ni disminuye la
probabilidad de falla en un periodo de tiempo determinado (Hoel y cols., 1971).

La propiedad de falta de memoria es muy importante ya que caracteriza a la
distribucién exponencial, en el sentido de que una variable continua y positiva que
cumple con esa propiedad, necesariamente tiene que tener distribucién exponencial.
Esto nos lo dice el siguiente resultado:
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Proposicién (Caracterizacién de la distribucién exponencial): Sea Y una varia-
ble aleatoria tal que

P(Y >a+b)=PY >a)P(Y >b) para todo a,b > 0.
Entonces, P(Y > 0) = 0 0 Y tiene distribucién exponencial.
Demostracion: La demostracion de este resultado se encuentra en el Apéndice. [J

Otra relacién interesante entre la distribucién exponencial y la geométrica es
la siguiente. Consideremos una variable aleatoria 7" con distribucién exponencial
de pardmetro A. Como ya vimos, T puede indicar el tiempo que transcurre hasta
que falla cierto componente. Pensemos ahora en la “versién discreta” Y de 7,
subdividiendo el tiempo en intervalos de longitud uno y considerando en cual de
estos intervalos ocurri6 el evento. Por ejemplo, si el tiempo se mide en horas, ¥ = 1
significa que la falla ocurri6 durante la primera hora y, en general, Y = k significa
que la falla ocurri6 en la hora k-ésima. La variable aleatoria Y claramente toma
solamente valores naturales por lo cual es una variable aleatoria discreta. Veamos
que Y tiene distribucién geométrica. Para £ = 1,2, ..., la falla ocurre durante la
k-ésima hora si el tiempo hasta que ocurre la falla, medido en escala continua, esta
entre k — 1y k. Asi,

PY =k) = Pk—1<T<k)=Fp(k)—Fr(k—1)
= l-eM—(1-e?D) =00 —e™) = (1-p)*p,

parap = 1 — e = P(T < 1) (que cumple 0 < p < 1). Por lo tanto, Y tiene
distribucién geométrica de pardmetrop = 1 — e~

Formalmente, la variable Y es el “techo” de T, y se denota [71"], donde el techo
de un nimero x corresponde al menor entero mayor o igual a x. Luego, acabamos
de ver la demostracién del siguiente resultado:

Proposicion: Si T' es una variable aleatoria tal que 7' ~ Exp()), entonces se tiene

[T]~G(1— ).

3.3. Ladistribucion Gamma. Esta es una distribucién que sirve para modelar
variables aleatorias continuas que asumen valores positivos, generalmente asimétri-
cas. Decimos que una variable aleatoria tiene distribucién Gamma con pardmetros
ay A,y lo denotamos como

Y ~T(a,\)
si la funcién de densidad estd dada por
A" a1 A
yee, y >0,
(3.4) fly) =4 Tle)
0, y<0,

cona, A >0y T'(a) = [;7y* e vdy. A a selo conoce como parimetro de forma, ya
que justamente tiene que ver con la forma de la grafica de la funcién de densidad:
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cuando y tiende a 0 por derecha, f(y) tiendea Asia = 1,a0si o > 1y a oo si
a < 1. Ademas, la funcién es decreciente en (0, c0) para « < 1, y para o > 1 crece
desde 0 hasta alcanzar un maximo y luego decrece. El pardmetro ) tiene que ver
con la escala (siendo 8 = 5 conocido como pardmetro de escala), ya que la gréfica
se comprime o se estira dependiendo de su valor. La Figura 2 presenta distintas
gréaficas de la densidad Gamma, como asi también de la correspondiente funcién
de distribucién, variando los valores de o y \.
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Ficura 2. Graéficas de la funcién de densidad (A) y de la funcién de
distribucién (B) de una variable aleatoria con distribucién Gamma,
para distintos valores de los pardmetros a y A. En todos los casos

fly) =0= F(y) paray < 0.

La distribucién exponencial de pardmetro A es un caso particular de la distribu-
cién Gamma para a = 1. También se asocia la distribucién Gamma a tiempos de
sobrevida, tiempos de espera. Recordando el ejemplo que vimos para introducir
a la distribucién exponencial, podemos llegar a la expresion (3.4) para o € N,
pensando en el tiempo hasta que ocurren n llamadas (o en general, sucesos de
algtn tipo, accidentes, etc.). En este caso particular, la distribucién Gamma también
se conoce como distribucién de Erlang. Para ver esto, consideremos las siguientes
variables aleatorias:

N, = ntimero de sucesos que ocurren en el intervalo [0, ¢],

T, = tiempo de espera hasta que ocurren n sucesos.

Luego, como antes, N; ~ P(At) y P(T,, <t) =0sit <0.Parat > 0, la clave estd en
notar lo siguiente: que el tiempo de espera hasta que ocurran n sucesos sea a lo
sumo ¢ se corresponde directamente con el hecho de que ocurran por lo menos n
sucesos (n 0 mas) en el intervalo [0, t]. Menos de n no podrian suceder pues, en
ese caso, habria que esperar més tiempo. Pero podrian ocurrir més de n, ya que si
ocurrieron n en un tiempo menor estricto a ¢, es posible que haya ocurrido algin
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suceso mas hasta el tiempo ¢. En términos probabilisticos,

Firo(t) = P(T, < 1) = PN 2 n) = 3 P(V, = j) = 3 0

Ahora debemos derivar Fr, (t) respecto de t para obtener la densidad fr, (t), que
vale O parat < 0y, parat > 0,

fr,(t) = =de™ i M LM i M

1 |

j=n J: Jj=n J:
= (M) = (At
— _)e At ( . i e At . )
jz_; J! Jz_; (7 =1t

Separando en la segunda sumatoria el término correspondiente a j = n y tomando
i =j — 1, resulta

an (t) — _)\e—)\t i ()‘t)j + )\e—At (/\t)nil + )\e—)\t i ()‘t)l

o J! (n—1)! —~
e M (At A frleAt
(n—1)! TI'(n)

usando el resultado de que I'(n) = (n — 1)! paran € N. Esto es, T,, ~ I'(n, A). Asi,
hemos probado la proposiciéon que se enuncia a continuacién:

Proposicién: Si el nimero de sucesos que ocurren en el intervalo [0, ¢] tiene distri-
bucién P(At) para todo ¢ > 0, entonces el tiempo de espera hasta que ocurren n
sucesos tiene distribuciéon Gamma con pardmetros n y A.

Para ilustrar este resultado veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Supongamos que, en promedio, el ntimero de personas que entran a un
supermercado por minuto es de 5, siguiendo una distribucién de Poisson. ;Cuél
es la probabilidad de que en menos de 20 segundos entren dos personas?

Solucion: Podemos considerar que el nimero de personas que entran al supermerca-
do en un intervalo de tiempo (medido en minutos) de longitud ¢ tiene distribucién
P(5t). Luego, por el resultado anterior, el tiempo 7" que hay que esperar hasta que
entren dos personas tiene distribucién I'(2, 5). Estamos interesados en calcular la
probabilidad de que 7" sea menor a 20 segundos. Como 20 segundos corresponden
a 1/3 de minuto, la probabilidad buscada es

1
3

2 1
P(T < %)= /0 ryte tdt = 5(—e ™ (t+ 3))|3 = 0,4963.

3.4. La distribucién normal. Para finalizar nuestro recorrido por las distintas
distribuciones de probabilidad, no podemos dejar de mencionar a la distribucién
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normal, que es la més importante, y es ampliamente utilizada para describir dis-
tintos fenémenos que ocurren en la préactica. Conozcamos un poco de su historia
(Devore, 2005; Canavos, 1995; Ross, 2014): Esta distribucién fue descubierta por
el matematico francés Abraham DeMoivre en 1733 como limite de la distribucién
binomial con p = 3, resultado que fue extendido por Laplace para un p general en
1812. Este es un caso particular de un resultado clave para la inferencia estadistica,
el Teorema Central del Limite, que plantea que, bajo ciertas condiciones, la suma (y
el promedio) de un ntiimero grande de variables aleatorias tiene una distribucién
aproximadamente normal. También se la llama distribucién gaussiana, o campana
de Gauss a la densidad (por su forma acampanada), a partir de que Gauss la
menciond en un articulo en 1809, utilizdndola para predecir la ubicacién de objetos
astronémicos. Entre mediados y fines del siglo XIX, gran parte de los estadisticos
comenzaron a creer que la mayoria de los conjuntos de datos tendrian histogramas
siguiendo esta forma acampanada y que era “normal” que datos que se compor-
taran razonablemente siguieran esta curva; de alli se la empez6 a llamar “curva
normal”.

0.00

‘ i ‘ i
- L+G L-G L 1+G
u-s o ’ ! [ v

Ficura 3. Gréficas de la funcién de densidad (A) y la funcién de
distribucién (B) de una variable aleatoria con distribuciéon N (u, o2).

La funcién de densidad de una variable Y con distribucién normal de pardmetros
pyo? conp€Ryo > 0,estd dada por
1 (y=n)*

fly) = e 27 | y € R.
2ro

Se denota
Y ~ N(u,o?).
Si bien una deduccion de esta expresion esta fuera del alcance de este articulo,
mencionaremos algunos aspectos importantes de esta distribucion.
La densidad normal tiene una forma acampanada como se muestra en la Fi-
gura 3 A), tiende a 0 tanto en la direccion positiva como negativa sin alcanzar
nunca ese valor, esta centrada en p (es simétrica respecto a ), siendo mayor la
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probabilidad de obtener valores en zonas alejadas de ;1 a medida que ¢ aumenta.
Puede mostrarse que iy o® corresponden a la media y la varianza de la distribu-
cién, respectivamente (ver, por ejemplo, Hoel y cols. (1971)). En la Figura 3 B) se
observa la funcién de distribucién acumulada, que es continua en todo punto por

ser Y una variable aleatoria continua.

En la préctica, es razonable intuir que un cierto conjunto de datos podria ser
modelado por una distribucién normal si al graficar un histograma de frecuencias
observamos simetria y podemos trazar una curva suave con la forma acampanada
de la densidad normal. Ejemplos de variables que suelen tener distribucién aproxi-
madamente normal son el peso, la altura, la temperatura, errores en mediciones
experimentales, calificaciones en una prueba, etc.

§4. Comentarios finales

En este articulo hemos emprendido un recorrido por las distribuciones de pro-
babilidad mas conocidas, que puede ser de utilidad para quien esté transitando un
curso de Probabilidad o para aportar elementos a quien tenga estudios previos,
brindando quizés algunas ideas nuevas y contribuyendo a cerrar conceptos. Las
Tablas 3 y 4 presentan una sintesis de lo estudiado, incluyendo la expresién de la
media y la varianza para cada una de las distribuciones.

El estudio de la Probabilidad resulta de suma importancia ya que los conceptos
de probabilidad constituyen la base para poder realizar Inferencia Estadistica, es
decir, obtener conclusiones sobre caracteristicas de una poblacién a partir de una
muestra extraida de esa poblacién.

En la préactica, contamos con datos, que corresponden al resultado de observa-
ciones efectuadas de una variable Y (caracteristica de interés) en los individuos
que conforman la muestra. También podriamos querer explicar una variable de
respuesta Y en términos de otras variables X1, ..., X, medidas en la muestra, lo
cual es el objetivo de los modelos de regresion. Para el anélisis, en general se
requiere asumir una distribucién para la variable aleatoria Y. En funcién de la
naturaleza de la variable (continua, discreta) y de las condiciones experimentales
y caracteristicas de la medicién (si sélo toma valores positivos, si corresponde a
tiempos de espera, si es un experimento binomial, etc.) podemos proponer una
distribucién que resulte razonable para Y. Los pardmetros de dicha distribucién
podran ser estimados a partir de los valores observados de la variable en la muestra,
para lo cual existen métodos de estimacion. Por ejemplo, la probabilidad de éxito
p de una binomial podra estimarse a partir de la proporcién de individuos en la
muestra que posean la caracteristica considerada como éxito.

Este trabajo intenta mejorar la comprension de las distribuciones de probabilidad
maés utilizadas. Conocer en mayor profundidad bajo qué condiciones surge cada
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una de ellas nos ayudara a tomar mejores decisiones al momento de atribuir una
distribucién posible a una variable de interés.

Tabla 3: Resumen de las distribuciones de probabilidad estudiadas para
variables aleatorias discretas.

Distribucion

f(y)

Usos y caracteristicas

Media Varianza

Binomial
B(n,p)

(,)p"

(1—=p)"¥,

y=0,1,...,n

Ntmero de éxitos entre
n ensayos independientes
con la misma probabilidad
p de éxito. Aproxima a la
distribucion hipergeométri-
ca H(n, M, N) cuando n es
pequenio en relacién a N.

np

np(l —p)

Hipergeo-
métrica
H(n, M, N)

(DG

n
max {

G) 7

0,n—N+M}

< y <min{n, M},

y €L

Numero de objetos de tipo
I en una muestra de tama-
fo n extraida sin reposicién
de una poblacién con N ob-
jetos, de los cuales M son
de tipo I y el resto de tipo
II.

=S

z|=
0
=
3

Poisson
PN

Namero de sucesos que
ocurren en un determina-
do tiempo o espacio. Apro-
xima a la distribucién bino-
mial B(n,p) para n grande,
p pequenia y A = np mode-
rado.

Geométrica

G(p)

Numero de ensayos inde-
pendientes hasta que ocu-
rre el primer éxito, con pro-
babilidad p de éxito en ca-
da ensayo. Cumple con la
propiedad de falta de me-
moria.

S

Binomial
negativa
BN(r,p)

()r
r+1,...

y=r

_p)yfr’

Ntmero de ensayos inde-
pendientes hasta que ocu-
rren r éxitos, con probabili-
dad p de éxito en cada en-
sayo.

SR

Nota: En todos los casos se indican los valores de y para los cuales f(y) # 0.

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 2 — 2021



Un recorrido por las distribuciones de probabilidad 37

Tabla 4: Resumen de las distribuciones de probabilidad estudiadas para
variables aleatorias continuas.

Distribuciéon  f(y) Usos y caracteristicas Media Varianza

Punto elegido al azar en el
intervalo (a, b). La probabi-

Uniforme 1 lidad de caer en un inter- o +§ (b — qa)?
U(a,b) b—a’ valo contenido en (a,b) de- ~ 9 12
a<y<b pende sélo de su longitud

y no de su ubicacién.

Tiempo de espera hasta
que ocurre un suceso, tiem-

EXponenCial \e— M po de sobrevida, duracién 1 1
Exp(\) y > 07 de articulos. Cumple conla ) 2
propiedad de falta de me-
moria.
Variables positivas, con dis-
Gamma A a1,y tribucién generalmente asi- « «
(o, \) ['(«) Y ’ métrica (tiempo de sobre- ) A2
y>0 vida, tiempo de espera).
Variables con densidad si-
Normal 1 - (y;_g)z rnlr;é(?:c(a, de forlma a- campa: ,
9 oc peso, altura, tempe- 1 o
N(p, o) » éﬂlg ratura, errores de medicion,

calificaciones, etc.).

Nota: En todos los casos se indican los valores de y para los cuales f(y) # 0.

§5. Apéndice

Otra manera de deducir la distribucion de Poisson: La distribucién de Poisson
se utiliza en situaciones donde se quiere estudiar la ocurrencia esporadica de
ciertos fendmenos o sucesos a lo largo del tiempo, como por ejemplo, la aparicién
de terremotos, el ingreso de clientes en un banco, la ocurrencia de accidentes.
Bajo ciertas suposiciones, veremos que esta distribucién modeliza el niimero de
veces que ocurre el fendmeno bajo estudio en el periodo de tiempo considerado.
Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

(1) La probabilidad de que exactamente un suceso ocurra en un intervalo de
tiempo de longitud h es la misma para cualquier intervalo de longitud h y
esigual a Ah + o(h), donde A > 0y o(h) representa cualquier funcién f(h)

im0 —
tal que }lg% = 0.
(2) La probabilidad de que ocurran dos o més sucesos en un intervalo de longi-

tud % es la misma para cualquier intervalo de longitud % y es igual a o(h).
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(3) Para cualquier coleccién de intervalos no superpuestos {/;}!* ,, si definimos,
parai =1,...,n, E; = {ocurren exactamente j; sucesos en [; }, con j; en Ny,
entonces los eventos Ej, . .., E, son independientes.

Notemos que, por ejemplo, f(h) = h?* es o(h), mientras que f(h) = hno lo es.
Asi, para valores pequefios de h, la condicién 1 nos dice que la probabilidad de que
exactamente un suceso ocurra en un intervalo de longitud & es aproximadamente
proporcional a la longitud del intervalo, siendo igual a Ak més algo que es pequefio
comparado con h. La condicién 2 establece que la probabilidad de que ocurran
dos 0 mas sucesos en un intervalo de longitud h es pequefia comparada con h.
La condicién 3 indica que lo que ocurre en un intervalo no tiene efecto en lo que
ocurre en otro intervalo no superpuesto.

Seat > 0y N(t)la variable aleatoria que cuenta el ntimero de veces que ocurre el
suceso o fenémeno bajo estudio en el intervalo de tiempo [0, t|. Bajo las condiciones
recién planteadas, veamos que N(¢) resulta tener una distribucién de Poisson
de pardmetro At. Para calcular P(N(t) = k), dividamos el intervalo [0,¢] en n
subintervalos {I;};_, que no se intersecan, cada uno de longitud % Estoes, I, =

[0,t] e]; = <(i‘1)t i—t] ,4=2,...,n. Entonces,

n 'n

P(N(t) = k) = P(k subintervalos contienen exactamente 1 suceso y los
restantes n — k contienen 0 sucesos)
+ P(N(t) = k y al menos un subintervalo contiene dos
0 MAs sucesos)

= P(A,) + P(B,).
Analicemos P(B,):

0<P(B, <P ( U{Ii contiene dos o0 mas sucesos})
i=1

por la suposicién 2. Para cada t fijo, se cumple que £ — 0 paran — co. Luego, por la
definicion de o(h), se cumple que lim o(%)/(L) = 0y como no(%) =t [o(%)/(L)],
n—oo

=1
P({I; contiene dos 0 més sucesos}) = no(%)

IN

t t t
resulta que P(B,) — 0.
n— oo
Ahora veamos P(A,,). Dado un intervalo I de longitud h,

1 = P(ningan suceso ocurre en /) + P(exactamente un suceso ocurre en /)
+P(dos 0 mds sucesos ocurren en [).

De las suposiciones 1y 2 se cumple que

1 = P(ningtn suceso ocurre en [) + [Ah + o(h)] + o(h).
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La suma de funciones o(h) es o(h), pues si hn(1) =0yl 1 ) h = 0, entonces
h—

1fm [ E) — ) Agf,

h—0

P(ningtn suceso ocurre en /) = 1 — Ah — o(h).

Aplicando la suposiciéon de independencia dada en la condicién 3 a los intervalos
I; definidos arriba, de longitud £, resulta que

P(A) = () [2+o()] Tr—2 o))

Recordando que () = =022 ) reqylta que

lim P(A,) = & lim (12 {00 =) [2 +o(2)]})

n—oo
At t t
x Mm [1 =38 —o(D)]" lm [1 =5t —o(3)]

—k

Para calcular el primero de los limites del término de la derecha, observemos que,
si0<j<k-—1,

(0= D[+ 0(2)] = M+ no(2) —3[2 +o()] — M,

n—ro0
t
oft/n) — 0. Entonces,

(t/n) n—oo
tin T =+ o)]} = 00

Para el segundo limite, sea a,, = A\t — no(%). Como lim a, = \t, entonces

n—o0

pues oft/n) = (t/n)

., n
lim — = oo.
n—oo an

Usando que
lim (1+ 2)" = ¢,

n—oo
para 6 = —1 resulta que
1
lim (1 — yrlan — 7L,
n— o0 n/an
Luego,
1 n 1%n
’ _ & _ L n — ’ _ an n — ’ _ a
Jin (13 =0 (D]" = Jim (1-%)" = Jim [0 - )]

= lim exp {an log [(1 — i)%} }
n— o0 an

= exp {(Jg&oan) log [hm (1-— %)ﬁ} }
= exp(—At).
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Por altimo,
fim [1- %~ 0 ()] =1,

n—o0

con lo cual .
P(A,) —s e AT

n—o0 k!

Asi, como P(N(t) = k) = P(A,) + P(B,), haciendo tender n a oo se obtiene

k
P(N(t) = k) = e_)‘t%, k=0,1,...,

resultando que N (¢) ~ P(At). La cantidad A corresponde al niimero esperado de
eventos por unidad de tiempo. O

Proposicién (Caracterizaciéon de la distribucién geométrica): Sea Y una variable
aleatoria discreta con valores posibles 1,2, ... tal que
P(Y >n+m)=PY >n)P(Y > m) para todo n,m € Nj.
Entonces, Y tiene distribucién geométrica.
Demostraciéon (Hoel y cols., 1971): La propiedad
P(Y >n+m)=PY >n)P(Y >m)

vale para todo n, m € Ny, en particular para n = m = 0. Por lo tanto, P(Y > 0) =
P(Y > 0)? y en consecuencia P(Y > 0) vale 0 o 1. Pero como Y toma valores
positivos, necesariamente se cumple que P(Y > 0) = 1.

Seap=P(Y =1)(con0<p<1l,pues) .o, P(Y =1i)=1y P(Y =1) > 0 para
todo 7). Tomando m = 1, y repitiendo el razonamiento, se cumple para todon € N
que

PY>n) = PY>n—-1)4+1)=PY>n—-1)P(Y>1)
= PY>n—-1)(1-p)=PY >n-2)(1-p)?
— = PY > 0)(1—p)" = (1—p)"
Como P(Y >n—1)=P(Y >n)=P(Y >n)+ P(Y = n), resulta
PY=n) = PY>n—-1)—PY >n)
= (1-p"'=(01-p)"
= (1-p" ' (1-1=p)=>0-p)""p.
Es decir, Y ~ G(p). O
Proposicion (Caracterizacion de la distribuciéon exponencial): Sea Y una varia-
ble aleatoria tal que
(5.1) P(Y >a+b) =P >a)P(Y > b) para todo a,b > 0.

Entonces, P(Y > 0) = 0 0 Y tiene distribucién exponencial.
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Demostracion (Hoel y cols., 1971): Apliquemos (5.1) a @ = b = 0. Escribiendo
0 =040, resulta P(Y >0) = P(Y >0+0)= P(Y > 0)? conlo cual P(Y > 0)
vale 0o 1.

Si P(Y > 0) = 0, siempre se cumple (5.1) ya que si ¢ > 0, el evento {Y > ¢}
estd contenido en el evento {Y > 0} y porlo tanto 0 < P(Y > ¢) < P(Y > 0) =0,
resultando P(Y > ¢) = 0. Asi, todos los términos que intervienen en (5.1) son 0.
Pero esta propiedad nos dice poco respecto a Y ya que esencialmente Y no toma
valores positivos (P(Y < 0) =1).

El caso mads interesante ocurre cuando P(Y > 0) = 1. Veremos que necesaria-
mente Y, por cumplir (5.1), debe tener distribucién exponencial.

Sea G(y) = P(Y >y) =1— F(y), con F la funcién de distribucién de Y. Luego,
por las propiedades que cumple F', G resulta ser una funcién continua a derecha,
no creciente (siz <y = G(z) > G(y)) y ylggoG(y) =1- yliraloF(y) = 0. Ademas,
GO)=PY >0)=1y

Gla+b)=PY >a+0b)=PY >a)P(Y >b) =G(a)G(b)
para todo a,b > 0. De esto se deduce lo siguiente:

(i) Sin € Ny ¢ > 0, entonces

Glen)=Gc+--+c)=G(c+---+c)G(c) =---=G(c)---G(c) = G(c)".
n veces n—1 veces n veces

(it) Sic > 0y m € N, entonces
Ge) =G (gm) = (G (£)"

por (i), pues = >0y m € N.

Notemos que 0 < G(y) < 1 por ser una probabilidad. Pero la desigualdad es
estricta paray = 1 (estoes, 0 < G(1) < 1), pues

Si G(1) = 1, entonces por (i) tomando ¢ = 1 resulta G(n) = (G(1))" = 1 para
todo n € N. Esto es absurdo pues lim G(y) = 0.
Yy—00

Si G(1) = 0, entonces, por (ii), tomando ¢ = 1 resulta 0 = G(1) = (G(%))™
para todo m € N. Luego, G(;;) = 0 para todo m € N. Asi, {;-} _ esuna
sucesion que tiende a 0 por valores mayores a 0 tal que G(--) tiende a 0. Esto

es absurdo pues G es continua por derecha, con lo cual lir(IJl+G (y) = G(0) = 1.
Yy—

Asi, como 0 < G(1) < 1, podemos escribir G(1) = e para algan A > 0
(precisamente, A = — log(G(1))). Veamos ahora que G(y) = e~ para todo y > 0.
Primero lo veremos para los racionales. Usando ii) para ¢ = 1, resulta

G (L) = (G)™ = e,

m
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Ademas, si m,n € N, entonces por i) tomando ¢ = %, resulta

_ LW\ _ (A" Az
G = (@GN = (%) =
En consecuencia, G(q) = e * para todo ¢ > 0 € Q. Ahora sea y > 0. Luego,
existe una sucesion {¢, }, .y de racionales positivos mayores a y tal que lim ¢, = y.
n—oo

Entonces, como G es continua por derecha, se cumple

G(y) = lim G(g,) = lm e = e,
n—o0 n—oo

ya que g(r) = e * es una funcién continua. Asi, G(y) = e~ para todo y > 0.
Por otro lado, G(0) = 1y G(y) = 1 para todo y < 0 pues como G es no creciente,

1 > G(y) > G(0) = 1. De esta manera,

e M, y >0,
Gly) = _

1, caso contrario,

Finalmente,
1—e™, y >0,
Fy) = .

0, caso contrario
conlo cual Y ~ Ezp()), como querfamos demostrar. d
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