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RECORTANDO POLIGONOS,
DE LAS TIJERAS A LA GENERALIZACION

Luis Agustin Cérdenas Pena

ResuMeN. En este articulo se ilustra que un problema surgido en el Certamen “El
Niimero de Oro” puede impulsar el entusiasmo matematico y llevar de forma na-
tural a generalizaciones. Se investiga el problema, lo cual culmina redescubriendo
un teorema de cierta generalidad con un atractivo estético, siempre manteniendo
el tratamiento geométrico elemental.

Asstract. This article illustrates how a problem posed in the contest “El Niimero
de Oro” might impulse mathematical enthusiasm and induce addressing a more
general question in a natural way. Studying the problem culminates on the redis-
cover of a general theorem with an aesthetically appealing, always keeping the
geometric treatment elementary.

§1. De lo particular a 1o general, el sendero dado por la curiosidad

La materia prima para estudiar matemadticas es la curiosidad, puesto que esta
guia el descubrimiento. En este pequefio articulo queremos ejemplificar cémo una
semilla de curiosidad en forma de problema, en este caso un desafio del Certamen
“El Numero de Oro”, motiva la deduccién de proposiciones mds generales. Tras re-
solver un problema particular muchas veces las incégnitas que surgen son ;qué
tan general fue el método? ;qué tiene y qué falta para poder atacar un abanico més
amplio de problemas? La ensefianza de matematicas, tradicionalmente, pide res-
puestas. Pero creemos que tan importante como las respuestas, son las preguntas.
Hacerse preguntas y cultivar la curiosidad es una parte fundamental del proce-
so de aprendizaje matemadtico. Las preguntas adecuadas son mds iluminadoras
que hallar respuestas a preguntas no tan adecuadas, y juegan un rol fundamental
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en la creacion de teorias. Finalmente, al examinar las respuestas halladas se pue-
den plantear nuevas preguntas, formédndose asi el circulo virtuoso que estimula
la actividad matemaética desde sus mismos origenes.

1.1. LaOlimpiada Matemadtica Argentina. La matematica es una disciplina que
solo se entiende a través de su préctica, y la forma més pura de practicar ma-
tematicas es resolver problemas matematicos. Con el fin de aumentar la presencia
de ésta en la sociedad se cre6 la Fundacién Olimpifada Matematica Argentina, una
entidad que organiza distintas competencias de matemaética a través del pais. En-
tre estas competencias, estan la Olimpiada Matemética Nandq, orientada a alum-
nos de educacién primaria, la Olimpiada Matematica Argentina para alumnos de
educacion secundaria, y el certamen “El Niimero de Oro” el cual realiza dos compe-
tencias paralelas, una orientada a alumnos de educacién universitaria de carreras
relacionadas con la matematica, y la otra orientada a profesores de educacion se-
cundaria.

Estas competencias tienen una o més instancias en las cuales a cada participante
se le da una lista de problemas y se evaltia el mérito de las soluciones para decidir
quiénes pasan a la siguiente instancia, o en caso de ser la tiltima, quiénes integran
el podio y quiénes adquieren las menciones de honor.

Los problemas de estas competencias tienen como objetivo difundir mateméti-
cas e intentan ser plurales no requiriendo conocimiento demasiado técnico. Lo
que si se requiere, es mucho entusiasmo y ganas de resolver, emplear pensamien-
to creativo y, como toda competencia, mucha practica y entrenamiento.

Podemos comparar “El Niimero de Oro” con la Competencia Interuniversita-
ria Matemdtica Argentina (CIMA). La primera estd organizada por la Fundacién
OMA vy la segunda por la Unién Matemética Argentina. Ambas estan dirigidas
a alumnos universitarios de carreras afines a la matematica, la segunda maés es-
pecificamente a alumnos de licenciatura en matemaética, aunque no en forma ex-
cluyente. Ambas requieren pensamiento creativo, y en la CIMA mads conocimiento
del cuerpo teérico matematico. Cada afio “El Niuimero de Oro” es de una tnica ins-
tancia, donde se presentan diez problemas, de los cuales cada participante debe
elegir tres para resolver.

1.2. Un problema particular. El siguiente problema fue el nimero 10 del Cer-
tamen “Numero de Oro” para estudiantes del afio 2016.

Problema 1.2.1. Sea ABCD un cuadrado de lado 1+ @, siendo ¢ = HT‘/g el Niimero de
Oro (también conocido como niimero dureo). Dividir el cuadrado en piezas que reacomo-
dadas permitan obtener un rectangulo tal que uno de sus lados mida ¢.

Intentemos resolver el problema. Primero podemos cortar el cuadrado en un
rectangulo de ¢ x (¢ + 1), y un segundo rectdngulo de 1 x (¢ + 1). Luego, para
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continuar podemos recortar el segundo rectdngulo en un rectdngulo de 1 x ¢ y un
cuadrado de 1 x 1. Luego se pueden pegar los rectdingulos como indica la Figura 1.

¢ 1 o+1 ¢
FiGura 1. Primer paso.

El drea gris del cuadrado indica el cuadradito que nos sobra para ensamblar, y
el drea gris del rectdngulo indica el rectangulito el cual nos falta llenar.

Ahora, podemos partir el cuadrado de 1 x 1 en un rectangulito de 1 x (¢ — 1)
yotrode 1 x (2—¢) (yaque2— ¢+ ¢ —1=1),luego se recorta el rectangulito de
1 X (2— ¢) en un cuadradito de lado 2 — ¢ y un rectangulito de (2—¢) x (¢ —1).
Indicamos este segundo paso en la Figura 2.

2-¢
2-¢
1 o—1
_ 20 -3
¢ ¢ 1 o—1
1
¢ 1 o+1 ¢

FiGura 2. Segundo paso.

Podriamos llevar a cabo un tercer paso, pero esto estd empezando a lucir mal,
al parecer estamos repitiendo el mismo paso, de forma tal que estamos logrando
reducir el problema en tamafio sin reducirlo en dificultad. Si pudiésemos partir el
cuadrado en infinitas piezas, este proceso serviria, pero no es lo que nos pide el
enunciado del problema.

Si retrocedemos al primer paso, el problema radica en que convertir un cua-
drado de 1 x 1 a un rectdngulo de ¢ x ¢ — 1 es equivalente al problema original ya

que 5% = ¢~y 5t = ¢ — 1 como podemos verificar a continuacion:
s (14VE\2 142V545 6425 34+V5 1445
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y de forma similar

. 2 2 1-V5 201-V5) V5-1

¢ 1+v5 1+vV51-+5 —4 2 ¢
Como en el fondo se trata de un problema de proporciones, resolver el proble-
ma con el cuadrado pequefio es exactamente igual de dificil que con el cuadrado
original. En vista de esto, tendremos que ser un poco més metédicos con el fin de
resolver este problema.

1.3. Un primer ataque al problema inspirado en una demostracién geométrica
del teorema de Pitdgoras. Como ya vimos en la discusioén anterior, éste realmente
se trata de un problema de proporciones. Asi que para facilitar los célculos, va-
mos a resolverlo partiendo de un cuadrado de lado 1, en cuyo caso el problema
correspondiente es hallar un rectdngulo de dimensiones ¢! x ¢, donde el ¢ que

buscdbamos originalmente se corresponde con el lado de longitud ¢!, y el lado

de longitud W con el de longitud ¢.

Marcando un punto a distancia a de cada vértice respetando orientacién, y lue-
go uniéndolos, se corta el cuadrado original en cinco piezas; un cuadrado de lado

/(1 —a)?+a?, y cuatro tridngulos con hipotenusa /(1 —a)? + a® y catetos 1 —a'y

a, como se ve en la Figura 3.

La funcién /(1 —x)? +x* siempre es menor que 1 debido a que si x esté en el
intervalo (0, 1) se tiene que x es positivo y 1 —x es negativo, por lo que

(1—x)?+x=1-2x+2x>=1-2x(1 —x)

es menor o igual que 1. Por ende los puntos x =0 y x = 1 son maximos ya que la
funcién vale 1 en estos puntos. El tinico punto en el que la derivada de la funcién
es 0 es x = 1/2, luego este ha de ser un minimo puesto que se encuentra ubicado

3

entre dos maximos. La funcion evaluada en este minimo vale 72

Como la funcién es continua en [0, 1] y vale 1 en los extremos de dicho intervalo,
su imagen es [?, 1]. Dicho minimo puede calcularse por medios mds elementales
siendo que /x es una funcién creciente, y calculando el vértice de la parabola.

Este proceso puede observarse en la Figura 3.

Podemos cortar dos de estos tridngulos, para asi poder formar rectdngulos con
unlado delongitud &, por lo que conlos cuatro tridngulos obtenemos dos rectangu-
los. Describimos el proceso més detalladamente y apoydndonos en la Figura 4:
Tomamos un par de tridngulos, y cortamos el primer tridngulo por la perpendi-
cular a su lado mads largo que pasa por el vértice opuesto a ésta, indicada en rojo.
Luego pegamos el triangulito cuya hipotenusa esta marcada en azul con el cateto
en azul del segundo tridngulo, y el triangulito cuya hipotenusa estd marcada en
verde con el cateto marcado en verde del segundo tridngulo. Resultando asi un
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a 1—a

Ficura 3. Corte Pitdgoras

rectdngulo con un lado de la misma longitud que la hipotenusa de los tridngulos,
es decir, de /(1 —a)? + a2

Ficura 4. De dos tridngulos a un rectdngulo

A continuacién se ensamblan los dos rectangulitos y el cuadrado para obtener
el rectdngulo de las dimensiones buscadas. Nuestro rectdngulo queda como en la
Figura 5

FiGura 5. Rectdngulo ensamblado.

Dado que la hipotenusa del tridngulo se convierte en el lado de nuestro rec-
tangulo, se tiene £ =h = /(1 —a)?+a?, luego { € [4, 1) para todo a € (0,1). Este
método solo sirve para los casos en los que /¢ esta contenido en tal intervalo, no
nos sirve para nuestro problema ya que re-escalando el cuadrado de lado ¢ + 1
a uno de lado 1, obtener un rectdngulo de lado ¢ se corresponde con obtener un
lado de longitud

~o 2 ~
0,618~ 21 < V2 %0,707,
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por lo que la longitud de nuestro problema no esté en el intervalo y no podemos
generarla con este método. Sin embargo esta idea nos servird en un contexto mas
general. En el resto del articulo llamaremos “corte Pitdgoras” a la descomposicién
del cuadrado original en un cuadrado y cuatro tridngulos rectdngulos segtn la
Figura 3.

Como siguiente paso, analizamos las dimensiones de nuestro cuadrado y el
rectdngulo objetivo en busca de pistas, por lo que volveremos a pensar en un cua-

drado de lado ¢.

Tenemos un cuadrado de ¢ + 1 de lado y queremos partirlo en piezas de modo
que reacomodadas formen un rectdngulo con uno de los lados igual a ¢.

A continuacioén calculamos el otro lado del rectangulo deseado. Cuando se re-
cortan y reacomodan piezas sin superponerlas el drea se conserva, tenemos que

(p+1)*
¢

el otro lado es igual a . Considerando que ¢* = ¢ + 1, obtenemos

(1.1) (p+1)°=9"=0"0.
Por lo que si queremos que un lado del rectdngulo mida ¢ el otro ha de medir
@ =2+/5.
Queremos hallar un rectdngulo de dimensiones (2 +v/5) x (1 +1/5).
Busquemos los cuatro rectdngulos correspondientes al desarrollo de tal pro-
ducto. Es decir, un rectdngulo A de 2 x %, un rectdngulo B de V5 % %, un rectdngulo

Cde2x g y un rectangulo D de v/5 x g Esta divisién se puede ilustrar en la
Figura 6.

V5
3 C
! A
2
2 V5

Ficura 6. El rectdngulo al cual queremos llegar.

Podemos dividir nuestro cuadrado de partida, de lado % + \/Tg, de la siguiente
forma: lo cortamos a 3 de cada lado en las dos direcciones paralelas a sus lados.
Con lo cual nos quedan cuatro trozos, un cuadrado E de % delado, dos rectdngulos

congruentes F'y G de dimensiones é x3y3x ‘/75 respectivamente y un cuadrado

H de @ de lado. Se ilustra en la Figura 7.
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V5

) G H

3

2 E F
3 V5
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Ficura 7. Rectdngulo de partida.

Usando F' y un tercio de G podemos obtener facilmente el rectdngulo C. El resto

de G es unrectdngulode 1 x g el cual partido a la mitad y reacomodado nos sirve

para formar el rectdngulo B.

Las lineas punteadas del mis-
mo color corresponden a los
lados sobre los cuales se pe-
gan los poligonos para obte-
ner el rectdngulo B en rojo y el
rectdngulo C en azul.

>[5

Ficura 8. Corte sobre los dos rectangulos obtenidos del cuadrado
original.

Del cuadrado H obtenemos la mitad del rectdngulo D. Falta la otra mitad, otro
cuadrado de g de lado. Lo obtendremos del cuadrado E.

Al cuadrado E le hacemos 4 cortes, dividiéndolo en 5 piezas empleando el pri-
mer paso del método del corte Pitdgoras. Marcando sus lados en los tercios, obte-
nemos un cuadriculado, luego partimos del tercio de cada lado a los dos tercios
del lado siguiente, en sentido horario (o antihorario). Como le sustrajimos cuatro

tridgngulos rectangulos de lados 3 y 1, cuyas hipotenusas son é, nos queda un
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cuadrado de lado g en el centro con lo que completamos D. Los cuatro tridngu-
los que tenemos son de lados 1 y 1 por lo cual es fcil reacomodarlos para obtener
nuestro rectdngulo de 2 x 1. El proceso se ilustra en las figuras 9 y 10.

Los tridngulos naranjas se
unen de a pares mediante los
pares de lineas naranjas/rojos
respectivamente, es decir se
unen los pares de tridangulos
opuestos. Los cuadrados azules
se unen en los bordes.

Ficura 9. Corte sobre los dos cuadrados obtenidos del cuadrado original.

T

. .
.
*
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.
.
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Y
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\J
.
.
.
.
.
.
.
.

Ficura 10. Unién de los dos rectdngulos naranjas en un rectdngulo
de dimensiones 2 x 1.

Pintamos los poligonos E, F, Gy H con los colores rojo, azul, verde y naranja,
respectivamente. Luego, cuando ensamblamos el rectdngulo objetivo, el resultado
luce como se ve en la Figura 11.

G H V5

| =

S B
2 2
FiGura 11. Solucién propuesta al problema planteado.

De esta manera hemos resuelto el problema original del certamen, y ademaés
ilustramos una idea a la cual atin no le sacamos mucho provecho, el método del
corte Pitdgoras el cual nos permite transformar o “estirar” hasta cierto punto un
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cuadrado en un rectdngulo. Para la generalizaciéon necesitaremos el concepto de
figuras equidescomponibles.

1.4. Una primera generalizacién. El método del corte Pitdgoras no bast6 para
solucionar el problema original puesto que utilizamos también piezas rectangula-
res para exhibir la solucién. Para esto nos apoyamos fuertemente en la expresién
algebraica de ¢, y no se ve una clara generalizacién de este método ni siquiera
para ntimeros muy cercanos a ¢. ;Qué pasaria con un ndmero trascendente?’

Claramente, para generalizar el problema de transformar un cuadrado en un
rectdngulo de la misma 4rea pero con un lado arbitrario a, hay que buscar una
forma més sistemadtica, la cual no haga uso de la expresion algebraica de las pro-
porciones. Con fin de facilitar tal empresa, introducimos la siguiente definicién.

Definicién 1.4.1 (Poligonos equidescomponibles). Dos poligonos A y B se dicen
equidescomponibles, si A se puede cortar, con cortes rectos y en finitas piezas, y luego
reacomodarlas de forma tal que formen B, sin que en este proceso ninguna de las
piezas formadas se superponga.

La relacién dada por “Py Q son equidescomponibles” es una relacién de equi-
valencia, es decir:

La relacion es reflexiva, ya que todo poligono es si mismo con 0 cortes (y
si esto no convence al lector, basta con cortar a un poligono en dos trozos y
volverlos a unir de la misma forma en la que se los recort6 para recuperar
el poligono).

La relacion es simétrica. Si de P se puede armar Q, entonces de Q se puede
armar P. Basta con recortar P, armar Q a partir de éste, y revertir el proceso
(por donde se pegaron las piezas de P, se lo corta a Q, y luego por donde se
cortaron las piezas de Q se lo pega a P).

La relacion es transitiva. Si de P se puede armar Q, y de O se puede armar R,
entonces de P se puede armar R. Basta con armar Q desde P, y luego cortarlo
nuevamente para armar R. Las piezas de Q estaban formadas por piezas de
P, por lo que cuando con piezas de Q armemos R, estaremos armando R con
piezas de P.

El método del corte Pitdgoras fue, en cierto sentido, un método local. Ya que
nos da soluciones para el intervalo [@, 1].

1Un ntmero trascendente es un niimero el cual no es raiz de ningtn polinomio con coeficientes
enteros. Esto implica, entre otras cosas, que el niimero no puede expresarse mediante sumas, pro-
ductos y raices a partir de los ntimeros racionales. Debido a que estos son dificiles de escribir, el
lector puede estar familiarizado con pocos de estos ndmeros. Dos ejemplos famosos son e y 7, pero
también sucede con los logaritmos naturales de los nlimeros enteros mayores que 2.
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Un método “global”? pero impreciso, podria ser partir un rectangulo de di-
mensiones a x b en dos rectdngulos de dimensiones a x 4 y unirlos de forma tal
que el rectangulo resultante tenga dimensiones 2a x g. Iterando ese proceso, de un
cuadrado de 1 x 1 podemos obtener rectdngulos de dimensiones 4; x 2". Desea-
mos combinar este método global aproximado. Si aplicamos el método del corte
Pitdgoras y luego aplicamos el proceso de partir a la mitad n veces, entonces lle-
gamos a un rectdngulo de dimensiones

a 2"

_ >< _’

2" a
cona € [@, 1]. Por ende este método solo nos sirve para hallar rectdngulos con un
lado ¢ en el conjunto
(1.1) U [ﬁa ﬁ}

n=0

Es asi que, si deseamos generalizar el problema a un ¢ cualquiera en (0, 1], ha-
ce falta refinar el método global, o refinar el método local. Elegiremos refinar el
método global (cualquiera de las dos cosas es posible, solo ilustramos un posible
camino de deduccién).

Lema 1.4.1. Dado un cuadrado de lado 1y un rectingulo de lados £ y }, estos son equi-
descomponibles.

Discusion de ideas.

Para orientarnos en el problema, como primer paso, podemos notar que el
rectdngulo ha de tener drea 1 y lados ¢y ¢, por lo que con solucionar el problema
para { < 1 éste ya estard resuelto para ¢ > 1 ya que en ese caso % <1.Elcaso /=1
es altamente trivial (nos quedamos con el cuadrado original).

Caso ¢ € (0,1). La idea que usaremos para completar al método Pitdgoras, es
la de realizar n — 1 cortes equidistantes horizontales y n — 1 cortes equidistantes
verticales al cuadrado original, de forma tal que nos queden n* cuadraditos de
dimensiones | x 1. Luego reacomodar estos n> cuadraditos en k filas y m columnas
para formar un rectdngulo cuyas dimensiones sean  x £. Como la cantidad total
de cuadraditos se mantiene invariante, para esto necesitamos que se cumpla la

igualdad n? = k-m.

Por simplicidad buscamos un n pequefio para el cual esto suceda, se tiene que
si k' y m tienen un factor primo en comun p, entonces existen naturales k', m’ tales
quek=p-kK'ym=p-m',porlo que n*> =k -m'p?, luego p|n por lo que existe n’ tal

2Global en el sentido de que nos permite acercarnos a cualquier namero del intervalo achicando
el error relativo debajo de cierta cota, pero no nos permite terminar de acercarnos al niimero una
vez que estemos en dicho entorno.
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quen=p-n'y (n)> =k'-m'. Por ende, para hallar los nimeros lo mas pequefios
posibles los buscamos coprimos, es decir, sin factores primos en comun.

En vistas de esto, veamos que si n> = k- m se tiene que tanto k como m han de
ser cuadrados de algtin ntimero natural. Sea p un niimero primo que cumpla p | k
es decir existe k' natural tal que k = p- k. Como n? = k- m se tiene que p | n> por
ser p nimero primo. Luego, como p | n* =n-n, se tiene que p | n. Luegon=p-n'y
por ende p? - (n')? = p -k -m, tras dividir por p obtenemos p- (n')?> = k" - m. Luego,
como p es primo o bien p | k" o bien p | m. Si p | m contradecimos que k y m no sean
coprimos, ha de ser p | ¥/, es decir ¥ = p-k” para algtin £ namero natural. Por
lo tanto k = p? - k” por lo que p? | k. Con esto demostramos que todos los factores
primos de k aparecen elevados al cuadrado, lo cual implica que k es un cuadrado.

Nuestra estrategia tiene como segundo paso, convertir cada uno de estos k- m

cuadraditos en rectdngulos deformandolos por un factor ¢ € [@, 1] como se ilustra

en el método de Pitagoras. Luego estos k - m rectangulitos formardn un rectdngulo
de lados

k m k m
—cX — 0 — X —-C
n nc nc n

seglin en qué direccién se realice. Por ende, si para cualquier ¢ € (0,1) logramos
hallar una terna (n,k,m) tal que > =k-my £ = %c habremos complementado el
método de Pitdgoras para poder lidiar con un ¢ cualquiera.

Si tuviésemos ¢ = % podriamos usarn =6, k=4, m=9,dado que tomando c = %

obtendriamos un rectangulo de dimensiones (¢ 15) X (- §) = 2 x 3.

Pero si ¢ = 5 entonces con la misma eleccién de n,k y m tendriamos que no po-

demos reacomodarlo de forma completamente andloga ya que no existe c € [@, 1]
tal que 17—0 = %c. Por ende, necesitamos mostrar que existe una forma sistematica
de hallar n,k, m.

Si hallamos ntimeros n,m, k tales que n> = m -k, con el método ya ilustrado po-

demos resolver el problema para todo ¢ € [n% 4, 5] Por ende, una posible solucién

es hallar una familia de ternas tales que para todo ¢ € (0, 1) existan ntimeros n,m, k
k2 k]
rplt

en tal familia tales que / € [;- %5

Para simplificar tal trabajo, hallaremos nimeros s,,u tales que s*> =t -u de for-
ma tal que nuestra familia de ternas sea el conjunto {(s,#,u’) : i € N}, es decir el
conjunto formado por las ternas correspondientes a las i-ésimas potencias de s, ¢
y u. Como s> =t -u implica que (s')? = (s?) = (¢-u)’ =t'-u/, 1a relacién entre s,¢ y u
sigue cumpliéndose para s',¢' y u'.

. . i
Como si t < s se tiene que ;—, puede estar tan cerca del cero como queramos,
entonces nuestro método sirve para nameros arbitrariamente cercanos al 0, ya
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que cubrimos los intervalos

(1.2) O [Q’— 1]
i=0

2 stst

Pero esto podria no bastar ya que estos intervalos podrian contener huecos en
el medio, por ejemplo, un £ muy grande para estar en el segundo intervalo y muy

pequefio para estar en el primero, es decir £ € (£, ‘[).
Ya presentadas las ideas, el procedimiento entero luce como sigue.
Demostracion.

Emplearemos intervalos que se solapen, para esto basta con que £ > ‘[ . Como
también necesitamos que t,u sean cuadrados podemos elegir a s = 62 = 36 yt=
72 = 49 los cuales cumplen con esto.

Sea l € (O 1). Existe un ntimero natural m € N tal que (%)m = (35)" < ¢, ya que
como 0 < 3¢ < 1, (3 ) se puede hacer tan chico como se quiera elevdndolo a un
nimero lo suf1c1entemente grande (en el lenguaje del calculo infinitesimal, se dice
que la sucesién (4318) converge a 0 conforme m tiende a infinito). Ademads, existe
un primer ntiimero natural que cumple esto (pues el conjunto de los ntimeros na-

turales es bien ordenado). Luego, existe un m natural para el cual

( ) <€<(36)m1

\[

Llamamos n = m — 1 para facilitar la notacién. Como

V2(30ym < (30ymtl < g < (30,

< 49, se tiene que si

luego £ € [\2[(43;8) ,(38)"; por lo que £(32)" € [%,1].Llamaremos =8

Para armar un rectangulo de lado ¢ llevaremos a cabo el siguiente procedi-
miento Primero partiremos nuestro cuadrado en (36 -49)" cuadraditos de lado
OB 7) Una vez hecho esto, por el procedimiento que usamos para el cuadrado
de lado uno, escalado a estos cuadraditos, podemos hacer rectangulitos de la-

dos & 76 a los cuales llamaremos base y altura respectivamente para

E’
5 a7 Y
distinguirlos y orientarnos geométricamente. Una vez hecho esto, ordenamos los

(6- 7)2” rectangulitos en 72" columnas y 6" filas, por lo que la base quedara de

7 Colls (%)zn = 7 y la altura de dimensiones ¢/ (%)zn 6 =1 (%) =1
El procedimiento se ilustra en la Figura 12. Para simplificar el esquema, ilustra-
mos el caso en el cual £ € [2£ 7] para necesitar solo 36 cuadraditos, correspon-

diéndoseag=2y p=3.

Corolario 1.4.2. Dado un cuadrado de lado a, se puede formar un rectingulo de lados ¢

y % Basta con escalar los ejes por un factor de a y llevar a cabo el procedimiento empleado
en la demostracion del lema.
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p-q segmentos de longitud 1/(p - ¢g) longitud total 1

p - q segmentos
de longitud

1/(p-a),
longitud total 1

p-q segmentos de longitud 1/(¢ ,p- q), longitud total 1/¢

p - q segmentos de
longitud ¢'/(p-q),
longitud total ¢/

p? segmentos de longitud 1/(¢ - p - ¢), longitud total % = %
q

q*> segmentos de
longitud ¢'/(p-q),
long. total = 10'=¢

Se divide el cuadrado en n? cuadraditos. Luego, se emplea el procedi-
miento ilustrando en las figuras 3 y 4 para transformar cada cuadradito
en un rectdngulito de ciertas proporciones. Finalmente se puede ensam-

blar un rectéangulo de p? x ¢* rectangulitos.

Ficura 12. Resumen visual de todos los pasos del proceso.
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Ya casi estamos en condiciones de generalizar la idea del problema a su méxima
expresion, este resultado se conoce como teorema Wallace-Bolyai-Gerwien.

1.5. La udltima generalizacién, el Teorema de Wallace Bolyai-Gerwien. Estd
claro que si dos poligonos son equidescomposibles, entonces estos poseen la mis-
ma 4rea ya que las operaciones de recortar y re-ensamblar sin superposiciones
conservan el drea. Resulta ser, que el hecho de que dos poligonos posean la misma
drea es una condicién necesaria y suficiente para que estos sean equidescomposi-

bles.

Teorema 1.5.1 (Wallace-Bolyai-Gerwien). Dados dos poligonos convexos A y B ambos
de igual drea, se tiene que A y B son equidescomponibles.

Demostracion. Primero, comprobemos que todo poligono convexo se puede trian-
gular, es decir, se puede descomponer en tridngulos.

Demostrémoslo por induccién sobre n. Si n = 3 tenemos un tridngulo el cual
claramente es una triangulacién.

Sea C un poligono de n lados. Veamos que podemos descomponerlo en un
tridngulo y un poligono de n — 1 lados en el cual emplearemos el paso inducti-
vo. Dado un vértice v, éste pertenece a dos aristas. Estas dos aristas han de te-
ner otro vértice cada una, llamémoslos u y w. Como el poligono C es convexo,
este contiene al tridngulo uvw y se puede remover el tridngulo uvw del poligono C
de la siguiente forma seleccionando los dos vértices adyacentes a v y cortando al
poligono mediante la linea que los une, obteniendo asi un poligono cuyos vértices
son los mismos que el inicial, pero sin v, este proceso se ilustra en la Figura 13.

De esta forma obtenemos un nuevo poligono el cual tiene todos los vértices del
anterior salvo v y cuyo conjunto de aristas est4d formado por la arista con uw y todas
las aristas del poligono anterior que no son adyacentes a v, es decir agregamos la
arista uv y sustraemos las aristas uv y vw al conjunto de aristas de nuestro poligono
original. De esta forma ahora tenemos un tridngulo y un poligono de n — 1 lados,
de forma que empleando el método sucesivamente triangulamos el poligono tras
n— 3 pasos.

El teorema se puede generalizar facilmente a poligonos no convexos, basta con
demostrar que todo poligono tiene al menos un vértice en comiin con su cdpsula
convexa (es decir, el menor poligono convexo que lo envuelve, el que se formaria
si rodeamos nuestro poligono con una bandita eldstica), y el paso inductivo lo
llevamos a cabo eligiendo un vértice v que esté tanto en el poligono dado como en
su capsula convexa. Se deja de ejercicio para el lector verificar que todo poligono
tiene un vértice en comuin con su cdpsula convexa.

A partir de un tridngulo cualquiera se pueden obtener dos tridngulos rectdngu-
los, el procedimiento es simple, basta con partir al tridngulo original en dos me-
diante un corte perpendicular a un lado el cual pase por el vértice opuesto a éste,
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Ficura 13. Paso inductivo de triangulacion en poligono convexo.

este corte pasard por la linea que suele definirse como altura del tridngulo respec-
to de ese lado. Para un tridngulo agudo, puede elegirse cualquier lado. El lector
escéptico puede notar que en el caso de los tridngulos obtusos este método puede
fallar al quedar la linea de corte fuera del tridngulo, por lo cual hay que tener cui-
dado a la hora de elegir el lado. En este caso se emplea la altura del lado opuesto
al dngulo obtuso, de forma tal que la altura queda dentro del tridngulo. Una vez
obtenidos los dos tridngulos rectangulos, se procede a construir un rectdngulo
mediante los siguientes pasos. Se emplea de base del tridngulo el lado opuesto
a su mayor lado (para evitar que nuestra base forme parte de un dngulo obtuso
y el corte quede fuera del tridngulo). Luego, se parte el tridngulo mediante una
paralela a la base, a la mitad de la altura, marcada en azul. Una vez partido en
un trapezoide y un tridngulo, se parte al tridngulo por una perpendicular a su
base que pasa por el vértice opuesto. Finalmente se unen estos dos tridngulos al
trapezoide para obtener asi obtener un rectdngulo.

La construccién ilustrada en la Figura 14.

Ficura 14. Construccién de un rectdngulo a partir de un tridngulo
arbitrario.

Finalmente, a cada uno de los rectangulos obtenidos lo convertimos en un rec-
tdngulo de la misma drea con un lado de longitud 1 (cualquier longitud fija sirve,
elegimos 1 por conveniencia). Luego, podemos unir todos los rectdngulos obteni-
dos dejando a los lados de longitud 1 paralelos para obtener un rectdngulo cuyos
lados son de longitudes 1 y a. Como el proceso puedo aplicarlo tanto con A como
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con B, y sefialamos que la relacién ‘puede descomponerse en la forma indicada
para formar el otro poligono’ es de equivalencia, concluimos la demostraciéon. [

§2. Incégnitas adicionales

Como planteamos inicialmente, al encontrar una respuesta, ésta es tan emocio-
nante como las preguntas que sugiere. Ya sabemos que dados dos poligonos Py
O, P se puede descomponer con finitos cortes para formar Q si y solo si el drea
de P es igual al drea de Q. El Teorema 1.5.1 nos asegura que si los dos poligonos
tienen la misma 4rea, esto puede realizarse. Por otro lado el area de un poligono
no cambia si se lo recorta en varios poligonos y se lo vuelve a pegar sin superpo-
siciones, por esta razon si a partir de un poligono P puede obtenerse un poligono
O, entonces Py Q han de tener la misma &rea.

Ahora, con solo observar la Figura 13, queda claro que el procedimiento em-
pleado en la demostracion estd lejos de ser 6ptimo, pues se requieren muchisimos
cortes. Serfa entonces interesante dar con una férmula o un algoritmo que, dados
dos poligonos Py Q de igual drea, nos diga cudl es la minima cantidad de cortes
que se necesitan para obtener uno a partir del otro. Esta es una incégnita que atn
no tiene respuesta.

Para obtener mejores cotas, se necesita encontrar procedimientos metédicos pa-
ra descomponer poligonos, los cuales empleen una menor cantidad de poligonos.

En 1924, el matemaético polaco-americano Alfred Tarski atacé este problema
y dio una cota inferior para el nimero de cortes necesarios cuando P y Q son
poligonos convexos. Si llamamos ¢ (P,Q) a la cantidad de tridngulos en las que
hemos de descomponer P para formar Q, se tiene que
d(P)

c(P,Q) > TQ)

donde d(X) nota al didmetro del poligono X.

En el caso de que P sea un rectdngulo cuyos lados sean a-x el mayor y a- 1

el menor, y Q un cuadrado de lado g, el teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien nos
dice que los poligonos son equidescomponibles, y Tarski hall6 una cota superior
para o (P, Q) la cual estd dada por

(P, 0) <2+ [\/)ﬂ— 1}

Dado que P, es congruente con P, se tiene que o (P, Q) = G(Pl ,Q), luego reem-

plazando x por ! se obtiene

o(P.O) <2+ {—Vl;xﬂ
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Una anécdota interesante sobre el tema, que no podemos dejar de mencionar,
es que Tarski publicé estos resultados en revistas orientadas hacia profesores de
secundario, en un esfuerzo por mejorar la instruccién de matemaéticas en Polonia,
e invitaba a los alumnos a participar en la resolucién de problemas. El profesor de
secundario Henryk Moeseen publicé en 1932 un articulo en el cual se mejoraba la
cota dada por Tarski.

La cota dada por Henryk Moeseen es
G(P)HQ) S [)C—| +1

De hecho, Henryk demostré que o (P;,Q) esiguala [x|+10a [x] cuandox> 1,y
demostré un caso especifico para el cual 6(P,,Q) = [x] +1.

Finalmente, Tarski hall6 el valor exacto de o (P, Q) para 1 < x < 2. El autor de
este articulo desconoce si se han logrado mayores progresos en este aspecto.

Esta apasionante historia puede hallarse con mayor detalle en el libro sobre
Tarski (McFarland, McFarland, Smith, y Grattan-Guinness, 2014).

Todas estas preguntas y resultados van en la direccién de contar la cantidad de
piezas, pero también podriamos buscar generalizar el resultado a méas dimensio-
nes ;Dados dos poliedros Py Q del mismo volumen, se puede descomponer P en
Q con finitos cortes?

Este problema fue el tercer problema de Hilbert, y fue respondido negativa-
mente por Max Dehn en 1900.

La respuesta es negativa, pero es muy interesante y profunda. Como es usual
con los problemas de imposibilidad geométrica, la demostracién fue realizada
empleando el algebra; Dehn defini6 una propiedad de los poliedros, la cual es
invariante mediante estas descomposiciones. Es decir, si dos poliedros P y Q son
equivalentes, entonces tienen el mismo invariante de Dehn. Finalmente, mostr6
que el cubo y el tetraedro poseen distintos invariantes de Dehn, por lo cual es
imposible descomponer uno y con esas piezas recomponer el otro.

Como comentario adicional orientado hacia aquellos cuya curiosidad geométri-
ca excede el mundo euclideo, el problema de equidescomposicién tridimensional
sigue abierto para las geometrias elipticas e hiperbdlica, pero comentar sobre éstas
esta fuera del alcance de este articulo.

§3. Comentarios finales

En este articulo intentamos ilustrar el proceso de descubrimiento matemati-
co manteniéndonos fieles al espiritu del Certamen “El Niimero de Oro”. Si bien el
autor no tuvo la restricciéon de tiempo propia del examen, decidié no consultar
bibliografia durante la re-deduccién del Teorema WBG.
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Ya sea por valor estético o pedagdgico, la bibliografia matematica muchas veces
expone argumentos elegantes que pueden esconder la intuicién detrés del descu-
brimiento. Consideramos que es educativo mostrar una obra con los andamios
aun colocados. Consideramos que asi se puede recrear la sensacién de cuarto os-
curo que se tiene cuando se ataca un problema en solitario, por supuesto siempre
se invita al lector a intentar crear sus propios argumentos ya que esto es esencial
para aprender matemadticas. Estas tltimas dos secciones fueron elaboradas con-
sultando bibliografia.

En (Hartshorne, 2000), se emplea un mejor método local por lo cual no hace
falta refinar el método global. La proposicién 24.4 de tal libro dice:

Proposicién 3.0.1. Dado un rectingulo ABCD, y dado un segmento AE tal que AB <
AE < 2AB, el rectangulo ABCD es equidescomponible a un rectangulo con lado AE.

C D

A B E
Ficura 15. Ilustracion del método "local’ mas amplio para rectdngulos.

En la Figura 15 se ilustra el procedimiento, sobre el rectdngulo ABCD se ilustra
el rectingulo AEHG con E enla direccion AB 'y G en la direccién AC. Del rectangulo
ABCD se corta el tridngulo CGK y se lo pega sobre el lado BD de forma tal que G
coincida con B y E este en la semirrecta AB. Luego se traslada el tridangulo FDC
de forma tal que F coincida con E y C quede en la semirrecta que originalmente
era EC.

Después de conocer estos resultados, se puede pensar en modificar nuestra de-
mostracién mejorando el método local en lugar del global. Para lograr cubrir todo
el intervalo (0, 1] en lugar de (1.1), basta con notar que mientras que si bien estdba-
mos pensando en el lado menor cuando enunciamos el método del corte Pitdgoras,
si pensamos en el lado méas grande, éste estd en [0, /2]. Por ende, si repetimos el
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procedimiento empleado para llegar a (1.1), pudiendo elegir a € [4, V2], cubri-
mos

(3.1) O [2\,1/3 g] =(0,v2] > (0,1]

n=0

Este método sigue teniendo la desventaja de que solo sirve con cuadrados por
lo cual ha de aplicarse dos veces para llegar de un rectdngulo arbitrario a otro,
pero la transitividad nos garantiza que es posible.

Cerramos el articulo queriendo poner énfasis en que muchas veces, para poder
obtener el mayor fruto, se necesita dejar crecer libremente las ideas, ya que solo
después de que éstas crezcan se hace evidente cuales han de ser podadas y cuales
son esenciales para nuestro jardin.
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