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EL ALGEBRA LINEAL DETRAS DE LOS
BUSCADORES DE INTERNET

Carlos D’Andrea

ResuMEN. En este articulo explicamos cémo es que el exitoso algoritmo de bis-
quedas de internet funciona gracias al calculo de valores propios de la matriz del
grafo de paginas de internet.

AsstrRACT. In this article we explain how the succesful algorithm behind internet
search engines works thanks to the computation of eigenvalues of the matrix of
the internet pages graph.

La vérité est trop compliqué.
Les mathématiques sont simples.
Cédric Villani

§1. Algebra lineal para Informaticos

Los alumnos que cursan carreras de grado relacionadas con la Informética, ge-
neralmente tienen durante el primer afio de estudios una materia de algebra lineal
que en sus bloques temaéticos suele ofrecer el siguiente men:

Sistemas de ecuaciones lineales.

Matrices y determinantes.

Espacios vectoriales. Subespacios.

Transformaciones lineales. Nicleo, imagen, isomorfismos,...
Polinomios.

Ntimeros complejos.

Diagonalizacién.

Palabras clave: Google, buscadores de internet, algebra lineal, algoritmo PageRank, valores propios.
Keywords: Google, internet search engines, linear algebra, PageRank algorithm, eigenvalues.
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24 Carlos D'Andrea

Alguien con un minimo entendimiento en estos temas se dard cuenta rapida-
mente que la diagonalizacién es un proceso que involucra todos los temas ante-
riores; y concluird —con bastante certitud— que en este tipo de cursos se aprende a
(decidir cuando se puede) diagonalizar matrices.

No hay nada de trivial ni de sarcéstico en esta conclusiéon. Es indudable que
el dlgebra lineal en general —y el problema del célculo de vectores y valores pro-
pios (que necesitamos conocer para decidir si una matriz es diagonalizable) en
particular— son muy importantes en la informaética, ya que estan presentes en va-
rios procesos centrales en esta disciplina. Podemos mencionar como ejemplos los
siguientes:

Agrupamiento y clasificacion de datos

Programacién gréfica

Redes sociales

Descomposicién en valores singulares para sistemas de recomendacion
Reconocimiento de formas (canciones, huellas digitales, fotografias)
Inteligencia artificial

Varios de estos temas son cubiertos a lo largo de las diversas carreras. Natu-
ralmente, los alumnos “lo verdn después” de haber acabado el curso de algebra.
Es entendible que no sea muy motivador para el alumnado aprender a utilizar
unas herramientas que serdn indudablemente importantes, pero que todavia no
podemos explicarles en qué lo serdn y cémo se utilizardn estas herramientas.

Es por ello que en este articulo presentamos un problema de valores y vectores
propios (diagonalizacién) sencillo de enunciar, que ha sido utilizado recientemen-
te y con mucho éxito en el mundo de la informatica para resolver un problema de
los mencionados més arriba, el problema de recomendacién que tienen por de-
lante los “motores de biisqueda” (o buscadores) de internet a la hora de sugerir al
usuario qué paginas visitar como respuesta a unas ciertas palabras clave previa-
mente introducidas por el mismo usuario en su ordenador.

Para ello nos concentraremos en un buscador especifico, que es el més exitoso
de todos, y en el algoritmo que inicialmente utilizaba y ha venido utilizando hasta
hace unos afios. Este algoritmo produjo una verdadera revolucién en el mundo del
trafico de informacién en linea. Y todo gracias al algebra lineal.

§2. Un buscador de internet muy rdpido y eficiente

En el afio 1996, dos jovenes alumnos de doctorado de la Universidad de Stan-
ford (EEUU), Sergei Brin y Lawrence Page comenzaron a trabajar en el disefio de
un buscador de internet. Ambos tenian 23 afios en ese momento. Brin se habia
graduado en matemaéticas y Page, en informatica (ver Figura 1).
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FiGura 1. Sergei Brin (izquierda) y Larry Page (derecha)

El algoritmo que iba a utilizar este buscador de internet fue denominado “Pa-
geRank”, dado que Page ya habia comenzado inicialmente con el proyecto al que
luego se incorporé Brin (Brin & Page, 1998), y acab6 siendo implementado por
Google. En efecto, en 1998 el algoritmo es patentado, y al mismo tiempo aparece
en internet el buscador Google que fue también realizado por Brin y Page. Des-
de sus inicios, Google va a utilizar este algoritmo exitosamente para posicionarse
desde muy temprano (y hasta nuestros dias) como lider en el mercado de los bus-
cadores de internet.

La palabra “google” es una variacién fonética del término googol con el que se
denomina (en inglés) al namero 10'%. Sus fundadores pretendian ofrecer un bus-
cador que fuera rapido y eficiente. De hecho, el objetivo inicial de Brin y Page era
que al menos una de las diez primeras paginas que mostrara el buscador contenga
informacién util para la persona que la consulta.

El éxito que ha tenido Google desde sus inicios hasta el dia de hoy no necesita
ser explicado aqui; sin lugar a dudas se trata del buscador de internet mas utili-
zado en todo el mundo, batiendo records de popularidad impensables. Por citar
un ejemplo, en mayo de 2011 consiguié superar los mil millones de visitantes al
mes por primera vez en la historia. Hoy se realizan 3.5 mil millones de bisquedas
por dia! De més esta decir que ningtin otro buscador de internet se ha siquiera
acercado a esta cifra.

Este suceso también se traduce obviamente en las finanzas, ya que cuando sa-
li6 a cotizar en el mercado de valores en 2004, la compafia estaba valorada en
aproximadamente u$s 25.000.000.000, cifra que ha ido creciendo a lo largo del
tiempo, alcanzando los u$s 38.000.000.000 enel dltimo reporte de 2011 y unos u$s
310.000.000.000 en 2019. Y todo por diagonalizar unas matrices...

Para intentar explicar brevemente el algoritmo PageRank y ver cémo aparecen
naturalmente los vectores y valores propios en este tema, primero tenemos que ver
como se modela matematicamente un buscador de internet, ya que este algoritmo
forma parte fundamental de la arquitectura del mismo.

§3. Los buscadores de internet

Uno podria comparar el trabajo de un buscador con el de un bibliotecario. Para
hacerlo més explicito, digamos que se trata de un bibliotecario de las épocas en las
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que no habia ordenadores. Si uno acudia a la biblioteca en aquellos cada vez mas
lejanos tiempos intentando encontrar informacién sobre algtn tema en particular,
se iba a encontrar con un gran fichero o catdlogo enorme, impreso, conteniendo
toda la informacién existente en esa biblioteca hasta la tltima actualizaciéon. Con
un poco de suerte, ademas, habia también alguna especie de catalogo-diccionario,
relacionando libros con algunas palabras clave.

Supongamos ahora que yo me acercara a una de esas bibliotecas antiguas por-
que me han enviado a investigar sobre el tema “jirafa”. No me han dado ningu-
na referencia bibliogréfica, y sé que la informacién que pudiera proporcionarme
un diccionario y/o enciclopedia no me serd suficiente. ;Qué habia que hacer? La
respuesta mds simple en esos tiempos era: preguntar al bibliotecario, y consultar
las referencias recomendadas por él. Si no quedara satisfecho con su(s) recomen-
dacién(es) habria que o bien preguntarle con mds precision sobre lo que estoy
buscando, o bien buscarse otra biblioteca.

Toda esta interaccion con el bibliotecario que estoy contando parece casi trivial
y uno podria preguntarse por qué les estoy haciendo perder tiempo contando esta
historia tan aburrida. Pero supongamos ahora que mi biblioteca contiene més de
mil millones de libros, y que bajo la palabra clave “jirafa” hay cuatro millones de
textos que tienen algo que decir al respecto, y que para enumerarme uno por uno
todos estos textos —a razén de un texto cada 10 segundos-— el bibliotecario demora-
ria casi 463 dias. Yo claramente no necesito leer los cuatro millones de libros para
hacer el trabajo que me toca, quizas con 10 de ellos ya me alcance. Pero entonces...
(cudles 10? El algoritmo PageRank es justamente quien va a ayudarme (o mas
bien, ayudar al bibliotecario) a decidir sobre cémo ordenar la lista de salida, cua-
les son los libros que tiene que recomendarme de tal manera que pueda encontrar
yo informacion atil dentro de las primeras referencias que me vaya dando.

Un buscador de internet esencialmente es una especie de “catalogo de biblio-
teca” junto con un “bibliotecario” que te recomienda qué libros leer. El éxito de
este buscador depende justamente de tener una buena base de datos, ordenada
de acuerdo a palabras clave de una manera razonable, y también un buen “re-
comendador”, ya que uno quiere acceder a la informacién de manera rapida y
eficiente.

La tarea de “censar” las paginas webs la hacen unos robots que circulan por la
red continuamente. Notar que éste es un procedimiento dindmico ya que hay mi-
les de paginas nuevas que aparecen en la red minuto a minuto, y varias (pocas res-
pecto de las nuevas) que desaparecen. Ademas uno quiere que la informacién esté
siempre actualizada, asi que este trabajo es muy importante. Otro elemento tam-
bién a tener en cuenta es que esta base de datos es enorme, y crece exponencialmen-
te. En 1998 cuando fue lanzada Google, tenia 26 millones de paginas. Para 2000 lle-
g6 a los mil millones (1.000.000.000) y en 2008 alcanz6 el billén (1.000.000.000.000)
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de péaginas (Google, n.d.)". Al dia de hoy hay casi 5.460.000.000.000 paginas (ver

https://www.worldwidewebsize.com/).

El trabajo de “catalogar”, es decir indexar los datos censados en funcién de
ciertas palabras clave también es hecho por programas informaticos, que estudian
distribuciones estadisticas de palabras, frecuencias de aparicién y enlaces a esa
pégina, para hacer este trabajo.

O sea que todo buscador de internet tiene que tener tanto un buen catdlogo
de paginas indexadas, asi como un buen indice en lo que respecta a las palabras
clave. Bien... ;cémo se hace el trabajo de bibliotecario? Es decir, ;cémo decido qué
péaginas mostrar primero cuando alguien pone en el buscador la palabra “jirafa”?

Hay miles de algoritmos y programas dedicados a responder esta pregunta,
entre ellos el algoritmo PageRank, que es el que catapulté a Google al éxito entre
los buscadores de internet. En la seccion siguiente nos dedicaremos a explicarlo.

§4. El modelo PageRank. Vectores y valores propios

Tal como hemos contado hasta ahora, lo que faltaria para completar el trabajo
del buscador es asignarle una “importancia” a cada pagina web de las que tengo
censadas. Para ello, la teoria de grafos nos ayudard a modelar nuestra situacién.

En el modelo PageRank, el universo de las paginas web indexadas es un gran
grafo dirigido, donde cada pédgina web censada es un nodo, y habra una “flecha”
(arista orientada) desde la pédgina p; hacia la pagina p; si hay un enlace desde la
primera pégina hacia la segunda. Por ejemplo, si el gréfico de la Figura 2 fuera
lo que vamos a llamar a partir de ahora el grafo de internet, entonces podriamos
concluir de este dibujo que -por ejemplo- la primera pagina es la mdas popular ya
que hay enlaces desde todas las otras hacia ésta, y es la tinica que cumple con esta
propiedad.

Ficura 2. Un grafo dirigido

En este gran grafo dirigido, uno tiene ahora que asignar una “importancia” a ca-
da pagina. Una manera razonable de asignar importancias podria ser que cuantos
INdE: billones y trillones en las fuentes originales en inglés. Recordamos que para los angloparlan-

tes, 1 billén es lo que nosotros llamamos mil millones 1.000.000.000, y un trillén es lo que nosotros
llamamos 1 billén 1.000.000.000.000.
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maés enlaces recibe una pagina, més importante serd. Notar la analogia aqui con el
famoso y no siempre tan apreciado indice de citas que intenta regular el curriculo
de los investigadores.

El problema que tiene este modelo aparentemente sensato es que uno podria
“inflar” rdpidamente la importancia de una pagina web determinada simplemen-
te creando varias paginas que tengan enlaces con la misma, y este procedimiento
es muy facil de implementar en pocos minutos, lo cual harfa que todo el sistema
fuera muy fécil de influir.

Para evitar esto, cambiaremos la funcién “ntimero de citas” por “importancia
de las citas”. Es decir, no solo vamos a darle importancia a la cantidad de citas que
tiene una pagina dada, sino que también tendremos en cuenta si la citan paginas
importantes. Digamos que, por ejemplo, si obtengo enlaces desde Amazon.com o
Microsoft.com, mi importancia deberia ser mayor. En ese sentido, el grafo de las
péaginas web seria algo més bien parecido a lo que aparece en la figura 3, donde
se ve una distribucién de importancias relativas a las importancias de las paginas
dadas. Aqui se entiende por qué la pagina “C” es mas importante que la “F” dado
que ambas reciben un enlace cada una, pero la primera es enlazada por una pagina
mucho mds importante que la segunda.

Dicho en palabras, el “postulado” del modelo PageRank dice lo siguiente:

La importancia x; de la pagina p; es directamente proporcional a la suma de las importan-
cias de las paginas que enlazan con ella.

Ficura 3. El grafo de “importancias”

Veamos como se traduce ésto matemdticamente, y como aparece el algebra li-
neal naturalmente en este contexto. El dibujo de un grafo (dirigido o no) es ilus-
trativo e interesante si se trata de pocos nodos, pero el grafo de internet tiene maés
de un billén de paginas asi que no vamos a ganar mucho intentando dibujarlo (y
perderemos mucho tiempo y tinta). En lugar de ello, consideraremos la matriz de
incidencia del grafo, que se define como la matriz cuadrada de tamarfio igual a la
cantidad de nodos del grafo. En esta matriz, pondremos un 1 en el lugar (i, j) si
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hay un enlace desde p; hasta p;. Si no lo hay, pondremos un cero. Por ejemplo, la
matriz de incidencia del grafo de la Figura 2 es la siguiente

0 0 0

=
1
— = =
_ o O O =
_ o O

0 0
1 1
1 0
1 0 0

Y aqui es donde aparece el dlgebra lineal junto con los vectores y valores pro-
pios.
Teorema 4.1. Si M, es la matriz de incidencia del grafo de internet y x = (z1,...,zy)
es el vector de importancias en (Ryg)", entonces se cumple

Mixt = \-x*
donde X\ € R, es la constante de proporcionalidad.

Y aqui viene bien recordar algunas definiciones cldsicas del dlgebra lineal.

Definicion 4.2. Dados una matriz cuadrada M de tamaifio n x n, un vector no nulo
x € R" (0 C") y un nimero A € R (o C), el vector x se dice vector propio de M con
valor propio asociado A si y solo si se verifica Mix! = A - x*.

Corolario 4.3. El vector de importancias de las piginas web es un vector propio (positivo)
de la matriz MY, y la constante de proporcionalidad X es el valor propio asociado a este
vector.

Ejemplo 4.4. Veamos cémo efectivamente lo que dice el postulado PageRank y
lo que enunciamos en el Teorema 4.1 coinciden. Digamos que ) es la constante
de proporcionalidad de la que habla el postulado. Entonces, de acuerdo con esa
afirmacion, tenemos las siguientes ecuaciones:

Oy + 129 + 1lozg + 1-2qy + 125 = A1y
0-z¢y + O0:z9g + 1loxs + 124 + 1oy = Ao
lzy + 029 + 023 + 1lozgy + 1l-25 = Axs
O-zy + O0-zg + 123 + 024 + 025 = Aay
129y + 029 + 0-235 + 124 + 0-25 = Auxs,
que en notacién matricial es precisamente

00101\(m 7

1 0 0 00 To To
Mix'=] 1 1 01 0 z3 | =X 23 |=A-x

1 1001 T4 T4

1 1 1 00 5 5

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 35 N° 1 — 2020



30 Carlos D'Andrea

Notar que lo que hemos visto en este ejemplo no es casualidad, ya que si en
las filas de la matriz de incidencia del grafo de internet uno puede leer cudntos
enlaces salen de una péagina dada, justamente en las columnas aparecerdn tantos
unos como enlaces haya hacia la pagina indexada por esa columna. Es por ello
que se necesita trasponer la matriz para utilizarla en el problema del PageRank.

Una vez establecido el problema... uno quisiera encontrar la solucién. ;Cémo lo
hariamos para nuestro grafo de la Figura 2? Utilizando alguna de las herramientas
computacionales que tenemos a disposicién nos encontramos con lo siguiente:

Posibles valores (aproximados) para A (valores propios de M}):
2,27;-0,500 - 0,8661; -0,500 + 0,8667; —0,635 + 0,6927; 0,635 — 0,692:

Posibles valores (aproximados) para los vectores propios (ordenados con respecto a
los valores propios enumerados arriba):

(1,74;1,21;1,21;0,532; 1,00),

(0;0;-0,500 - 0,8661; —0,500 + 0,8667; 1,00),

(0;0;-0,500 + 0,866i; —0,500 — 0,8667; 1,00),

(-0,469 + 0,1014; -0,303 - 0,490¢; -0,303 - 0,490¢; -0,166 + 0,5913; 1,00),
(-0,469 — 0,1017; 0,303 + 0,490i; 0,303 + 0,490; 0,166 — 0,591i; 1,00).

En este caso en particular, el del grafo asociado a la Figura 2, dado que la constante
de proporcionalidad tiene que ser real y positiva, pareceria ser que hay una tinica

solucién al problema que seria la siguiente:

A =227
r1 =174, 29 = 1,21, z3=1,21, 4, = 0,532, x5 = 1,

lo cual parece ser una respuesta razonable ya que la primera pédgina es votada
por todas las otras, y es la tinica con esta situaciéon. O sea que merece ganar la
contienda, y si bien la segunda tiene un voto méas que la tercera, esta tltima es
votada por la mas importante (la primera) mientras que la otra no.

Uno podria suponer que lo que ocurre en este ejemplo es un hecho general,
que de cualquier matriz cuadrada con ceros y unos habra un tnico valor propio
positivo, y asociado al mismo un solo vector propio positivo que serd la solucién
a nuestro problema. Lamentablemente la respuesta a esta pregunta no es cierta,
ya que -por ejemplo- una matriz tan sencilla como

(1)

solamente tiene como tnico valor propio a A = 0. También es facil construirse
matrices de tamafio mds grande con mas de un valor propio positivo. Entonces...
(como hacemos para resolver esta ambigiiedad?
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Antes de responder esta pregunta, hagamos una modificacién pequefia pero de
vital importancia al modelo. Tal como lo hemos explicado hasta aqui, este esque-
ma fue el que originalmente se utiliz6 en el buscador Google durante sus primeros
afos. Con el transcurrir del tiempo y el advenimiento de las redes sociales (muy
propensas a producir hechos “en cadena”, en varios lugares y al mismo tiempo)
se encontr6 una falla en el modelo previsible desde un primer momento: si una
pégina tiene un solo enlace, este enlace vale lo mismo que cualquier otro enlace
de otra pagina que produzca un millén de enlaces. Es como —si bien producir en-
laces desde mi propia pagina no aumenta mi importancia— cuantos més enlaces
produce mi pagina, més afecta a toda la red.

Para evitar ese exceso de autoridad, el modelo se modificé sencillamente de la
manera siguiente: si hubiera un enlace desde p; hacia p;, en el lugar (i,;) de la
matriz de incidencia se coloca el nimero

1
# enlaces desde p;

De esta manera, cada pagina tiene “poder de voto” igual a 1, y esta unidad se va
distribuyendo de acuerdo a los enlaces.

Por ejemplo, la matriz modificada asociada al grafo de la Figura 2, que llama-
remos M g, es la siguiente:

0034 032
10000
MO’E:%%O%O
BEEE
3 3 3

Notar que ahora en cada fila hay una distribucién de nimeros no negativos que su-
man 1, como si fuera una distribucién de probabilidades sobre los nodos del grafo
de internet. Este tipo de matrices se conoce como estocdstica por filas, y aparece con
frecuencia en el modelado de procesos diversos que mencionaremos luego.

Calculemos ahora los valores y vectores propios de la matriz estocdstica.

Posibles valores (aproximados) para \ (valores propios de M p,):
1,00; -0,333 + 0,4714; 0,333 — 0,4714; —0,167 + 0,289 —0,167 — 0,289 .

Posibles valores (aproximados) para los vectores propios (en orden con respecto a
los valores propios enumerados arriba):

(1,73;0,867; 1,20; 0,400; 1,00),

(-0,333 + 0,943i; 0,667 — 0,236i; 0,500 — 0,7074; —0,500; 1,00),
(-0,333 - 0,943i; 0,667 + 0,236i; 0,500 + 0,7074; —0,500; 1,00),
(0;0; —0,500 — 0,8664; —0,500 + 0,8664; 1,00),

(0;0; -0,500 + 0,8664; —0,500 — 0,866i; 1,00).
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Aqui también parece haber una tinica solucién que consisteen A =1y
r1=1,73; x9=0,867; x3=1,20; x4=0,400; x5=1,00.

Notar la diferencia sutil que hay entre las dos distribuciones de importancia. Mien-
tras que en el primer modelo las paginas 2 y 3 reciben la misma importancia, en el
segundo la tercer pagina “le gana” a la segunda, siendo que la tercera recibe solo
dos votos y la segunda tres. El motivo de esta diferencia puede ser explicado por
el hecho de que la pagina 3 no solo es votada por la primera pagina que es la mas
importante, sino que ademads la primera pagina solo emite dos votos, mientras que
todas las que votan a la pagina 3 emiten 3 votos. Es decir, estos votos cuentan por
menos que los de la primera pagina.

Notar también que el hecho de que 1 sea un valor propio de la matriz estocéstica
no es casualidad, ya que es facil comprobar que el vector (1,1,...,1) es siempre un
vector propio de toda matriz estocdstica por columnas, asociado al valor propio
A=1.

§5. Solucién del Problema... ;Unicidad?

La respuesta al problema de la unicidad viene de la mano de otra rama de la
matematica que es el Andlisis Funcional. El primer resultado en esta direccién fue
dado por Oskar Perron a principios del siglo pasado.

Teorema 5.1 (Perron, 1907). Sea M una matriz cuadrada positiva. Entonces

existe un valor propio simple X\ > 0 tal que Mvt = X\ - v, donde v es el vector
correspondiente, y tiene todas sus coordenadas positivas

este valor propio es mayot, en médulo, que todos los demds valores propios de M
Cualguier otro vector propio positivo de M es un miiltiplo de v

Figura 4. Oskar Perron (1880-1975)

Este teorema nos trae una cierta unicidad que consistiria en quedarnos con el
tnico vector propio positivo de la matriz, el asociado al valor propio mas grande
que todos los otros (en médulo). Lamentablemente, nuestras matrices M; estan
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asociadas a los grafos de paginas de internet, y tienen muchos ceros. Estan muy
lejos de ser positivas. jPara que ello ocurra necesitariamos que se enlazaran todas
las paginas con todas, incluso con ellas mismas!

Un resultado un poco més general es imposible como nos ensefia el ejemplo de

la matriz
0 0
1 0)°

Sin embargo, Frobenius consiguié una versién del Teorema de Perron para matri-
ces no negativas, bajo cierta condicién adicional sobre la matriz de entrada. Enun-
ciemos primero el resultado y veamos luego las restricciones que se nos impone,
quizés con la esperanza de que el grafo de internet si que las cumpla.

Teorema 5.2 (Frobenius, 1908-1912). Sea M una matriz cuadrada con entradas no
negativas. Si M is irreducible, entonces

existe un valor propio simple A > 0 tal que Mvt = X - vt donde v es el vector
correspondiente, y tiene todas sus coordenadas positivas;

este valor propio es mayor o igual, en médulo, que todos los demds valores propios
de M,

cualquier otro vector propio con entradas no negativas de M es un miiltiplo de v.

Ficura 5. Georg Frobenius (1849-1917)

Definicién 5.3. Una matriz M se dice irreducible si no existe ninguna permutacién
de sus filas y columnas que la transforme en otra matriz del tipo

My My,
0 My )’
donde M;; y My, son matrices cuadradas.

Proposicién 5.4. Si M es la matriz de incidencia de un grafo dirigido, entonces M irredu-
cible es equivalente a que el grafo sea “fuertemente conexo”, es decir que dados dos nodos
cualesquiera del mismo, es posible encontrar una sucesion de aristas que lleven de uno a
otro.
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Esta proposicion es de hecho interesante ya que no es trivial calcular una des-
composicién que valide la irreducibilidad de una matriz, pero sin embargo -para
un ndmero de nodos relativamente pequefio- es inmediato verificar si un grafo es
fuertemente conexo o no. Como ejercicio para el lector dejamos el de mostrar que
el grafo de la Figura 2 es fuertemente conexo.

De todos modos, es altamente improbable que el grafo de internet sea fuerte-
mente conexo. De hecho, un estudio hecho en 1999 (Broder et al., 2000) mostraba
una distribucién del grafo de internet como se ve en la Figura 6. De 203 millones
de paginas que habia censadas en ese momento, un 90 % estaba en una gigantesca
componente conexa, y solo 56 millones estaban conectados “fuertemente”.

Central cora
56 millicn pages

Ficura 6. Componentes conexas del grafo de internet en 1999

O sea que ni el Teorema de Perron ni el de Frobenius se pueden aplicar direc-
tamente a nuestro problema. ;Qué hacemos, entonces? ;Qué hace Google?

La salida a este aparente callejon sin salida viene de la mano de una “perturba-
cién”, algo muy frecuente en la matemdtica computacional y el dlgebra lineal numeérica,
donde es habitual trabajar con datos aproximados. Aqui lo que haremos sera al-
go muy ingenuo pero eficiente, reemplazaremos nuestra matriz estocastica (que
denotaremos con M; z) por una matriz a la que haremos positivos todos sus co-
eficientes sumandole una matriz conveniente. El principio subyacente a esta idea
es que la funcién “importancia” es continua, y si puedo calcularla “cerca” de la
situaciéon donde me encuentro, ya me alcanza para lo que quiero que es ordenar
las importancias y no realmente calcularlas.

En simbolos, dado ¢ > 0, muy pequefio, definimos

M?,E = (1 —E) 'MI,E+ % .
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Notar que esta operacion nos vuelve a dar una matriz estocdstica por filas, jpero
que ahora tiene todas sus entradas positivas (mayores o iguales que £)! La matriz
M; g cumple con las hipétesis del Teorema de Perron, y entonces “declaramos”
que “la” solucién al problema es la que se obtiene segtin ese enunciado para un ¢
prefijado (en la practica, Google utiliza ¢ = 0,15).

Ejemplo 5.5. Calculemos la matriz “perturbada” de nuestro grafo 2:

0,03 0,03 0455 0,03 0,455
0,88 0,03 0,03 003 0,03
sp=| 0313 0313 0,03 0313 0,03
0,313 0,313 0,03 0,03 0,313
0,313 0,313 0,313 0,03 0,03

Si ahora pedimos a un programa conveniente que nos calcule el vector propio
positivo de esta matriz (asociado al valor propio A = 1) obtenemos

(0,67259;0,363478; 0,463318; 0,194141; 0,403921).

Este vector de importancias induce el mismo orden que el que produce la matriz
sin perturbar. Es decir, que antes y después de la perturbacién teniamos este orden
entre las paginas:

T1>X3>Ts> Xy > Ty.

§6. La solucién computacional

Todo parece muy bonito y agradable con una matriz de 5x5, pero si quisiéramos
calcular la verdadera solucién al problema de Google, con la matriz de un billén
de entradas, ;Cémo se hace? ;Cémo lo hace Google?

Desde ya que desaconsejamos a cualquier optimista intentar utilizar las técni-
cas aprendidas (o por aprender) en el curso de dlgebra que involucrarian calcular
un polinomio caracteristico de grado mayor que un billén, encontrar todas sus
raices, detectar entre todas ellas la que tiene médulo maximo, y luego resolver un
sistema lineal enorme para calcular el vector de importancias. Incluso si usdramos
la matriz estocastica donde ya sabemos que el valor propio que estamos buscando
es A = 1, resolver un sistema lineal del orden de un billén es una tarea dantesca
que no puede ser realizada en poco tiempo ni siquiera por los ordenadores mas
rapidos que hay disponibles en este momento.

Google utiliza lo que se llama el método de las potencias, en apariencia bastan-
te ingenuo de enunciar pero computacionalmente muy efectivo. Se basa en el si-
guiente hecho bastante simple: si una matriz cuadrada M es diagonalizable y tiene
todos sus vectores propios {vi, ..., v,} numerados de tal manera que los valores
propios correspondientes cumplan lo siguiente

)\1 > |)\2| > |)\3| > 2 |)\n|>
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partiendo de v, > 0 tal que
Vo =Q1Vy] + -+ 0V,
con oy # 0, entonces se tendra
MFvy = oy Mivy + -+ ap Ay,

Luego
1 MFvq
e Ak

=0Q1Vy,

un multiplo no trivial del vector propio buscado. En el caso de la matriz estocas-
tica, como ya sabemos que \; = 1, este limite es bastante més facil de calcular atn.

Este es el método que utiliza Google para ordenar sus paginas de internet, y
con resultados bastante razonables. Un anélisis con més detalle de la velocidad
de convergencia y aspectos relacionados se puede encontrar en (Lin, Shi, & Wei,
2009; Serra-Capizzano, 2005; Wills, n.d.).

§7. Googlepilogo

El algoritmo PageRank es ahora marca registrada de Google, y estd patenta-
do en los Estados Unidos. Debido a temas legales, la patente estd asignada a la
Universidad de Stanford y no a Google. Sin embargo, la compafiia de internet tie-
ne derechos exclusivos sobre la misma, y Stanford recibié 1.800.000 acciones de
Google por haberle permitido su uso exclusivo.

Una versiéon modificada del PageRank fue propuesta en 2006 (Bollen, Rodri-
guez, & de Sompel, 2006) como alternativa al polémico factor de impacto elabo-
rado por el ISI. Una implementaciéon del mismo se puede encontrar en http://
www . eigenfactor.org. También se ha aplicado para predecir concentraciones hu-
manas en calles o plazas (Jiang, 2006), para modelos de evolucién en ecosistemas
(Allesina & Pascual, 2009), en otros tipos de biisquedas de internet, e incluso en
andlisis de redes de proteinas (Ivan & Grolmusz, 2011).

PageRank fue utilizado por Google hasta principios de 2011. En febrero de 2011
la compafifa comenz6 a hacer pruebas de un nuevo algoritmo de buisqueda bau-
tizado “Google Panda” (no en honor de los simpaticos osos de la China, sino del
ingeniero de Google llamado Navneet Panda), que esencialmente tiene la capaci-
dad de modificar la importancia de secciones enteras de la lista, y no solamente
péginas individuales. Google Panda reemplazé definitivamente a PageRank en
abril de 2011, y contintia liderando el mercado de buscadores de internet hasta el
dia de hoy.

§8. (Qué hemos aprendido hoy?

Uno podria sentirse un poco engafiado luego de esta presentacion del algorit-
mo PageRank, dado que hemos prometido al principio ver una aplicacién sencilla
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de los vectores y valores propios, que nos ha sido de utilidad para modelar el pro-
blema del PageRank. Pero luego, para resolver este problema, nuestro camino se
ha convertido en un verdadero “tour de force” por varias ramas de la matemati-
ca: Teoria de Grafos, Anélisis Funcional, Calculo Numérico, Matrices Estocéasticas,
Matemaética Computacional...

Seguin Wikipediahttp://es.wikipedia.org/wiki/Ingenier’%C3%ADa, uninge-
niero es alguien que resuelve problemas que afectan la actividad cotidiana de la sociedad.
Y mds adelante agrega Ila ingenieria es la actividad de trasformar el conocimiento en
algo prictico.

El trabajo de Brin y Page es un buen ejemplo de ello, ya que cualquier persona

que quiera trabajar resolviendo problemas necesita de recursos, de herramientas.
Y cada una de estas areas de la matematica y de la informética tiene que ser pa-
ra el ingeniero precisamente eso, una herramienta. Y cuanto més herramientas
tengamos, mejor.
Para saber mas... y profundizar las ideas y resultados matematicos y computacio-
nales que se encuentran alrededor del algoritmo PageRank, sugerimos los trabajos
(Bryan & Leise, 2006; Ferndndez, 2004; Gimbert-Quintilla, 2011; Langville & Me-
yer, 2006; de la Vega, Ones, & Garrido, 2006; Wills, 2006), y muchos mds que se
encuentran en las referencias bibliograficas de estas obras. Y seguramente si uno
“googlea” alguna de estas palabras clave... jencontrard mucho mads para leer!
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