Seccion de Problemas

por Juan Pablo Rossetti

Los siguientes problemas estdn pensados para un ptblico amplio....

Las soluciones se encuentran en la pagina siguiente.
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& Problema 1.| TamaRo DE LAS MAMUSHKAS. Un fabricante de mamushkas (o ma-
trioshkas) quiere cambiar de pintura a una muy linda, pero costosa, porque la
gente cada vez se fija mds en este aspecto que en los notables encastres, casi per-
fectos, de las tradicionales mufiecas rusas. Asi, quiere saber con precisién cudnta
pintura necesitard para pintar un juego de 5 mufiecas, cuyas alturas son de menor
a mayor: 3; 4; 5,5; 7,5 y 10cm. Si para pintar a la més chiquita necesita una cierta
cantidad C' de pintura, ;jcuanta necesitard para pintar a todas?

Problema 2., Cara o NOMERO A CIEGAS. En una cajita cuadrada, sin tapa, se colocan

4 monedas en sus 4 esquinas. El desafio se trata de dar vuelta algunas de las mo-
nedas y lograr que queden las cuatro mostrando lo mismo, es decir, las 4 caras o
las 4 nimeros; pero hay un detalle importante: jtenemos que hacer esto a ciegas!
La dindmica es asi: uno elige algunas de las monedas (entre 0 a 4), y una amiga
las da vuelta. Luego, le pedimos a ella que nos diga si las 4 estan iguales, es decir,
las cuatro caras o las cuatro nameros. Si lo estdn, ganamos. Si no, ella hace girar la
caja como quiera, sin decirnos cudnto. Ahora tenemos un segundo turno para dar
vuelta las monedas que queramos, siempre a ciegas, y volver a preguntar si aho-
ra estan bien. Y asi sucesivamente. ;Hay alguna estrategia que nos asegure que
podemos ganar en a lo sumo una cantidad fija de intentos? En caso que haya una
estrategia jcuantos intentos son necesarios (como minimo) para asegurar que va
a funcionar seguro?

Vale la pena pensar bien este problema, para descrifrar una estrategia ganadora.
También proponemos algunas variantes del problema:

¢Si se coloca una quinta moneda en la cajita, ahora en el centro, qué sucede? En
este caso, la moneda del centro, siempre quedara en el centro al rotar la cajita.

(Sienlugar de 4 monedas en la cajita cuadrada, se colocan 5 monedas en una cajita
circular (o pentagonal) y se procede del mismo modo, sera posible resolverlo?
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Y sise colocan 3 monedas en una cajita triangular, que gira como la cuadrada, se
podra lograr?

¢Qué pasa si nuestra amiga puede girar la cajita no solo después que hacemos un
intento, sino también después que le indicamos qué monedas dar vuelta? ;Segui-
mos teniendo una estrategia ganadora?

Problema 3. ORDENAR 1 ELEMENTOS POR COMPARACIONES. Tenemos 7 nlimeros posi-
tivos distintos (no sabemos cudles son) y queremos ordenarlos de menor a mayor.
Solo podemos comparar dos nimeros por vez y asi saber cuél es menor y cudl ma-
yor entre esos dos. Dados cuatro nimeros a, b, ¢, d, jcudntas comparaciones hacen
falta como minimo para ordenarlos? Ejemplo: si hay que ordenar solo tres ntime-
ros, digamos z, y, z, entonces necesitaremos 3 comparaciones para estar seguros,
en todos los casos, de que los podremos ordenar de menor a mayor.

¢Se anima a resolver este problema con cinco ntimeros?

El problema es muy interesante en general, cuando se tienen n ntimeros distin-
tos. No se puede resolver en forma completa, pero lo que si se puede hacer es dar
algunas cotas, inferiores y superiores, de la cantidad de comparaciones que hardn
falta y que alcanzan, respectivamente, para resolver el problema.

jSucesiones al toque!

¢Cual creés que es el proximo namero en las siguientes sucesiones y
por qué? ;Te animds a encontrar més términos de estas sucesiones? ;Y
una férmula general?

10 7 18 11 26
nf - 27 37 PR R EREERERE
tan} 32537

{bn}: 2,2,6,14,34,82,198,478,1154, 2786, 6726, 16238,
39202, 94642, 228486, 551614, 1331714, . ..

{e.}: 0,1,0,2,0,1,0,3,0,1,0,2,0,1,0,4,0,1,0,2,0,1,0,3,0,1,0, 2,
0,1,0,5,0,1,0,2,0,1,0,3,0,1,0,2,0,1,0,4,0,1,0,2,0, ...

Podés encontrar las soluciones en la pagina 72.

Revista de Educacion Matemdtica. Vol. 34, N° 2 — 2018



Problemas y soluciones 71

SOLUCIONES

Solucion 1. Cada mamushka de altura h necesita (%)? pintura con respecto a lo
que hace falta para pintar la mamushka de 3 cm de altura. Esto es asi porque las
mamushkas son todas iguales, salvo por su tamafo, entonces el area a pintar se
agranda como la proporcién entre sus alturas pero elevada al cuadrado. Por lo
tanto la respuestaes (3)%+ (2)2+ (%2)2+ (%) + ()2 = 2115 = 23, 5, multiplicado
por C.

Solucion 2. S, hay una estrategia ganadora, en a lo sumo 8 intentos logramos que
todas las monedas esten iguales. Procedemos asi: en el primer turno, pregunta-
mos si asi estan bien (de este modo, estamos considerando el caso de 4 caras o 4
ntmeros). En caso que no, atacamos los casos en que haya 2 caras y 2 ntiimeros:
damos vuelta 2 monedas opuestas en diagonal (movimiento [X]). Si después de
esto no todas las monedas tienen la misma cara visible, pensamos que hay 2 pa-
res de adyacentes de cada tipo, entonces damos vuelta dos monedas adyacentes
(movimiento [I]). Si después de esto no ganamos, entonces pensamos que quedan
2 pares de diagonales de cada tipo. Repetimos el movimiento [X]. Si quedan todas
igual, ganamos; si no, es porque al principio habfa un ntimero impar de caras y
uno impar de ntiimeros (3 de un tipo y 1 del otro). En tal caso, utilizamos nuestro
5to turno para dar vuelta una sola moneda, cualquiera. Entonces nos quedan se-
guro dos monedas cara y dos nimero y podemos repetir los movimientos [X] [I]
[X] y ganar.

El caso en el que se coloca una quinta moneda en el centro, es esencialmen-
te igual, solo que nos llevaré el doble de intentos, 16, puesto que cada vez que
preguntamos si estdn bien las monedas hay que hacerlo una segunda vez dando
vuelta la moneda del medio.

El caso de 5 monedas en un arreglo pentagonal o 3 monedas en un arreglo
triangular, no tiene solucién. Qué notable que con 3 monedas no se pueda y con
4 s, jverdad?.

Solucion 3. Para ordenar 4 elementos alcanza con hacer 5 comparaciones, y ese
es el nimero minimo para asegurar el buen orden. Podemos comparar primero
a, by ¢, todos con todos (son 3 comparaciones) y asi ordenarlos a ellos. Luego,
comparamos d con el que quedd al medio de los 3 anteriores. Por ejemplo, si habian
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quedado a < b < ¢, comparamos d con b. Si d > b, entonces comparamos d con c,
y si d < b entonces comparamos d con a.

Estano esla tinica forma de lograr ordenarlos en 5 comparaciones, pero tiene de
bueno que nos muestra un camino para ordenar n+1 nimeros habiendo ordenado
n. Se toma el nuevo ntimero, se lo compara con uno del medio (dependiendo de la
paridad hay uno solo al medio o dos), y luego se contintia comparando ese tltimo
numero con el del medio de la zona a donde cay6. De este modo, al pasar de n
numeros a n + 1, se ve que alcanza con hacer [2*] nuevas comparaciones.

La cota inferior para la cantidad de comparaciones viene dada por log,(n!). Esto
es asi porque inicialmente hay n! 6rdenes distintos posibles. En cada comparacién,
vamos partiendo ese conjunto de n! posibilidades en 2, luego en 4, y asi sucesiva-
mente, vemos que se va armando un 4rbol y para asegurar que hemos llegado a
ordenar los n ntiimeros en todos los casos, hace falta que en cada rama del arbol
quede una sola posibilidad. Por consiguiente, al hacer £ comparaciones, debemos
tener 2F > n!, es decir, k > log,(n!)

Para una cota superior, podemos razonar como al principio, notando que las
comparaciones que necesitamos sumar al agregar nimeros a partir de un solo

ndmero son 1,2,2,3,3,4,4,... Esto es facil de sumar, da 222+ 1,

Este tema es investigado en matemaética y en computacién, desarrollando algo-
ritmos que ordenan los niimeros de manera eficiente. Se conoce el niimero exacto
para ordenar hasta 16 nimeros. De la Enciclopedia on-line de sucesiones enteras:
A036604

(Sorting numbers: minimal number of comparisons needed to sort n elements.)

12345 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16
01357 10 13 16 19 22 26 30 34 38 42 7

Soluciones de jsucesiones al toque!

15 30
g = — = < Son los nimeros de la forma a,, = 4=2.

4 n
bis = 3215042. Son los Niimeros de Pelle, b,, = 2b,,_1 + b,_o.

cs1 = 1. ¢, es el exponente del 2 en la descomposicién en
primos de n.

Viene de la pagina 70.
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